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MÊTHOnE  KLtME\rA!HE  FOIU  CUXILEU  LE  UAI'l'OUT 
DE  LA  CIRCOMÉUEXCE  Al  DrUIÈTRE; 

Pau  m.  I..  MAI.EYX. 


En  t'iudianl  la  iiiétliodc  inventée  par  Arcliiinède  puni- 
déterminer  une  valeur  approchée  dn  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre,  j'ai  été  conduit  à  faire  deux 
reiiianjues  principales. 

La  première  consiste  en  ce  que  Arcliimède,  en  dou- 
blant le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  régulier,  fait 
vaiicr  à  la  fois  le  j)érimètre  du  polygone  et  les  diamètres 
des  cercles  insciit  et  circonscrit  5  ce  fait  distingue  sa  mé- 
thode de  celle  dite  des  périmètres^  où  l'on  sujîpose  que, 
le  périmètre  du  polygone  variant,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit reste  tixe,  et  de  celle  dite  des  polygones  isopéri- 
mètres,  où  l'on  suppose  que  le  périmètre  reste  fixe.  S'il 
existe  une  constante  dans  sa  méthode,  cette  constante 
est  le  côté  du  polygone,  et  encore  ne  l'est-elle  pas  d'une 
manière  absolue. 

La  deuxième  remarque  consiste  en  ce  que  l'applica- 
tion de  ses  piincipes  peut  être  rendue  plus  simple  que 
celle  des  principes  des  deux  autres  méthodes  que  je  viens 
de  citer. 

J'ai  fondé  sur  ces  remarques  une  étude  que  je  me  pro- 
pose de  publier  ultéi'ieurement,  et  dont  j'extrais  ce  qui 
suit. 


(  ^3) 

I.  L  II  côté  de  V ans.le  droit,  d' un  liiaiiirle  lecta/issle 
est  représenté  par  i ,  son  //}  f)oténuse  par  D  et  le  se- 
cond côté  par  d,  l'angle  oppose  au  premier  côté  l'étant 
par  y.\  on  se  j)ropose  de  calc{iler  le  second  côté  de 
l'angle  droit  r/,  et  l'hypoténuse  ]),  d'un  second  tri- 
angle rectangle   dont   le    prendei-    côté  est   aussi   re- 

présente  par  i ,  et  oppose  a  un  angle  égal  a  -• 

Soit  ijig'  i)  ABC  le  premier  triangle  rectangle  dans 
le(juel  ou  a 

A  =  i-",       ABC  =  a.       AC  =  i,       BC  =  D.       AB  =  rf. 

Pour  construire  le  second,  il  suffira  de  prolongei-  W^ 
de  la  longueur  HB,  =  BC  =  I),  et  d'unir  par  une  ligne 

Fig.    I. 

c 


droite  le  point  B,  au  point  C  5  car,  le  triangle  CBB,  étant 
isoscèle  par  construction,  on  a 

BB,C  =  BCB,  =  |ABC. 

On  a  du  reste  évideinnient 

AB,  =  f/i=  D-f-f/ 

et,  d'après  le  théorème  de  Pytliagore, 

B,G  =  D,  =  v/rff-+-i. 

II.  Extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre 
donné  sous  la  forme  a- -+-  Ta,  d'après  les  données  a  et  R, 
et  sans  effectuer  le  carré  a'-. 

Prenons  «pour  valeur  approchée  par  défaut  delà  ra- 
cine cherchée,  et  soit  — ^  la  valeur  aussi  approchée  par 


(  :  ) 

(]('-raiiU  l'I  à  moins  île —  do  la  i)arti<'  comniénKMitaire  de 


a  laciiie,  on  a 


Hi: 
développant  h;  premier  membre  et  rédni.sanl. 

■la  X  — -  -i-  — -  zi\. 
d'où 

b     2L 

Nous  pouvons  développer  le  quotient  ^ —  en  Iraction  dé- 
cimale, à  moins  de  —  par  défaut,  et,  si  — -  représente  ce 
développement,  R,   étant  le   reste  de  la  division,    nous 


et,  en  conséquence, 


b 

^J 

-^, 

ili    .- 

! 

lO'^'  ' 

~  lu'^ 

2  rt  ' 

■la 

~~    lO'-' 

—  >   étant  un  multiple  de contenu   dans    le   second 

membre  de  l'inégalité  précédente,  ne  peut  surpasser  —^7 

qui  est  ](;  plus   grand  multiple  de  — ~  contenu  dans  le 

même  nombre  :  — ^  ne  lîcut  donc  être  tuie  supéiienr  ou 

égal  à  —7?  et,  pour  qu'il  ne   lui  soit  pas  supériciu-,    il 

suffit  ([ue  du  nombre  donné,  <7--t-K,  on  puisse  rctran- 

clier  le  carré  de  a  -\ —■>  c'est-à-dire  (lu'on  ait  rinéiia- 

10'^  ' 

lité 

/  «/     \-.'      o     .      ,. 


\      '    Jo'V 


{  8  ) 


.,ax^^X..<A\ 


ou  encore 


Si  donc  on  dévcloppiî  le  quotient  de  la  division  de  R 
par  0.(1  en  décimales,  tant  que  le  carré  de  la  partie 
tiouvée  au  quotient  ne  surpassera  pas  le  reste  de  la  divi- 
sion, cette  partie  sera  égale  à  la  partie  complémentaire  de 
la  racine,  à  moins  d'une  unité  du  dernier  ordre,  et  par 
défaut. 

Supposons  que  nous  nous  arrêtions   dans  la  division 

de  11  i)ar  2a  à  la  partie  —  du  (luotient,  -^  ne  surnas- 
sant  pas  le  reste  R,  de  la  division,  et  désignons  par  Ro 
l'excès  de  Ri  sur  ——-;  nous  aurons  successivement 

-^  -+-  H,=  R  —  Kix  -^; 

1'    '       •  1  I  >  "7 

a  ou,  aioutant  aux  deux  membres  a-  -{-  'la  X  — -? 

On  pourra    alors    reprendre   le   calcul   précédent  en 

traitant  a  h —  et  Ro  de  la  même  manière  que  «  et  R, 

et  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  obtenu  une 
valeur  suffisamment  ap[)rochée  de   la  racine  cherchée. 

Observations.  —  On  pourra  encore  abréger  le  calcul 
en  ne  conservant  que  la  partie  utile  des  produits  qu'on 
devra     successivement    retrancher    dans    les     divisions 


(9) 
(jii'on  aura  à  l'aii'c,  à  condilion  de  Lciiir  com[»L(!  à   la  lin 
(lu  calcul  des  ciTcurs  coiiiiiiiscs  sur  ces  produits. 

m.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  donnons  un 
exemple  de  ce  calcul  :  soil  à  extraire;  la  ra('inc  carrée 
de  Ja  somme  (3,732050807068+  a)--f-  i,  a  étant  uu 
nombre  positif  inconnu,  mais  moindre  (tue — --Afifis- 
sons  comme  si  a  était  nul,  nous  en  tiendrons  compte 
ultérieurement;  commençons  la  division  de  i  [)ai-  le 
double  de  la  partie  entre  parenthèses  diminuée  de  a,  ne 
conservant  dans  chaque  produit  que  la  partie  représen- 
tant des  unités  de  l'ordre  — -: 

1,000000000000000  1  y .4Û^\o\6i5i36 

7464ioi8i5i36  ^  ■ 

^^  ^ o,  i3 

25358983848640 

22392304845408 

2966679003232 

Retranchons  du  second  reste  le  carré  de  la  partie 
trouvée  au  quotient  (o,  i3)"  =  o,oi(îy,  puis  divisons 
le  résultat  de  celte  soustraction  par  la  somme  du  di- 
viseur pi'écédent  et  du  double  de  la  partie  trouvée  au 
quotient,  0,26  : 

o , 02966679003332 
0,0169 


0,012766790002320  I  7,72410161 5 i36 

7724ioi6i5i36       71 
^^  o,ooi652 

50426884 171 84 

4634460969078 

408227448106 
386205080755 


22022367351 
i54482o323o 

6574164  r2i 


(  •-  ) 

()[)éroiis  sur  le  uouvt;au  ([uolienL  connue  sur  le  pré- 
cédent, modilions  de  niènie  le  diviseur  et  poursuivons  : 

OjOooooGôj.j  164121 
(o,ooi6j'<  )■-  =  0,000002729104 

3845o6oi2i   I  7,7274o")6i5i3() 

3000062244  ~r      ^ 

"^  "^  0,000000497^^7 

754097877 

695466604 

5863i373 
54091835 

4539538 
386370O 

67.5838 
618192 

57646 
54089 

3557 

Dans  les  opérations  (jue  nous  venons  d'exécuter,  les 
produits  que  nous  avons  successivement  retranchés  du 
dividende  initial  sont  trop  faibles  :  il  en  résulte  que  le 
reste  final  est  trop  grand  de  la  somme  des  parties  né- 
gligées dans  chaque  produit;  il  est  facile  de  former  une 
limite  supérieure  de  la  somme  de  ces  parties  négligées. 

Nous  avons  d'abord  négligé  le  produit  de  2a  (partie 
complémentaire  du  diviseur)  par  le  nombre  formé  des 
trois  premiers  chillres  des  quotients  obtenus,  soito,i3i; 
cette   première  partie  négligée    a  une   valeur  moindre 

o             2           i3i X  2 
que  o ,  I  o  I  X  — r,  ==  r~  ' 

En  second  lieu,  dans  chacun  des  produits  suivants,  la 
partie  négligée  n'atteint    pas    un    nombre    d'unités    de 

l'ordre  — -^  marqué  par  le  chilfre  employé  au  multipli- 
cateur; donc  la  somme  des  parties   négligées  n'atteint 


(  "  ) 

pas  If  [)i(HliiiL 

— I  „  X  (  I  ■}  I  X  2  -S-  6  -h  •)  -I-  2  -1-  4  -+-  y  -t-  7  -f-  3  +  8  -4-  7  ), 
et,  si  nous  dcsiyiioiis  cette  soiniiie  par  1',,  nous  aurons 

Do   là  résulte  que,   si  nous  désignons  [)ar   l{   le   reste 
linal  exact,  nous  avons  les  inégalités 


3557  — 

■3i 

[5 

3242 

<R 

^ 

3557 

lOl' 

5 

lO'» 

10'* 

Le  dernier  quotient  trouvé  ne  pourrait  être  que  trop 
grand,  puisque  nous  avons  opéré  sur  des  dividendes  trop 
grands,  et  il  ne  l'est  pas,  en  tant  que  quotient,  puisque 
son  produit  par  le  diviseur  retranché  du  dividende 
fournit  le  reste  R  qui  est  positif";  il  n'est  pas  trop  grand 
non  plus,  en  tant  que  partie  complémentaire  de  la  ra- 
cine, puisque  son  carré  est  inférieur  à  — -^  qui  est  lui- 
même  certainement  inférieur  à  R. 

Donc  la   partie  complémentaire  de  la  racine  carrée 

cherchée  est,  à  moins  de  — -,  par  défaut, 

I0'2  '■ 

o,  131652497587, 
et  la  racine  carrée  est  elle-même  : 

3,8637o33o5i55, 

à  moins  de  — —  par  défaut. 

10'-  ^ 

IV.  L'exemple  sur  lequel  nous  venons  d'appliquer  le 
procédé  d'extraction  de  la  racine  carrée  exposé  aun"Il 
n'a   pas   été    pris    au  hasard;    si    dans    le   triangle   rec- 


langlo  ABC,  foiisidcic   au  ii"  I,    nous  supposons 

BC  =  D  =  1, 
nous  aurons 

AB  =  r/  =  /^       et       a  =  3o". 

Or  ^^  est  égale  à   i ,  ;732o5o8oj568,    à   nioins  de  — - 

par  défaut.^  dès  lors,  et  par  application  des  loruiules  du 
n"  I,  nous  aurons,  en  partant  des  données, 

D  =  2, 

c^=  i/ >>  =  )  ,73-2o5oSo7568    à  moins  de  par  défaut, 

T 

<:/]  =  3,7320'jo8o-568  » 


Di=  3,8G37o33o5i55 


l'angle  compris  entre  D,  et  c/,  étant  de  if)". 

Ou  voit  du  reste  iniinédiatcnient,  en  unissant  le 
point  A  au  point  uiilieu  de  BC.  ou  à  celui  de  B,  C,  que 
n  et  d  sont  les  diamètres  des  cercles  circonscrit  ou 
inscrit  à  l'hexagone  régulier  dont  le  côté  esti,  et  cjueD, 
et<^,  sont  les  diamètres  des  cercles  circonscrit  et  inscrit 
au  dodécagone  régulier  ayant  aussi  pour  côté  i . 

Reprenant  deux  fois  le  même  calcul  à  partir  de  D, 
et  (Yj,  nous  nous  procurerons  de  même  les  diauiètres 
Do  G\.d-x,\):i  et  (^/g,  des  cercles  circonscrit  et  inscrit  aux 
polygones  réguliers  de  vingt-quatre  et  {juarante-lmit 
côtés,  respectivement,  et  ayant  chacun  pour  côté  i. 

V.  Les  détails  dans  lesquels  nous  sontmes  entrés  à 
l'occasion  de  ces  calculs,  dans  le  n"  III,  doivent  nous 
dispenser  de  les  rapporter  in  extenso  :  nous  n'en  don- 
nerons donc  cjue  les  résultats. 

Toutefois,    avant   de  les   inscrire,    nous  ferons  la  re- 


(   .3) 

iiiai(|tif  sni\;nil('.  (|iii  lions  coin  In  ira  à  une  noi.il  ion  nt  ilr  : 

on  voit  (|uc,  dans  cliaquc  calcul,  Ici  <jnc  relui  du  n"JlJ, 

on  ne  l'ail  (jnc  (l(''Lcrniinor  la  dillcicncc  (jni   cxisic  entre 

les  (lianiiiics  (les  ciMcIes  circonsciit  et  inscrit  à  un  incine 

polygone   régulier  dont  le   côté  est  i;  nous  désignerons 

donc,  d'une  ("accu  générale,  par  ])/;  et  r//,   les   diamètres 

des  cercles  circonscrit  et  inscrit    au   pol\gonc   régulier 

dont    le   côté  est    i,    et    dont    le    nonihre    des    côtés    est 

(i  X  2^,  et  par  A,,  la  dillérencc?  J)/,  —  f//,. 

Cela  posé,   les  résultats  trouvés  sont  caractérisés  pai- 

les  égalités  suivantes  : 

3 
r/,  =  Di -f- f/i  =    ~ ,ï)Ç)'}y5^i  li-'io    à   inoins   de  — rr,  P'T'  dél'aiil. 


i 


A.,  =  o,o6ô5434628i'> 
D,  =  rfo  -+-  A-,  =  7 .  (i()  i  ■>.975  -5538 
c/:i  =  Do  -i-  f/2  =  1 5  ,  V. 5705 1  r)889.(i  I 

A3  :=  o,o3v!7366io4i2 
D3  =  d^  —  A3  =  I  ),';.8t)788'i98673 


^  I.  La  partie  la  plus  pénible  de  ces  calculs  est  évi- 
iletnmeiit  la  détermination  des  nombres  A  :  aussi  est-on 
conduit  à  recliercher  s'il  n'existe  pas  quelque  propriété 
géométrique  de  la  figure  (pii  nous  peiinelte  d'atteindre 
plus  facilement  ce  lésultat. 

Reprenons  la  ligure  du  n"  1  et  ajoutons  j  la  circonfé- 
rence décrite  de  ]^  comme  centri'  avec  BC  =  D  pour 
ravon.  cll<'  coupe  AB  en  H,  et  (u  E,  joignons  CE  par 
une  ligue  droite;  conservant  les  notations  des  numéros 
précédents,  nous  aurons 

Bli  —  IJ.V  =  D  -  rf  =  \E  =  A. 


(  '4  } 

Dans   le   Irianglf    ACF^   (./'.•?•   '-^-ji  1  angle   ACE  est   égal 


a  1  ansfle 


BB,C=  -, 

•2 


car  ils  ont  leui's  eôtés  respectivetnent  perpendieulaires 
et  sont  tous  les  deux  aigus;   donc,  pour  avoir  la  dillé- 


Via.  2. 


lenee  AE  =  1,  il  sullira  de  construire  CE  faisant  avec 
CA  l'angle  ACE  =  ^ ABC-,  de  même,  pour  avoir  la 
ditJ'érence 

AF=  BiC  — B,A  =  D,  — f/i=  Al. 

il  sullira  de  construire  la  droite  CF  faisant  avec  CA 
l'angle  ACF  =;^AB,  C.  On  conclut  de  cette  construction 
que  CF  est  bissectrice  de  l'angle  ACE  et  de  la  propriété 
connue  de  cette  droite,  l'égalité  de  rapports 


A -A,        CE         /-— - 

relevons  les  deux  membres  au  carré  et  ramenons  à  la 
forme  entière 

A2— 2AAi-(- Af  =  Af(A2-f-t). 

Réduisant  et  transposant. 

AAf -1- 2A1— A  =  o. 

Cette  é(]uation  du  second  degré  définit  A,  au  moyen 
de  A  par  sa  racine  positive  ;  mais,  comme  A  a  généiale- 
ment  une  petite  valeur,   on   peut  calculer  A,  au  moyen 


(     K)    ) 

(111111'    siiilc    (I  iii(''i;aliu''s    (jiir    nous    allons    (Icdnirc    de 
rt''<|uaLion  inrtnc,  ol  sans  cxlracliou  de  racine  cai  rée. 
Aous  pouvons  donner  à  IWjualion  précédenh»  la  forme 

d'où  l'inégalité  évidente 

Remplaçons  dans  l'écjuation  (i),<'t  au  second  niend)re 
seulement,  A,  par  le  nombre  plus  grand  ;1  A;  nous  aurons 

A,>iA-lA3. 

Ainsi,  en  prenant  pour  valeur  approchée  par  excès 
de  A,  la  valeur  :^A,  l'erreur  commise  a  pour  limite  supé- 
rieure^ A'*. 

Si  nous  remplaçons  maintenant  au  second  membre  de 
l'équation  (i)  A,  par  le  nombre  plus  petit  :^A — i^^i 
nous  aurons,  en  négligeant  un  terme  soustraciif,  ce  qui 
ne  fait  qu'augmenter  l'inégalité, 

Dès  lors,  en  prenant  pour  valeur  approchée  par  défaut 
de  A,  la  diirérence  ^A — ^A**,  l'erreur  commise  sera  in- 
férieure à  -tVA''. 

Enfin,  en  substituant  à  A,  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (i)  la  valeur  trop  grande  ^\  —  ^A^-h-p^A^, 
nous  aurons,  en  négligeant  des  termes  dont  la  somme  est 
certainement  positive, 

d'où  l'on    conclut  que  si,   dans   la   suite 

2  -*        8  -*  1  r,  -»  1  1-,  -^   • 

on  prend  un,  deux  ou  trois  termes  comme  valeur  ap- 


(  IM 

procliéc  (le  A,,  crtle  valeur  est  approcliét'  par  excès  ou 
par  cléfaïU.  suivant  qu'où  s'arrête  à  un  teiine  aiFeclé  du 
signe  -+-  ou  du  signe  — ,  et  cpie,  dans  tous  les  eas,  la  va- 
leur absolue  du  premier  terme  négligé  est  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  commise. 

Ces  inégalités  permettent  de  calculer  uu  des  nombres  A 
au  moyen  (lu  précédent  avec  une  assez  grande  approxi- 
mation :  on  pourrait  même  l'obtenir  avec  uiie  approxi- 
mation illimitée  par  l'emploi  de  l'égalité  (i)  et  par  la 
méthode  des  approximations  successives  ;.  mais  leur 
emploi  est  encore  pénible,  eu  égard  aux  multiplications 
à  faire  :  aussi  ne  ferons-nous  usage  dans  ce  qui  suit  que 


des  inégalités 


et  nous  allons  nous  occuper  d'établir  des  formules  se 
déduisant  de  l'équation  (i)  et  permettant  d'arriver  au 
même  résultat  au  moyen  d'opérations  plus  simples. 

^  11.    Ileprenons  l'égalité  initiale  réduite  du  n"  ^l 
(l)  A— aA,— AA2  =  o, 

d'où 

(,)■  .      ■^'- 


i-A? 


Appliquons-la   aux    dilîéreuces   d'oidre  supérieur  de 
une  unité 

(2)  A,  — 2Ai— A,A|=  o. 

d'où 


(i)'  A,= 


aAo 
I  — A.^ 


A  étant  peu  diUérent  de  a  A,,  et  A,  l'étant  peu   de  aA2, 
la    valeur    numérique    du    dernier    terme    du    premier 


(   '7  ) 
inciubre  de  1  éyaliU' (  i)  tvst,  seii.siJ)lc'nu'nL  égale  à  liiiil  Ibis 
celle  du  tei'iiie  correspondant  de   l'égaliLe   (a);  relran- 
clianL  les  égaillés  (i)   et   (y)  membre  à    membre  après 
avoir  multiplié  la  seconde  par  8,  on  a 


(^) 


A  —  loAi-i-  16A2—  Ai(  AA,  —  8Ai  )  =  o. 


Transformons  le  dernier  terme  du  premier  membre  de 
l'égalité  (3);  si  nous  multiplions  membre  à  membre 
l'égalité  (i)'  et  l'égalité  obtenue  en  élevant  an  carré  les 


deu 


'ux  membres  de  1  égalité  [  2]  ,  nous  aurons 


AA,= 


8  Ai 


(I  —  Af  )(i  —  An^ 

Remplaçous  au  dénominateui-  A,   jiar  sa   valeur  tirée  de 
l'égalité  (  2  )' 

AAi 
De  là  on  déduit 


8A| 

(i--A|)2— 4A| 


AA|  —  8A?  =  8  A 


-  L(i  — A2)2_  jAl  J 


SM  X 


GA|— A| 
(i  — A2)2— 4A| 


■>,A.,   , 


En  substituant  au  dénominateur  ^— ^  à  i  —  \~,   (|ui  lui 
est  égal,  d'après  l'égalité  (  2  )', 


6  Ai  — Ai 


AAi— 8Ai  =  8Arîx    ,--' ^--    =8AiA2x  - 


6  —  Ai 


licmplaçons  enlin    au   dénominateur   de    la    dernière 

Iraction  1  —  Af  par  sa  valeur  —^  déduite  de  l'égalité  (1)', 

on  a,  après  réduction, 

AA,— 8Ai=  AAiAiiG— Ai  1: 

d'où,  reportant  dans  l'égalité  (i^  ),  on  a 

(a)  A  —  loAi  -h  iG  Aj—  AAj  Ai(G—  Ai  )=  (I. 

.tiin.  df  Mat/iriii.ic. ,  ?,''  séi-io,  t.  V.  (.lniivicr  18SG.)  '->. 


(  .s  ) 

Ih'  l'égalité  («)  on  peut  dédiiiie 

A2=  — (loAi— A)-f-    =^ i-^. 

Le  proinier  terme  du  second  membre  fournit  une  va- 
leur approchée  par  déi^aut  de  Ao,  et  le  second  terme  qui 
représente  l'erreur  est  moindre  que 


■(ïfi^ 


16  5 I 2  I 70 


^  III.  Pieprenons  encore  l'égalité  (a)  du  numéro  pré- 
cédent, et  appliquons-la  aux  différences  d'indice  supé- 
rieur d'une  unité  : 

(a)  A— ioA,-mGA,—    AAf  A2(6  —  a?  )  =  o, 

(6)  Al  — ioA,-f-i6A3  — A,A|Ai(6  — A|  )  =0. 

lletranchons  membre  à  membre  de  l'égalité  (a)  l'éga- 
lité (/j)  dont  les  deux  membres  ont  été  précédemment 
multipliés  par  32  ;  on  en  déduit 

,  I   A  —  42-^1-^  336A.2 — 5i2A:j 

^'^'  \       — A,A|[AA,(G— Ai)  — 32A2(6— A|  )]=  o. 

Nous  allons  réduire  la  pareiillièse  du  dernier  terme 
de  l'égalité  (  c)  en  l'exprimant  d'abord  au  moyen  de  A3  ; 
nous  avons  trouvé  dans  le  numéro  précédent  l'expres- 
sion du  prothiit  AA,  au  moyen  de  Ao  ;  on  en  déduit,  en 

tenant  comi)tede  l'écalité  Ao  :^  -—■, 

i  ^  I     —     A;t 

8A2(6— A|) 


(i  — A|)2— 4A2 

r,      4A|   Y     iCAj 

32AH6(i-A|)^-4Al] 
[d  -  A2)2_  4A|]2_  i6A|(t  -  A|;2 


(   »9  ) 
La  parcnlliése  du  ilcinicf  terme  de  l'égalité  ( c)  [)eul 
alors,  par  substitulimi  de  la  valeui'  jH'écédente,  s'écrire 
sous  la  lofine 


32  a:) 


x(G(i  — A^  ,2_4A|— (G-A2)j[(i-  A2)2— 4A2J2_i(5A5(, -A^pj) 

EfFectuons   les  ealeuls  iudiqués  dans  la  paientlièse*, 
1  expression  précédente  devient 

32Ai 


f,,_A|)2_4A|]2-iGA|(i-Al)2 

X  Ai  (i53  —  44a  A|  +  238  AJ  -  34  A^  -+-  A«  ). 

Transformons    actuellement  le  facteur   fiactionnaire 
eu  remplaçant  dans  son  dénominateur  (i  —  A:^' )  par  la 

•      .       '        1       '2  A3 

(luantite  escale  -—-,  on  trouve 

32  A I 

[(,_A|.)2_4A|]2_,6A|(i-A|)2 

32  A  7 


/4A|  y 


■GAix^^ 


2Ai 


Ail(i-A|)^-4A|1 

Remplaçons    de  nouveau    (x  —  A"')    par   la    fraction 

9  Ai) 

é^rale-^—:  ;nous  trouvons,  pour  valeur  du  facteur  fjaction- 
&        Al  '  -i 

naire, 

2Aj  2A.i  A^xA? 


A|[(i-Al)^-4A^J  /4A|  2A|(i_An' 

\  -^1  / 

,  2  A 

Substituons  enfin  à  1  —  A^  la  valeur  écralc  — ^ 


A|X  Af        _  AAiA| 
2A:^(i- A|)  ~     4 A? 


(    -o   ) 
11  eu  résulte  que  la  parenthèse  du  dernier  terme  de 
l'égalité  (c)  peut  s'écrire 

— î-^  (i53  —  442  A|  -i-  238  Aj  —  34  A,«  +  A»  ), 


et  qu'enfin  l'égalité  (c)  peut  prendre  la  forme 
336  A2  —  âi2  A3 
(i53-442A|--238A^-  34A«  +  A8)  =  o; 


/   A  —  42Ai^-336A2 — âiaA 
{d)      \  AAfA| 


d'où  l'on  déduit 

A3=  -^[(BA,— Ai)x  42-4- A] 

-  ^ëM  ^'^3  -  442A^  +  238  A^  -  34  A6  ^-  A«  ). 
2040 

Comme  la    parenthèse    du    second  terme   du  second 
memhre  est  évidemment  positive  pour  les  valeurs  de  A3 

qui  ne  surpassent  pas  y/irf  et  à  plus  forte  raison  ^  <^  \/xi^  ; 
que  de  plus,  pour  les  mêmes  valeurs  de  A3,  cette  paren- 
thèse a  une  valeur  inférieure  à  i53,  il  en  résulte  que  le 
premier  terme  du  second  membre  peut  être  pris  comme 
valeur  approchée  par  excès  de  A3,  et  que  l'erreur  com- 

1        .  1      r         •         i'jSAAtA:';  .       -, 

mise  est  moindre  que  la  traction  ~—^ ,  qui  admet 

1  2048  ^ 

„         ,                       ...              ,  .                i53A7  i53A- 

elle-même,  comme  limite  supérieure,  — 77, —  =  — tt— • 

'  ^  '  2048  X  2'"  2^1 

IX.  Les  formules  établies  aux  11°^  \1,  Vil  et  Vlll, 

prises  sous  les  formes 

Ai=^A— iAAf, 

I    ,  (6—  \l)\.^-^.^r, 

^3=  -^_[(8A2— Ai)  X  42-f- A] 

(.53-4i2A2-^238A^-34A§-(-Al), 


312 

AAf  A^ 
2o48 


(  ••'-'  ) 

pi'inu'Uonl  de  calculer  une  des  valeurs  A  au  moyen  de 
la  précéderiLe,  ou  des  deux  ou  trois  précédentes,  avec 
une  approximation  indélinie,  à  l'aide  de  la  méthode  des 
approximations  successives,  et  cela  indépendamment 
des  valeurs  de  D  et  d. 

On  pourrait  encore  les  appliquer  en  suivant  des  mé- 
thodes diverses  pour  obtenir  des  valeurs  approchées  de 
l'inconnue,  mais  le  procédé  qui  nous  paraît  le  plus 
avantageux,  et  celui  que  nous  allons  appliquer,  consiste 
à  prendre  pour  valeur  approchée  du  pi^emier  membre 
le  premier  terme  du  second  ;  nous  éviterons  ainsi 
l'emploi  des  logarithmes,  et  nous  obtiendrons  une  ap- 
proximation suflisante,  pourvu  que  A  soit  assez  petit. 

Nous  avons  déjà  trouvé  directement,  aux  n""^  III  et  V, 

les  valeurs 

Al  =  o, 131652497587.  . ., 

A2  =  o,o6554346a8i5. .  . , 
A3=  o,o32736Gio4i2. . ., 

chacune  de  ces  valeurs  étant  approchée  à  moins  de  

li  J012 

par  défaut. 

En  acceptant  comme  valeur  approchée  par  excès  de  A4 
-g-j^  [(8  A3  —  Ao)  X  42  +  Al],  l'erreur  sera,  d'après  la  fin 

du  n"\  III,  inférieure  à 


221  X  lo^l 

IMais  on  a  évidemment  les  égalités  ou  inégalités  sui- 
vantes : 

i53xi32^        i53x33' 


221  X  I021 

2"  X  lO'^' 

=  ,53xf3^) 

\ioo/ 

'                     I 

X    ^ ; 

2'  X  10 

_        17 

36  X  2'  X  10" 

10'- 

<  i53  X  —  X 


3'       2^x10^ 


Si  nous  faisons  le  calcul  de 

,U[(8\,~\,)x  Î2-I-A,], 


(  =^2  ) 

eu  prenant  les  valeurs  approeliées  que  nous  avous 
trouvées  pour  A,,  Ao,  A3,  la  première  et  la  dernière  par 
excès,  la  seconde  par  défaut,  nous  aurons  pour  valeur 
approchée  par  excès  0,0  [636*39221 85,  quotient  décimal 

approché  à  moins  de  — f^  par  excès;  du  reste,  l'erreur 

commise  en  remplaçant  A,,  Ao,  A3  par  leurs  valeurs 
approchées  n'atteint  pas 

— r^  X  — -  X  (  33G  -h-  4'2  -+- 1  )<  -\- 1 

d'où  résulte  qu'on  peut,  prendre  le  quoti(Mit 
o,oi6363g2ai85 

couitin;  valeur  approchée  par  excès  de  A .  à  moins  de  — ^  ? 
11  r  J012 

et  le  nombre  0,016363922128  comme  valeur  approchée 
par  défaut  du  même  nombre,  avec  la  même  limite  d'er- 
reur. 

Si  acluellemeut  nous  répétons  des  calculs  analogues 
pour  trouvei"  une  valeur  approchée  de  Ag  au  moyen  de 
Ao,  A3,  Ai,  en  observant  que   la  limite    supérieure    du 

terme  netïlige,  a  savoir 1^ — -:  est  moindre  que  le  - — - 

^   ^  '  2048  1  128 

de  celle  du  terme  négligé  dans  le  calcul  précédent, 
puisque  Ao,  A3,  A-,  sont  respectivement  moindres  que 
les    moitiés   de    A,,    Ao,    A3,    et   qu'en   conséquence    ce 

terme  négligé  est  moindre  que  —-jr/,  que,  de  plus,  l'erreur 

commise  en  substituant  à  Ao,  A3,  Aj  leurs  valeurs  ap- 
prochées, et  en  développant  le  quotient  en  fraction  déci- 
male à  moins  de  — r-'  i)ar  excès,  est  moindre  que 

II  I  3q 

— r,-  X  - —  X  (  336  X  j;  +  42  +  I  j  H <  — -  ^ 


(  '■>■■'>  ) 

nous  cil  coiiclurous  (|ii'oii    pciil  [)iciuli(.'   (oiiiiiu'  \alc;iir 

approcliéc;  de  A,  par  excès  cl  à  moins  de  — ,,  le  nondne 
Il  r  j„i> 

0,008181413437.  cl  coninie  valeui'  approcliée  de  A.,  [)ar 

défaut  et  aviu;  la  même  appi'OMnialion  le  nomhre 

0,008181413397; 
d'où 

o,oi63639'22i28  <  A^  <  0,016363922180, 

0,008181413397  <  A5<  0,008181413437. 

X.  Les  valeurs  de  A  auxquelles  nous  sommes  actuel- 
lement parvenus  sont  sufllsamment  petites  pour  que 
nous  puissions  faire  usage  de  la  formule  établie  au 
n"  \II  pour  obtenir  les  valeurs  consécutives  de  A;  nous 
accepterons  donc,  comme  valeur  approchée  par  défaut 
de  Ac,  yg(io  A3  —  A4  j,  et  nous  avons  vu  à  la  fin  du  n°  \  Jl 

A?  8 

cjue  la  limite  de  l'erreur  commise  était  — -  <^  — --•  Cal- 
^  170        10'- 

culons  ~j(ioA- — A/,),   par   défaut,  en   prenant  A-  par 

défaut  et  Aj  par  excès;   la  limite  de  l'erreur  commise 

sera  — :  (  10  X  4o  +  07  )  X  — r;  '  moindre  que  -^  •  11  re- 

16  '  '  lo'-  J        10'- 

sulte  de  là  que  la  valeur  approcliée  par  défaut  et  à  moins 

de  — -  de 
10'"^ 

1^(0,081814133970  —  o,oi6363922i85) 

38 
est  aussi   approchée  par  défaut  de  A(;   à    moins  de  — -: 

d'où 

0,004090638236  <  Ai;  <  0,004090638274. 

On  ti'ouvc  de  mèmCy  par  l'emploi  réitéré  de  la  même 
formule  et  en  prenant  les  mêmes  précautions  relatives  à 
l'approximation, 

o, 00204 53 io5j7  <!  -^7 <!  o, 00204 53 io586. 
0,001022654206  <C.  lf,<C.  0,001022654229. 


(  ^4  ) 

^ous  avons  ainsi  trouvé  des  valeurs  approchées  de  A,; 
à  moins  de  — r;  ?  de  A,  à   moins  de  — '-—  et  de  Ag  à  moins 

1  23 

Je  — p;- 
lo'- 

As  est  assez  petit,  comme  nous  allons  le  voir,  pour 

(pie   nous  puissions    tirer   tout    le    parti    possible   des 

nombres  que  nous  avons  calculés,  en  tenant  compte  des 

erreurs  qui  les  alï'ectent. 

XI.   Nous    avons  posé   au  n°  V  Aa=D/i  —  dk,   nous 
avons  du  reste  vu,  d'après  le  n°  1,  que 

<://,+,=  D/,-h  d/,; 
on  en  déduit 

<r//,-4-i  =  2<r//,-^-  A/,. 

Faisant  varier  Â,  on  trouve 

di  =  id^      -f-  A3, 

r/3  =  2<^4         -h  Ai, 

" />  =  2  «p—  1  -i-  Ap_  1 . 

Multipliant  ces  égalités  par  les  puissances  décrois- 
santes de  2  à  partir  de  iP~'\  on  trouve,  en  les  ajoutant 
membre  à  membre, 

(l)  d^  =  2/^-3  f/3  -1-  1P-'*  A3  -^  2/^-5  Ai  -+-...+  2  Ap_2+  -ip^l- 

Si  nous  posons/?  =  8,  nous  aurons 

(2;  d^=  rt^dz-^  2'*A3-i-  2-*Ai-^-  2-A5-!-  2A6-1-  A7. 

Remplaçons  dans  cette  égalité  (  2  )  ^3,  A3,  A4,  . .  . ,  A7, 
par  les  valeurs  approchées  par  défaut  que  nous  en  avons 
trouvées,  nous  aurons  une  valeur  approchée  par  défaut 
de  d^^  et  la  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  sur/f» 
s'obtiendra  en  remplaçant  au  second  membre  de  l'éga- 


(  ^s  ) 

lilc  ^9.)  r/:i.  A.,,  .  .  .,  A7,  chaciui  pai-  la  liiiiile  supérieuie 
de  l'erreur  coiuinise  sur  ee  iionihrc. 

?s"oas  rapportons  ci-dessous  le  Tableau  de  ce  calcul, 
en  observant  que  nous  n'écrivons  que  le  numérateur  de 
la  limiLe  supérieure  de  chaque  erreur,  tous  ces  nombres 
avant  pour  dénominateur  commun  10'-. 

Sur  une  ligne  horizontale  nous  écrivons  séparément 
la  valenr  approchée  par  défaut  de  d.^  et  le  numérateur 
de  la  limite  de  l'eri'eur  commise  sur  ce  nombre.  jN^ous 
multiplions  ces  deux  nombres  par  2;  les  produits  sont 
placés  sur  la  seconde  ligne  horizontale.  A  ces  produits 
nous  ajoutons  respectivement  la  valeur  approchée  par 
défaut  de  A3,  et  le  numérateur  de  la  limite  de  l'erreur 
commise  sur  A3  ;  nous  multiplions  les  sommes  par  2, 
et  nous  continuons  de  même  jusqu'à  ce  que  nous  ayons 
fait  l'addition  de  la  valeur  approchée  par  défaut  de  A7  et 
du  numérateur  de  la  limite  de  l'erreur  correspondante. 


i5, 

237051688261 

7 

3o, 

,514103376522 
32736610412 

14 

I 

3o 

,546839986934 

1  5 

61, 

,093679973868 

3o 

16363922 128 

5; 

Gi 

,110043835996 

^7 

122 

,220087791992 

174 

8181413397 

40 

122 

,228269205389 

214 

2Î4 

,455538410778 

428 

4090638236 

38 

244 

,460629049014 

46G 

i88 

,921258098028 

932 

2045310557 

29 

488,9233o34o8585  961 

De  là  nous  pouvons  conclure  que  (1^  admet  pour  vak-ur 


(  2^>  ) 

appiof  liée    pat-    dcfauL    488,923!^o34<j8585,    L'I   cjift;    la 

1-     .  ,   .  11'  q6i 

liinitc  supérieure  de  1  erreur  est  ^~:  • 

XII.  Par  le  procédé  employé  au  n"  XI.  ou  trouve 
l'égalité 

1/7,       —  t'i  r/    -^  o"— 1  \     ^—  •>'!— 2  \      ,  .  _!_ 
^  ^  /  _^  o   \  -J-    \ 

Si  A  est  le  nombre  des  cotés  du  polygone  admettant 
pour  diamètre  du  cercle  inscrit  dp^  dpj^n  <^st  le  diamètre 
du  cercle  inscrit  dans  le  polygone  dont  le  nombre  des 
côtés  est  Â  X  a",  et  dont  le  périmètre  est  aussi  repré- 
senté par  A  X  a"  ^  nous  pouvons  en  conclure,  d'après 
l'égalité  des  rapports  des  périmètres  de  deux  polygones 
réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  à  celui  des  dia- 
mètres des  cercles  qui  leur  sont  respectivement  inscrits, 

nue     '''^'^  est   le    diamètre    du     cercle    inscrit,    dans    le 

polygone  régulier  dont  le  nombre  des  côtés  est  A"  X  2" 
et  dont  le  périmètre  est  A. 

Divisant  les  deux  membres  de  la  dernière  égalité  (i) 
par  2",  on  en  déduit 


I  I  I 

=:  dp  -T A  „  -;-  —  A  „_(_)  -^ . .  .  -h  -^  A 

'         2     '        2-  2 


/5-t-«  — !• 


Ou  trouve  de  même,  pour  le  diamètre  du  cercle  cir- 
cojiscrit  au  même  polygone, 

D/,-+-„        ,        1  I  ,     '    *  ,     '    \ 

2«  '22-  2"      '^  2" 

Ou  voit  facilement,  d'après  ces  égalités,  que  -^^ 
croit  avec  «,  tandis  tiue  — £±?  décroit  dans  les  mêmes 
circonstances,    tout   en    restant    supérieur  à  -7^'  d  une 


(  ^7  ) 
(juaiiLiU'  (|iii  .i  pour  limite  /.(''lo  (juaiul  //  auynu'iilc  iiulc- 

(iMiiiH'iil  ;  (lu  reste,  ——^  et  — ^^— ^  comprennent  entre  eux 

le  diamètre  de  la  circonférence  dont  la  longueur  est  A; 
on  peut  donc  considérer  le  diamètre  de  cette  ciiconlé- 
rence  dont  la  longueur  est  A"  comme  la  limite  vers  la- 

(|uelle  tend  -E±J1  quand  /?  augmente  au  delà  de  toute  li- 


mite, et  nous  poserons 


0  =  iini  — —  • 


XIII.  D'après  les  inégalités  établies  au  n"  YI,  nous 
pouvons  écrire 

2  -^P  —  8  -^p  "^  •^/J-Hl         '^  2  -^/)- 

i\  J.\3  ^    \  ,^i\ 

2 -'/^+1  S'^/'+l         <-.  -^/J+2         ^^2-^/'-i-l) 

1  \  ±  \3  ^    \  -^  '    \ 

2 -*p+2  8-^/^+2         <-.  -»/)-!- 3         '^  2  -*/J+2  5 

) 

1\  i\3  ^    \  ^  S    \ 

2  -*/)+«  — 2         8  "^p+n-l  ^  -^p+n  —  l  "^  2  -^p-^n—ij 

iv  i\  _  „  —  1\  1\ 

■2-^p+n—\  y-^p+n  —  l  —  u  —  i-^p+tt  —  l         2"^/'+«  — 1" 

Multiplions  les  nombres  écrits  dans  cliaque  ligne  ho- 
rizontale par  une  puissance  de  ^  dont  l'exposant  soit 
égal  au  rang  de  la  ligne  correspondante,  et  ajoutons 
membre  à  membre  ces  deux  séries  d'inégalités  ;  on  trouve, 
en  posant,  pour  abréger, 

Observons  actuellement  que  les  termes  contenus  dans 
la  parenthèse  qui   donne  la  \aleur  de  S'  sont,  toujours 


(  ^8  ) 
d'après  les  inégalités  du  n"\l,  respocli veinent  moindres 
que  les  termes  de  même  rang  de  la  progression  géo- 
métrique décroissante 

il  en  résultera  que  I]'  est  inférieur  au|^  de  la  limite  de  la 
somme  des  termes  de  cette  progression,  soit  à 


I  .„  •^. 

ttA»  X 


H    ''  1        2(2^—1) 

I r 

1* 

Dès  lors,  remplaçant  S'  par  une  cpiantité  plus  grande, 
nous  aurons 


4  .v^+^  "''+"-'       2(2^-1) 


Ces  inégalités,  ayant  lieu  quel  que  soit  «,  auront  lieu  si 
on  le  fait  croître  au  de  là  detoute  limite,  et  comme,  dans 
ces  conditions, 

lim  Z  =  0  —  dp,        liin  \p+n-i  =  o, 

nous  trouverons  par  cette  hypothèse 


d'où 


-  ^P ^, -,  <  ?(«  -  clp)  <  -  A, 

■>.    '       2  X  (2*  —  I)       4  '         2    ' 


2   ,  2    A?j  ^  ,  2  , 


''■\) 


Ou  pcuL  donc  accepter  comme  valeur  approcliée  par 
:ccs 
est  k 


excès  du  diamètre  de  la  circonférence  dont  la  longueur 


et  comme  limite  de  l'erreur  commise  -  —  • 

\IV.  Nous  reportant  au  n"  XJ,  le  nouibre  des  côtés 
du  polygone  régulier,  dont  le  cercle  inscrit  admet  pour 

diamètre  r/g,  est 

Gx  2^==  i53G, 

nous  pouvons  donc  déduire  du  numéro  précédent  que 

<f4  + 1  Ag 

représente  par  excès  le  diamètre  de  la  circonférence  dont 
la  longueur  est  représentée  par  i536. 

D'après  les  valeurs  numériques  trouvées  pour  d^  et  A^, 
et  tenant  compte  des  erreurs  dont  elles  sont  affectées,  on 
trouve  dans  ce  cas  particulier 

0  •<  488,923985179032; 

la  liuiite  de  l'erreur  commise  sur  (-)  est 

1037 
1012  ' 

Le  quotient  à  moins  de  — —  par  défaut  de  i53()  par 

488,923983179032 
est 

3, 141592653535. 

On  peut  prendre  pour  limite  de  l'erreur  commise  sur 

,  .  3,2  X  1037      ^7        1,    . 

le  quotient  y^, ~  <Z  -ni  '  <i  <^" 

A      488,9  X  10'-  ^  10'- 

3,141592653535  <  -  <  3, 141592653593. 


(  3u  ) 

...  5 

S,  141092653593051  donc  approché  de  -  à  moins  de  — j^ 

sans  qu'on  connaisse  le  sens  de  l'approximation. 
On  trouverait  -  en  divisant  H  par  i536. 


^OTE   SLR  LA  DÉC0MP0S!T10\  DTiXE  FORME   OllARRATIQlE 
A  n,  VARIARLES  E\  l]\E  SOMME  DE  m  -  n  CARRÉS; 

Par  m.  BENOIT. 


On  sait  que,  pour  exprimer  qu'une  forme  quadratique 
à  m  variables  peut  se  décomposer  en  une  somme  de 
m  —  /i  carrés,  il  faut  écrire  que  tous  les  déterminants 
mineurs  de  Tordre  n  —  i  de  son  discriminant  sont  nuls; 
mais  les  équations  ainsi  obtenues  ne  sont  pas  distinctes  : 
je  vais  clierclier  quelles  sont  celles  d'entre  elles  dont 
les  autres  sont  des  conséquences. 

Soit  d'abord  le  déterminant 


A  = 


al 


a'i' 


CoTisidérons  l'un  des  mineurs  de  l'ordre  //  différent 
de  zéro,  soit 


«1 

al      . 

.  .      af--" 

al 

.  .      a'^-" 

1 
m  -  Il 

'^'  III- Il 

(  3.    ) 


cl  rorinons  le  (IclcrtuiManl  suivant 

'     a\         a'I 

I 


a  fi 


dans    lequel    i    cl    y    peuvent    prendre    li's    //    valeurs 
///  —  «  -h  I ,  .  .  , ,   7/?  . 
Posons 


i-x  m-n-\-\ 


T-\/«-/»+2 


D'"        „ 
y   =  o. 

Je  dis  qu'il  résulte  de  ces  équations  que  tous  les  mineurs 
de  l'ordre  n  —  i  de  A  formés  au  moyen  des  éléments  des 
ni  —  n  premières  lignes  cl  de  la  ligne  de  rang  y"  sont 
nuls.  En  effet,  désignons  par  A',,  Af,,  .  .  . ,  A^,^  ,^,  A'j  les 
(coefficients  des  éléments  «' ,  «f,,  .  .  . ,  «',,_„,  ci':  du  déve- 
loppement de  D^  par  rapport  à  la  dernière  colonne,  et 
soit 


l'une  quelconque  des  colonnes  des  déterminants  en 
question,  p  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  suivantes 

1,2,  .  .  .,  m.  On  aura,  quel  que  soit  p^ 

car  le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  autre  cliose 
que  le  déterminant  1)'-,  où  la  dernière  colonne  est  rem- 
placée par  celle  que  nous  avons  considérée  plus  haut. 
Pour  les  valeurs  de/?  plus  petites  que  m  —  n  ou  égales  à 
m  —  //.   ce  déterminant  est    nul,    puisqu'il    a  deux  co- 


1 3^  ) 

lonucs  ideiiLiques,  et,  pour  les  valeurs  de  />  supérieures 
à  m  —  «,  il  est  encore  nul,  puisqu'il  est  alors  égal  au 
premier  memlTi-e  de  l'une  de  nos  équations. 

Si  maintenant  nous  donnons  à  p  les  m  —  n -+- \  valeurs 
correspondant  aux  rangs  des  colonnes  de  l'vm  quelconque 
des  mineurs  de  l'ordre  n —  i  formés  au  moyen  des  élé- 
ments des  m  —  Ji  premières  lignes  et  de  celle  de  rang 7, 
nous  obtiendi'ons  /;/  —  n  -\-  i  équations  linéaires  et  ho- 
mogènes par  rapport  aux  m  —  ii-{-  i  quantités  A', ,  .  .  . , 
K„-ni  ^'i  ^^^^^  l'une  au  moins  Ay,  qui  est  égaie  à  0,  est 
dillérente  de  zéro-,  leur  déterminant,  qui  n'est  autre 
chose  que  l'un  des  mineurs  considérés,  est  donc  iml. 
Ainsi  donc  tous  ces  mineurs  sont  nuls. 

Endonnant  successivement  à/ les  valeurs /« — //H-  1 ,  . . . , 
m,  on  (!St  amené  à  poser  les  n-  équations  suivantes 


(I) 


Din-ti  +  \  --,  1  w»-«  +  -2  —  f.  r\iii-n       —  ^^ 

VJ l,l-,l^<^  O, •  •    •  ,         iJ  lu-ii  +  'î  —   '-'? 

>  1  •  •  •  '       j 

\\iii-n+\  _  „  ryn-n  _  ,^ 


'iii-ii        —  "'        ■       •••'  ^^  iii-n  —  "1 

et  il  en  résulte  (]ue  tous  les  mineurs  de  l'ordre  n  —  1  de 
A  formés  des  éléments  des  m  —  n  premières  lignes  aux- 
quelles on  joint  successivement  l'une  quelconque  des 
suivantes  sont  nuls. 

En  général,  tous  les  mineurs  de  l'ordre  n  —  i  de  A 
sont  nuls  sans  exception.  Si,  en  elfet,  nous  considérons 
l'une  quelconque  des  combinaisons  des  m  colonnes 
j^i  —  n  -\-  \  à  m  —  n  -\~  i ,  les  mineurs  de  l'ordre  n  —  i 
formés  en  prenant  les  m  —  n  premières  lignes  de  ces  co- 
lonnes successivement  avec  les  suivantes  sont  nuls,  ainsi 
que  nous  l'avons  reconnu  précédemment,  et  si,  dans 
chaque  combinaison  des  colonnes,  l'un  des  mineurs  de 
l'ordre  n  formé  au  moyen  des  éléments  des  m  —  n  pre- 
mières lignes  n'est  pas  nul,   en  raisonnant  par  rapport 


(  -^  ) 

aux  colonnes,  comme  nous  l'avons  lait  par  rapport  aux 
lignes,  nous  démontrerons  que,  clans  chaque  combi- 
naison des  colonnes,  tous  les  mineurs  de  l'ordre  7i  —  i 
sont  nuls;  donc  tous  les  mineurs  de  l'ordre  Ji —  i  de  A 
sont  nuls. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  A  est  le  discriminant 
d'une  forme  quadratique  à  m  variables.  11  est  alors  sy- 
métrique par  rapport  à  la  diagonale  n\a'"^-^  si  l'un  des 
mineurs  de  l'ordre  n  ayant  ses  éléments  symétrique- 
ment disposés  par  rapport  à  cette  diagonale  n'est  pas 
nul,  on  pourra  l'amener  à  la  place  du  déterminant  B  sans 
détruire  la  symétrie.  Celles  des  équations  (i)  qui  sont 
symétriques  par  rapport  à  la  diagonale  ^",îil'nX\^"m-'n  oïit 
leurs  premiers  membres  identiques  cà  cause  de  la  sy- 
métrie du  déterminant  A;  ces  équations  se  réduiront 
donc  aux  suivantes  : 

T\in-n+\ —  ,,  rw?î-«+2  —  o  r\m-n      „ 

'-'  ni-ii+\  —  ")  ^  iii—ii+\  —  ">  •  ■  •  1  i-'„i—/i+l  —  "J' 

'-'/ii—u+i  —  i':  •  •  •)  ^111-/1+%  —  '-') 


Leur  nombre  est  égal  à 


-\-  Il  = 


n  (  n 


En  vertu  de  ces  équations,  tous  les  mineurs  de 
l'ordre  n  —  i  de  A  seront  nuls  si,  dans  chacune  des 
combinaisons  des  lîi  colonnes  7}i  —  Ji  -\-  i  à  m.  —  ;;  -f-  i , 
l'un  des  mineurs  de  l'ordie  ii  compris  dans  les  ???  —  n 
premières  lignes  n'est  pas  nul. 

Prenons,  connne  exemple,  le  polynôme  suivant 

(A  —  S).r2  ^  (V-  S)j2  +  (A"—  S)  G^-t-  ■!  \\yz  +  ?.  V,.rz  -+- 2  Wxy  ; 
Aiiit.  tic  Mathémut .,  3"  série,  l.  V.  (Janviei'   188G.)  3 


04 


il   se  décomposera  en  un   carré  si  tous  les  mineurs  du 
premier  ordre  de  son  discriminant  sont  nuls.  On  a 


A-S 
B" 
B' 


B'  B' 

A'— S  B 

B         A  —  S 


Soit  A  —  S  =^  o  ;  si,  en  outre,  B"  ou  B'  n'est  pas  nul,  soit 
Wy^o\  dans  chaque  combinaison  des  colonnes  deux  à 
deux,  l'un  des  mineurs  du  second  ordre  compris  dans  la 
première  ligne  ne  sera  pas  nul;  les  conditions  sont  alors 


D^  =  o, 


D? 


o. 


m 


ou 

(2) 

(3) 


A  — S 
B" 

A  — S 
B" 

A  — S 
B' 


B" 

A'- S 

B' 
B 
B' 

A"- S 


La  deuxième  équation  montre  que  B  et  B'  sont  tous 
deux  dilïérents  de  zéro  ou  tous  deux  nuls;  dans  le  pre- 
mier cas,  on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  S;  et, 
en  la  reportant  dans  les  deux  autres  équations,  on  aura 
les  conditions 


S=A 


B'B" 


=  A' 


B^B 
~B^ 


A"- 


BB' 


dans  le  deuxième  cas,  l'équation  (3)  donne  S  =  A",  et 
l'équation  (i)  donne 


A  — A"  B" 

B'         A'— A" 


(  :^5  ) 

Prenons  encore  coinnie  exemple  le  polynôme 


2 G r  /  -H  2 C'y  /  -^  -iCzl  H-  Dt'-\ 


A  ^2  _,_  A'72  _}_ 

A"^2_H 

^Byz 

-h  2B'a"2 

-H  2B"a^>'  -(-  aCr 

on  a 

A      B" 

A  = 

B"     A' 
B'      B 

C      C 

B' 

G 

B 

G' 

A" 

G" 

C" 

D 

Pour  que  le  polynôme  se  décompose  en  une  somme 
de  deux  carrés,  il  faut  que  tous  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  A  soient  nuls.  Soient 


A     B" 

B"     A' 


et 


B' 
B 


G 
G' 


alors,  dans  chaque  combinaison  des  colonnes  trois  à  trois, 
l'un  des  mineurs  du  second  ordre  compris  dans  les  deux 
premières  lignes  n'est  pas  nul  ;  les  conditions  seront  donc 


Dî 


Dt  =  o 


ou 


A 

B" 

B' 

A 

B" 

G 

A 

B" 

G 

B" 

A' 

B 

=  0, 

B" 

A' 

G' 

=  0, 

B" 

A' 

G' 

B' 

B 

A" 

B' 

B 

G" 

G 

G' 

D 

Pour  que  ce  même  polynôme  soit  décomposable  en  un 
carré,  il  faut  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  A 
soient  nuls. 

Supposons  qu'on  ait  A^o,  et  qu'en  même  temps 
deux  des  autres  éléments  de  la  première  ligne  ne  soient 
pas  nuls,  par  exemple  B"  et  B'^  alors,  dans  chaque  com- 
binaison des  colonnes  deu^x  à  deux,  les  mineurs  du  troi- 
sième ordre  compris  dans  la  première  ligne  ne  sont  pas 
tous  nuls,  et  l'on  a  les  conditions 


D' 


m 


D|  =  o.        0,3  =  0,       04  =  0. 


Dt 


(  36) 


A 

B" 

A 

B' 

A 

C 

B' 

A 

=  o. 

B" 

B 

=  O) 

B" 

C 

=  o, 

A 

B' 

A 

C 

A 

G 

B' 

A" 

=  o, 

B' 

C" 

=    f>! 

G 

D 

=  0. 

SIR  lIi\E  FORMULE  D'ANALYSE; 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 

Professeur  à  l'École  polytechnique  de  Porto,  ancien  professeur 
à  l'Université  de  Coinibra. 


Le  but  de  cette  Note  est  de  démon ticr  le  théorème 
suivant,  que  je  crois  nouveau  : 

Si  les  fonctions  f{x)  etY{^x)et  leurs  dérivées  f  [x)^ 
F'(x),  f"[x),  F'(x),  ...,  /'"(x),  F"(x)  sont  finies 
et  déterminées  pour  taules  les  valeurs  de  x  qui  sont 
comprises  dajis  Vintervalle  (x„,  x),  nous  avons  la  for- 
mule 


/(:r) -/(:.„) -...-^^^V'(^o 


(0         < 


{ r  —  Xn  Y' 

(x  —  Xo)"^~^ 


(î^i)! 


(m  — i) 


(X  —  Xo)" 


{n  —  i) 

ix  —  Xo){i  —  ^y>'-'f"'[xo-i-()(x~Xo)] 
(  m  —  j)l 

{x  —  Xo)(i  —  (i)"-^F'^[xo-^<Hx~Xo)] 


—  F«-'(^o)-^R' 


R 


(n-i)! 
0  étant  compris  entre  o  et  i. 


(  •^:  ) 

Pour  démontrer  ce  théorème,   considérons   la   Ibnc- 
tion 


0{Z)  =/(Xo  )-^{X  —  Xo)f'{Xo)-^...^  m"^"       /' 


(^o) 


-rF(:ro)  +  (^-^o)F'(:ro)-^...-i-  '^^^^^f^  FA(Xo) 

(n  — i): 

F{x)-Y{x,)—{x-Xo)¥\x^)—...--^^—jp^¥k{x,) 
En  lui  appliquant  la  formule  connue 

(2)  o{x)  =  0{Xo)  -h  {X  —  Xo)o'[xo-^  (}(x  —  Xo)], 

on  trouve  le  résultat 

O  =/{Xo)+{X—Xo)fiXo)-r'...^  .■■'^"       /'(-^o) 


-/(:ro)-(r-:ro)/'(:ro)-...-'  ,^_Vm     /"'-'(-'^o^ 


(■r  — a^o)"'-! 
(m-i)! 


rF(:ro) -4- (:r  -  :ro)  F'(.ro) --...+ ^^^^  FA-(:ro) 

-F(^o)-(^—ro)F'(^o)— •— ^^^^^F«-'(a:o)] 
/(:r) -/(:ro) -.  .  .- ^^-^^/'(^o  • 
F(^)  -  F(:ro)  -. . .-  L^l^pLi!  F/.ï^o  ) 


X 


{x—  :ro)»-i(i~  ^)"~' 


,„-„.       Fn^.+  6(x-x.]( 


{  X  )  —  F  (  x„  )  — .  .  . T-j F'-  {Xo  » 


(  38  ) 
De  celte  foraiiile,  on  tire  la  foiniule  (i)  que  nous  vou- 
lions démontrer,  en  supposant 

//i  ^  i  -f-  I ,         n^,k  -i~  i. 

I.   Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (i), 

F(:r)  =  (j7  —  vTo)",         k  =  n — i,         i  =z  m — i, 

et,  par  conséquent, 

F(.ro^  =  o,         F'(a7o)  =  o,         ...,         F"-M>o)  =  o, 

F«(^uj  =  /i!,         F«[^o— 0(,a7  — j^o)]  =  «!, 
on  a 

{X—  Xç,)'^ 

_    (>  —  i)! [x  —  Xq)"^{i  —  ^)"^-^f"'[xç^ -^^{x  —  Xq)] 
et,  par  conséquent, 

(  /p ^n  V/i— 1 

/(a7)=/(j7o)-^<^  — ■2^o)./"(^o)^-..-+  —. _      ■     /"'-'(^o) 

(x  —  Xo)"Hl  —  ^)"'-''  r 

-^ ^r^TTTT^ /-K-^eC.-.o)!. 

On  obtient  ainsi  donc  la  formule  de  Taylor  avec  l'ex- 
pression du  reste  de  MM.  Sclilomich  et  Roche. 

JI.  Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (i),   i  =  k  =  n —  i, 
on  trouve 

(:r  — ^0  )«-'/"- H^o) 


/(x)—f(xo)—. 


{n  —  i)l 


F(x)-Fixo)-... ^^^^3-^^^ 

^      f^[Xo-r-^(x  —  Xo)]^ 

~  F«[.ro-^eO  — Xo)]' 

On  peut  voir  celte  foi-mule  dans  le  Cours  de  Calcul 
injinitésimal  de  M.  Houel,  où  elle  est  démontrée  au 
moven  d'intégrations. 


(  ••^9 


III.   Si  l'on  a 


F'(Xo)^o,         F"(.ro)  =  o,  ...,         F«-i(rro)  =  o, 

il  \ient  la  formule  Lien  connue 

/{.r)—f(Xo)    ^  /"[.ro^-Ot.r  — 3-0)]  _ 

F(.r;  —  K(jro)        F"\  Xo-^  (Ux  —  a-^)\' 


SIR  l^E  GENERALISATION  DE  LA  QUADRATRICE; 

Par  m.  g.  FOURET. 


i.    Les    courbes   dont    l'équation    polaire    est   de    la 
f'orni(; 

(1)  p  =  a 


sinoj 

sont  intimement  liées  à  la  Quadratfice  de  Dino- 
slrate  (  '  ),  qui  correspond  au  cas  particulier  où  a  est  nul. 
Le  mode  de  description  mécanique  de  ces  courbes,  qui 
résulte  immédiatement  de  leur  équation,  est  analogue 
de  tout  point  à  celui  par  lequel  les  géomètres  anciens 
définissaient  la  quadratrice.  Une  analogie  plus  remar- 
quable encore  réside  dans  ce  fait  que  ces  courbes  peuveiiL 
être  considérées  comme    les  projeclions  oriJiogonales 


(')  Cette  courbe  est  célèbre  à  plus  d'un  titre  :  on  sait  notamment 
que  les  Anciens  la  faisaient  servir  à  une  pi'étendue  solution  des 
problèmes  de  la  quadrature  du  cercle  et  de  la  trisection  de  l'angle. 
Il  est  très  présumable,  et  M.  Paul  Tannery  a  ajouté  dans  ces  der- 
niers temps  [Bulletin  des  Sciences  mathématiques.  2"  série,  t.  MI. 
p.  278)  un  nouveau  degré  de  probabilité  à  cette  opinion,  que  la 
quadratrice  est.  parmi  les  courbes  transcendantes,  la  plus  anciennc- 
monl  loiiiiuç. 


f  4o  ) 

des  sections  planes  d' une  même  surface  de  vis  à  filet 
carré,  arbitrairement  choisie,  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  cette  surface. 

Conformément  à  un  théorème  bien  connu  dû  à  Pappus, 
on  obtient  une  quaJratrice  proprement  dite,  lorsque  le 
plan  sécant  passe  par  une  des  génératrices  rectilignes  de 
la  surface  de  vis. 

La  généralisation  que  je  viens  d'indiquer  du  tliéorème 
de  Pappus  avait  déjà  été  signalée  par  Cliasles,  dans  une 
note  au  bas  de  la  page  3a  deV  Aperçu  historic/ue  (2"  édi- 
tion), sauf  une  légère  erreur  consistant  à  assimiler  la 
courbe  obtenue  à  une  conchoïde  de  la  quadratrice  ordi- 
naire. Il  m'a  paru  de  quelque  intérêt  de  rectifier  l'énoncé 
donné  par  l'illustre  géomètre  et  d'établir,  par  la  dé- 
monstration simple  qui  va  suivre,  le  résultat  exact. 

2.  La  figure  étant  rapportée  à  deux  plans  de  projec- 
tion, l'un,  Je  plan  horizontal,  perpendiculaire  à  l'axe  de 
la  surface  de  vis,  et  contenant  une  génératrice  parallèle 
au  plan  (P)  delà  section,  l'autre  vertical  et  perpendi- 
culaire à  ce  plan  (P),  cherchons  l'équation  polaire  de 
la  projection  horizontale  de  la  courbe  de  section,  en 
prenant  pour  pôle  le  pied  O  de  l'axe  de  la  surface,  et 
pour  axe  polaire  la  génératrice  O.r  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre. 

Soient  i  l'angle  du  plan  (P)  avec  le  plan  horizontal, 
h  le  pas  de  la  surface  de  vis,  et  A~  la  cote  O'O"  du  point 
(0,0")  d'intersection  du  plan  (P)avec  l'axe  de  la  sur- 
face. Imaginons  un  plan  horizontal  quelconque  rencon- 
trant l'axe  au  point  (O,  O'")  ;  il  coupe  la  surface  de  vis 
suivant  une  génératrice  dont  la  projection  horizontale 
OG  passe  par  le  pied  de  l'axe,  et  le  plan  (P)  suivant  une 
perpendiculaire  au  plan  vertical  sur  laquelle  on  obtient 
immédiatement  un  jjoint  (M,  M')  delà  courbe  de  section. 


(  l-  ) 

Posons  ()M  =  V  vl  SlOx  =  i<).  On  a 

0"'M'  =  0"0"'xcoU'=(0'0"'— 0'0")cou'==  (^~/A  cou. 

Mais,   MN  ëlant    la   perpendiculaire   abaissée  de   M 
sur  Ox,  on  a  d'autre  part 

0"'M'=  \M  =  psinio; 


inoj  =      — •  ^  k     coli, 


on  en  conclut 

ou  Lien 

to  —  a 

(i)  c,  =  a  —. 

sintu 

en  posant 

h  cnt  i 
(2)  «=-TZ— 


(3)  =^  =  ^^Â' 


On  retrouve  ainsi  l'équation  de  la  quadratrice  gé- 
néraliséc;  qui  devient  la  quadratrice  c'ile-mèine,  dans 
l'hypollièse  où  a,  c'est-à-dire  /r,  est  nul,  ce  qui  revient  à 
supposer  que  le  plan  passe  par  une  génératrice  de  la 
surface  (  '  ) . 

3-  Il  est  à  remarquer  qu'en  coupant  une  surface  de 
vis  à  filet  carré  arbitrairement  choisie  par  des  plans  de 
[)Osition  et  d'inclinaison  variables,  on  peut  obtenir  toutes 
les  courbes  que  donne  l'équation  (i),  quand  on  y  fait 
varier  à  volonté  les  paramètres  a  et  a.  Cela  résulte  de 
ce  que,  pour  une  valeur  donnée  de  /?,  on  peut,  en  vertu 


(')  Il  est  plus  exact  de  dire  que,  dans  ce  cas,  la  coui'be  de  seclion 
se  décompose  en  deux  parties  :  la  génératrice  contenue  dans  le  plan 
sécant,  et  une  courbe  qui  se  projette  suivant  la  quadratrice. 


(  42  ) 

des  relations  (  2)  et  (3  ),  choisir  i  et  A,  de  manière  à  avoir 
pour  a  et  a  telles  valeurs  que  l'on  veut. 

On  peut  remarquer  encore  que  les  divers  plans  pas- 
sant par  une  même  droite  perpendiculaire  à  l'axe  de  la 
surface  de  vis  fournissent  un  système  simplement  infini 
de  courbes  défini  par  l'équation  (1),  dans  laquelle  a 
varie  seul,  a  restant  constant.  On  obtient  le  système 
simplement  infini  répondant  au  cas  où  a  varie  seul, 
a  restant  constant,  en  coupant  la  surface  de  vis  par  une 
série  de  plans  parallèles. 

4.  On  pourrait  construire  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  la  quadratrice  généralisée,  soit  en  s'ap- 
puvant  sur  son  mode  de  génération  mécanique  et  se 
servant  de  la  méthode  de  Roberval,  soit  en  la  faisant  dé- 
river, comme  on  vient  de  le  voir,  de  la  surface  de  vis  à 
filet  carré  et  appliquant  les  procédés  de  la  Géométrie 
descriptive.  Mais  on  arrive  à  une  construction  plus 
simple,  de  la  manière  suivante. 

Portons  sur  la  partie  positive  de  l'axe  polaire  Ox,  un 
segment  OA  =  a,  et  supposons  construite  la  courbe  in- 
verse de  la  courbe  (i),  en  prenant  le  point  O  comme  pôle 
et«-  comme  paramètre  delà  transformation.  L'équation 
de  cette  courbe  inverse  étant,  par  suite, 

sin  oj 

U)  ?i  =  « :- 


l'angle    V,  formé  par   la  tangente   en  un    point   quel- 
conque M(   de  cette  dernière  courbe  ('),  avec  le   rayon 


(')  Cette  courbe  est  la  projection,  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe,  d'une  surface  de  vis  à  filet  carré,  de  la  courbe  d'ombre  de 
cette  surface  éclairée  par  des  rayons  convergents  {Nouvelles  An- 
nales. ■}.'■  série,  t.  XIX.  p.  33). 


(  43  ) 

vecleur  cjiii  y  aboutit,  est  donné  pat-  la  n-Iation 


tan<;V=  -^  = 


Pj        acosw  —  pi 
Or,  P  étant  la  projection  de  A  sur  0-M, ,  on  a 
asinaj  =  PA,  (ricoscu=OP,  acosco  —  pi  =  PAIf, 

d'où  l'on  conclut  que  l'angle  Y  est  égal  à  l'angle  AMj  P, 
et  par  suite  que  la  tangente  en  M,  à  la  courbe  (4)  passer 
par  le  point  1  symétrique  de  A  par  rapport  à  0M|  (  '  ). 
Cela  posé,  l'inversion  qui  nous  fait  passer  de  la 
courbe  (4)  à  la  courbe  (i)  transforme  la  tangente  M,  I  en 
une  circonférence  qui  touche  la  courbe  (i  )  au  point  M 
inverse  de  M|,  et  qui  contient  les  points  O  et  I,  ce  der- 
nier point  n'étant  pas  atteint  par  la  transformation, 
puisque  l'on  a 

01  =  OA  =  a. 

Mais  l'angle  OIM  est  inscrit  dans  un  segment  capable 
de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  OM  et  la  tangente 
en  M  à  la  courbe  (i)  dirigée  dans  le  sens  où  croît  l'angle 

polaire.  D'ailleurs  les  angles  OIAl  et  OAM  sont  égaux, 
étant  symétriques  par  rapport  à  OM. 

Par  suite,  la  tangente  à  la  f/uadratfice  ordinaire  ou 
généralisée ,  en  un  point  quelconque ,  fait,  avec  le  rayon 
vecteur  qui  y  aboutit,  un  angle  égal  à  celai  sous  lequel 
ce  rayon  recteur  est  vu  d' un  certain  point jixe. 


(')  Celte  construction  a  déjà  été  obtenue  précédemment,  comme 
cas  particulier  d"un  problème  plus  général  {loc.  cit.,  p.  35). 


(  44  ) 
LE  DÉTERMIMKT  DE  SMITII  ET  MANSION; 

Par  m.  Ernest  CESARO. 


1.  Soit  F(i,  j)  une  fonction  quelconque  cUi  plus 
grand  commun  diviseur  de  i  elj.  M.  Smitli  a  trouvé  la 
valeur  du  déterminant 


F(i,i)      F(i,2)      F(i,3) 

F(2,l)        F(2,2)        F(2,3) 

F(3,i)      F(3,90     F(3,3) 


F(/i,i)     F(n,2)     F(«,3) 


F(i,/0 

F(2,70 

F(3,rt) 

F(n,n) 
M.   Mansion    a 


dans  le  cas   particulier  de  'F(x)=  x 
donné,  ensuite,  l'expression  générale  de  D.  Ayant  ima- 
giné une  fonctiony,  telle  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur 

F(:r)=/(«)-f-/(6)  +  /(c)  +  ..., 

où  a,  b^  c^  ...  sont  les  diviseurs  de  x,  M.  Mansion  a 
trouvé 


(0 


D=/(i)/(2)/(3).../(;i). 


Soit  \J-{x)  une  fonction  généralement  nulle,  mais 
égale  à  ( —  i)~  lorsque  x  est  le  produit  de  t  facteurs  pre- 
miers, inégaux.  Si  la  fonction  F  est  doiince  et  si  l'on  veut 
connaitrey^  on  a  la  formule 


(2)       f{x)  =  ix 


il) 


¥(,)- 


lj.(  _)F(2)+ix(-  )F(3)- 


2.  Les  études  des  géomètres  sur  le  déterminant  D  se 
bornent  à  la  formule  (i).  Dans  l'article  Detenninanti  in 
Aritnietica,    inséré  au  Journal  de   Battaglini  {iSS5)^ 


(  1'>  ) 

nous  avons  l'ail  connailre  (rauli<'s  rdsiilials,  cl,  en  par- 
ticulier, nous  avons  démontré  que  le  complément  algé- 
brique de  l'élément  F(/,  y)  est  donné  par  la  formule 


(3) 


v=  1 


/{'O 


et  nous  en  avons  déduit  que  A,-^y  est  nul  lorsque  le  quo- 
tient du  plus  petit  commun  multiple  par  le  plus  gj'and 
commun  diviseur  de  i  et  j  admet  des  Jacteurs  carrés. 

3.   En  nous  aidant  des  relations  qui  précèdent,  nous 
allons  cliei'clier  la  valeur  du  déterminant 

G  G(i)         G(2)       ...        G(n)     I 

G(i)      F(i,  i)     F(i,2)      ...      F(i,  71) 
G(2)      F(2,  I)     F(2,2)     ...      ¥(i,  n) 


G{?i)     F{n,  I)     F(ji,  ■!)     ...     F(«,  n) 
que  nous  écrirons,  sous  forme  abrégée,  comme  il  suit 

G         G(r)     || 
G(J)     F(^,/)  '1/ 


A  = 


Il  est  évident  que 

\  =  CD-^G(i)G(/)X,-j, 

i.i 

i  ety  variant  séparément  de  i  à  n.  On  a  donc,  en  vejtii 
de  (3)  et  en  su|)posant,  pour  simplilier,  C  =  o, 

^=-°"fiÂVi2:«"■'«'•>'K^)K7)!• 

V  =  1    '  /.   /  ' 

Or  il  est  clair  que 
2G(')G(y)l.(^.)l^(})  =  |0„,i,C;)  +  G(,),(y-....f, 


cL,  par  suite,  si  Ton  imagine  une  fonction  g^  qui  se  dé- 
duise de  G,  comme  la  fonction  f  a  été  déduite  de  F,  on 
peut  écrire,  en  ayant  égard  à  (^), 


A  =—/(!)/ (2  1/(3  ).../(«) 


Par  exemple, 

i       o  F(f) 

I    F  (y)     F(i,j) 


= -/(i)/(2) .../(«)  I /(!)--/(' 5.)  + 


f(n 


Autre  exemple  :  Si  F  (a:)  est  le  nombre  des  di\useurs 
de  X,  et  (j{x)  le  nombre  des  diviseurs  premiers  de  x^  le 

déterminant 

o  Qii) 

G(y)     F(^y) 

représente,  en  valeur  absolue,  la  totalité  des  nondues 
premiers,  non  supérieurs  à  n. 

4.   Clierclîons,  de  même,  la  valeur  du  déterminant 


V  = 


o        G(0 


La  considération  du  déterminant  réciproque  de  D  con- 
duit immédiatement  à  la  formule 


Ordonnons  le  second  membre  par  rapport  à  la  fonc- 
tiony.  Il  est  clair  que  l'on  trouvey(v)  pour  les  couples 
de  valeurs  de  i  et  y,  choisies  parmi  les  multiples  de  v, 
non  supérieurs  à  n.  Conséquemment 


^-D-2:[. 


/•(v)     G(v)-4-G(2v)^...+  G 


(["]')n 


(  4:  ) 

Par  cxomph-",  poiir(i(.r)=  i,  ou  Uounc 


v=--D«-v"r!!|V(v.. 


Si  1  ou  imagine  une  ionctioii  Fo,  définie  par  la  rela- 
tion 

-.  ^     ^        fia)        f(b)        fie) 
abc 

on  obtient  définitivement 


O  I 


[f(i)f(i)...f{n)]"---  y  }2vFo(v)-F(v)î. 


V  =  1 


Comme  dernier  exemple,  faisons  G(x)  =:  a:,  de  sorte 
que 


V  =  n 


v  =  l 


Après  quelques   transformations  simples,  on  obtient 

o         ^'11 
/      ^l,J  11" 


''    =-[/{i)/ii)...f(n>]"-^-'^.^Fo{^^). 


CORUESPOXDAXCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  AI.  le  D'  Louis  Saahchiltz, 
professeur  extraord.  de  V  Université  de  Kônigsberg. 

Dans  les  Nouvelles  ^lunules  de  3Iathématiques ,  t.  IV  , 
3"  série,  p.  5-,  se  trouve  un  petit  Mémoire  de  M.  Her- 
mite  sur  une  identité  trigonométrique,  dans  lequel  \v 
grand  analyste  démontre  un  résultat  de  M.  Glaislier  en 


(  1«  ) 

lui  donnant  eu  même  temps  une  plus  grande  extension. 
Mais  la  formule  employée  par  M.  Herniite,  dont  l'origine 
est  due  à  Caucliy,  permet  d'ajouter  une  autre  relation 
trigonométrique  encore  inconnue,  comme  je  le  crois. 
Soit  donc 

sin(j^  —  /;!)sin(,r  —  Z'2  )•  ■  •  sin  ('.t  —  b,,)  ^ 
'        ^     '  ~  %\\\{x  —  ai)sin{x  —  «2)'--sin(.r  —  a,,)' 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  ;  ==  e'-^',  ç-=  f, 

Maintenant  la  formule  connue  de  Caucliy  énonce 

l'intégrale  prise  autour  d'une  assez  grande  partie  du 
plan  enfermant  au  moins  tous  les  points  où  F(^)  de- 
vient inlini  et  dont  la  circonférence  est  fermée  par  une 
courbe  quelconque.  Mais,  si  nous  posons 

nous  pouvons  écrire 

F(z)  _     {ze-f^ii—  e''r'){ze-'>2'—  e'>J).  ..{ze-^'^'  —  e'>n') 
^  "*  ^  z—t  ~  {z  —  l){z  —  '■J.i){z  —  aj).  .  .(^  —  a„)  ?-(«,+«.+-..+«„)'  ' 

et  le  résidu  de   cette  fonction  correspondant    au  pôle 

z  =  a,  c'est-à-dire  le  coefficient  de près  de  c  =  a, , 

se  trouve 

~  («1— 0(ai-a2)('-'-i-  a3)...(ai— x„)é'-(«.+«.+-+«J' 
ou,  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur 


(   19  ) 
par  ('-""'', 

(5)  < 

j       sin(ai — 6i)sin(rt| — 62)...sin(ai  —  b„)     ii% 

\  ""  sin(ai —  a^)  sin(ai  —  «3).  . .  sin(ai —  a,,)  ai  —  / 

Kn  conséquence   de  cette  expression  et  des  expressions 
])arei]les  pour    7.0,  Xj,  .  .  .,  a„,  on  trouve  la   somme  des 

résidus  de  — ^1  si  l'on  désigne,  pour  abréger, 

sin(ai  —  b,)  sin((7i —  b^  ).  .  .  ^\n( a^  —  b„)  . 

par     Al, 


sia(ai  —  «2)  sin(ai  —  a^).  .  .  sin(  «j  —  a,;  ) 
pin(«.2  —  61)  sin(«2 —  b^).  . .  s\n(  a^ —  b„) 
sin(  «2 —  «1  )  sin(rt2 —  '''3  j-  •  •  *ini  «2  —  (hi  ) 


par     A2, 


( 6 )     >  re? —  ~  -Il  { -i h  •  •  •  -i 

^    '  Aa        l  —z  X'J-i  —  t        ■x.—  t  a„  —  / 

Considérons  maintenant  l'intégrale  de  la  formule  (3) 

J    z  —  t 

Par  la  substitution  qui  suppose  la  circonférence  comme 
cercle 

et,  en  prenant  R  très  grand,  il  résulte  de  la  formule  (2) 

(^—C/»,-*-62-i-. ..-+-*„)< 

J"/' -  )  -_ :^^  g(a,+aj-i-...-i-a„— 6,— 6,— ...— 6„;j 

^  •  ^—(«,-i-rt, -)-... -i-a„)/  '  ' 

et,  puisque  la  quantité  t  peut  être  supprimée  en  face  de 

z^  on  a 

dz        .   . 
—  =  f  <^/o. 

et.     par    là,    en    intégrant    autour   du    cercle    avant    le 
Ami.  (le  Mtdhéinat.,  3"  série,  t.   V  (Janvier   1886).  -I 


(   ^o   ) 
rayon  R, 

(„)  ^' =   r     ^^^-^^  ='i.i7:[cos{s)-+-ism{S)\, 

où  S  est  ('(lit  au  lieu  df 

(«1^-  f/o^.  .  .+  et.,—  hi  —  l'i  —  ..  .—  l>-i)- 

En  coinl)lnaut  les  fornuilcs   (6)   cl  (;),  nous  recevons 

de  (3) 

/  /  Vi  7.1  A=>  a»  A,;  a„ 

(S)       ^    ^  V'^1— ^         a,—  /  -C/j        /^ 

(  +  cos(s)  H- t  sin(5j. 

Mais 


d'où  l'on  conclut  facilement,  en  multipliant  le  numéra- 
teur et  le  dénominateur  par  ((~-"^' —  e--""), 

-^L-  =  Iri—  icot{ai  —  xj], 
y.i—  t        2 

de  même 

'^-  -  =  -  r  1  —  f  cot (  «2  —  ^)] 

Par  cela,  il  vient  de  (7) 

,   F(  t)  =yX^)  =-  Al  cot(ai  -.r)  -  A,  colCa,— -r  )  -  .  .  • 
(g)  )       '  *  —  A„cot(a„— ^)-HL-os(5) 

(  —  i[Ai-i- A2  +  ...-1- A«— sin(5)l; 

ce  qui  donne,  si  l'on  sépare  ce  qui  est  réel  de  ce  qui 

est  imaginaire, 

/  sin  (  cii—bi)  sin  (  «i  —bo)...  sin  (  ff  1  —  b„  )  _^ 

i   sin{ai  —  az)  siniai  —  az). .  .  sin(ai  — a,t) 
(10)'  slnja;,—  bi)  s\n(  an—  b.). .  .  s\n{an—bn) 

I  "^  sin(a„  — ai)pin(rt„  — «2,)..-  sin(  «„-- ««-i  j 

1        —  s'm{ai+  a.,-^.  .  .-^  n,i—  bi—  bi  —  .  .  .—  bn), 


(  5.   ) 
ce  qui  csL  la  formule  cl(    M.  Ilcrmitc,  et  encore 


'  sin(a?  —  61)  sin(.r  —  b-i). .  .  sin(  j-  —  b„  } 

j  sin(J"  —  ai)sin{jr:  —  ao). . .  sin{x  —  «„  ) 

1  sin(«i— 6,),  ,.  sin(ai — b,,)         . 

■  —                                                               cot(.r  —  «1) 


UO 


sin(«i  —  tti)...  sin(«i  —  «„) 
sin(a2 —  61).  .  .  sin('«2 —  b,,) 
sin(a2  —  «i)'  •  •  sin(  «2  —  ««) 


cot(^  —  «2) 


sm(  «„— 6,).  .  .  ?in(a„— 6„) 
-î-  -^-^ ^- '—  coX.{x  —  On) 

-r-  COS(ai-i-  a2-r--  •  •-+-  «// ^'1 ^2  — .  .  .—  6/j), 


ce  qui  est  la  formule  annoncée. 

Soient,  pour  spécialiser  cette  formule  (11), 


6,  =  «1  H ,      Z^o  =  <7o-: 5       ....      6,j  =  a„H — ^  • 

Alors  d'elle  sortira 

(—1)"  cot(r  —  Ux}...  col(.r  —  a„  ) 

=  { —  i')"[cot(«i  —  a-i).  .  .  col(  «1  —  a„)  cot(^  —  ai  ;  -h.  .  . 

-f-  cot(  a„ —  cil). . .  cot(a„—  a^-i)  cot(a;-  —  a„)]  -i-  cos(  n  -  j 
ou,  en  faisant  x  =  «o, 


(12) 


.  cot(ao —  «1)  cot(«o —  «^2)-  •  •  cot(ao  —  ctn) 

1      -i-  cotfaj  —  «o)  cot(ai  —  a=>)...  cot(ai  —  an)-^. .. 

I       -^cot^rt^— «o)cot(a„— ai)...  cot(a„— a„_,)  =  co?  ^  — ^"  j(— i)„, 

c'est-à-dire 

i   o  si  /z  est  impair. 

=  )  -     • 

'  ( —  i)-   SI  n  est  pair. 


iNIeltons,  dans  la  formule  (11),^"  — x  au  lieu  de  x  ; 


(  ^-  ) 

alors  nous  aurons 

cos ( ./•  -1-  6 1  )  cos ( .r  -f-  />2 ) •  •  •  cos (t  -h  b,i) 


(i3) 


cos(,r 

-1-  «i)  cos(a;  -H  «2)-  •  •  cos(^  -(-  «„) 
sin(ai— 6i).  .  .  sin(«,— 6„)  ^ ^_        _^ 

sin(rt:i  —  a,).  .  .  sin(ai  —  «„) 
sin(a2— 6,)..  .  sin(«2— ''^«j,         , 

sin («2  —  ai)...  sin («2  —  ««) 

-(- 

sin(rt„ — A,  ).  .  .  sin(  a„— 6„  ) 

sin (  rt„  —  «1  ) .  . .  sin  ( a,i  —  «„_i  ) 

cos(ai-^  «2-H-  •  •+  «/i —  ^1  —  ^2  —  •  •  • —  b,i). 

Si  nous  écrivons  enfin,    dans  cette   formule,  -,  — . 

i-       r 

«2  bx      bi  7         7  1 

_,  .,.,_,_,  ...  pour  jC,  <7 , ,  rto ,  . . . ,  /^ , ,  Oo ,  .  . . ,  le 
nombre  /'  croissant  jusqu'à  l'infini,  elle  produira 

;   {ai—àî){ai—b3)...{ai—b„) 
'    (ai-a2)(«i-«3)...(«i-««)  ^^    '         ' 

{a.2—bi){a.2—bs)...{a2—b„) 

(«2— «i)(«2— «3)-..(«2— ««) 
_^  (a„—bi)(a,i—b.2)...(an—^Jn-i) 
(i4)  {  (««—«i)(a«— «2)- ••(««— ««^i) 

=    2    K*^'!—   ^l)(«I-^  ^1-^   237) 
-i-  (  a2  —  62  )(  «2  -^  ^2  -r-  2  ) 


{a,i—b„)ia„-\-T] 


-i-  ( a„  —  bn){a„-i-  b„-^  ■}. x ') 

-+-  [(ai—  6i)-î-(a2—  ^2)  -i--  •  •— («,7—  f^n)]-\- 

Voilà  une  formule  algébrique  qui  contient  deux  rela- 
tions en  comparant  les  coefficients  de  x"^  et  de  .r.  Eu 
appliquant  la  même  méthode  aux  formules  (11)  et  (12), 
il  en  sortira  des  identités  eulériennes  très  connues. 


BJBLIOGRASMIiE. 


EXEUCICES   DE   GÉO.MÉTUII:    analytique    et    de  (iÉOMltriUE 

supÉiiiEURE,  à  l'usage  des  eandidaLs  aux  Ecoles  Poly- 
ti'clinique  et  ^Normale  et  à  l'yV^iegation,  par  /. 
Kœlilcr,  ancien  Répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique 
et  ancien  Directeur  des  Etudes  à  l'Ecole  préparatoire 
de  Sainte-Barbe.  Questions  et  solutions  ;  première 
Partie  :  Gconiéirie  plajie.  i  vol.  in-8'^  de  vi-347  pages, 
avec  figures  dans  le  tex  te.  Pai"is,Gautliier-\  illars,  1886. 
Prix  :  q*^'. 

II  est  inutile  d'insister  ici  sur  l'importance  du  rôle  que 
jouent  les  Exercices  dans  l'enseignement  des  Mathématiques. 
Cette  importance  est  manifeste.  Les  Exercices  ne  sont  pas 
seulement  un  complément  utile,  mais  véritablement  une  partie 
intégrante  de  l'enseignement,  sans  laquelle  le  reste  n'est  que 
lettre  morte.  Ils  doivent  entrer  pour  une  part  égale  à  celle  de 
la  théorie  dans  les  Cours  de  Mathématiques^  comme  cela,  d'ail- 
leurs, a  lieu  dans  les  examens. 

Les  Ouvrages  didactiques  olTrent  bien,  en  général,  en  fm  de 
(^diapitres,  des  Recueils  d'exercices;  mais  ils  se  bornent,  sauf 
pour  de  rares  exemples,  à  en  donner  les  énoncés. 

Aussi  a-t-on  dès  longtemps  reconnu  la  nécessité  d'avoir  des 
Ouvrages  spéciaux  consacrés  aux  seuls  exercices,  et  où  les  so- 
lutions se  trouvent  développées. 

On  en  possède  d'excellents  relatifs  aux  Mathématiques  élé- 
mentaires (  Desboves,  Frères  de  la  Doctrine  chrétienne,  etc.), 
au  Calcul  différentiel  et  intégral  (Frenet,  Tisserand,  Villié,  etc.), 
à  la  Mécanique  (P.  .lullien,  de  Saint-Germain,  etc.),  à  la  Phy- 
sique même  (Chevallier  etMiintz,  Edme  Jacquier,  etc.);  mais  il 
faut  avouer  qu'en  ce  qui  concerne  les  Mathématiques  spéciales 
notre  littérature  mathématique  française  présentait  une  lacune. 
Cette  lacune,  un  professeur  distingué,  auquel  une  longue  ex- 
périence de  l'enseignement  avait  signalé  ce  desideratum, 
.^L  Kœhler,   vient  de  la  combler. 


(  54  ) 

M.  Kœliler  nous  ollre  un  Recueil  dexercices  de  Géométrie  ana- 
lytique et  de  Géométrie  supérieure  en  deux  Volumes.  Le  tome  I, 
consacré  à  la  Géométrie  plane,  vient  de  paraître.  Le  tome  II, 
réservé  à  la  Géométrie  de  l'espace,  ne  tardera  pas  à  le  suivre. 

Bien  qu'on  ne  puisse  encore  juger  de  l'œuvre  que  par  sa  pre- 
mière moitié,  on  peut  dès  à  présent  émettre  à  son  endroit  l'o- 
pinion la  plus  favorable.  Cette  première  Partie  constitue,  en 
effet,  déjà,  à  elle  seule,  un  Ouvrage  fort  important  et  fort  bien 
fait. 

L'auteur  ne  s'est  point  astreint  à  suivre,  dans  la  rédaction  de 
son  livre,  les  programmes  officiels  :  il  s'est  attaché  aux  théories 
qui  lui  ont  semblé  présenter  le  plus  d'intérêt  au  point  de  vue 
^géométrique,  à  celles  qui  se  prêtent  aux  développements  les 
plus  nombreux  et  les  plus  attrayants;  il  a  particulièrement  in- 
sisté sur  celles  que  l'enseignement  classique,  limité  par  les  pro- 
grammes officiels,  doit  forcément  un  peu  délaisser  et  qui  pour- 
tant sont  aujourd'hui  de  la  plus  haute  importance  en  Géométrie. 

Le  Chapitre  lest  consacré  aux  cercles  et  systèmes  de  cercles. 
\ous  y  remarquons  des  problèmes  intéressants  sur  les  quadri- 
latères et  les  triangles  à  la  fois  inscrits  dans  un  cercle  et  cir- 
conscrits à  un  autre  cercle. 

Le  Chapitre  II  renferme  des  problèmes  sur  les  coniques 
(  propriétés  des  tangentes,  pôles  et  polaires,  diamètres,  tri- 
angles inscrits  et  circonscrits,  foyers,  etc.). 

Le  Chapitre  IV  est  également  relatif  aux  coniques;  mais  Ic^ 
problèmes  traités  ici  se  rapportent  aux  normales  et  aux  tri- 
angles à  la  fois  inscrits  dans  une  conique  et  circonscrits  à  une 
autre  conique.  On  trouvera  là  de  jolis  théorèmes,  démontrés 
d'une  manière  tout  élémentaire. 

Dans  les  deux  Chapitres  précédents,  l'équation  des  coniques 
était  prise  sous  forme  réduite.  Au  Chapitre  IV,  l'auteur  envi- 
sage ces  courbes  comme  définies  par  l'équation  générale  du 
second  degré.  Il  détermine  divers  lieux  géométriques  qui  se 
rattachent  à  des  systèmes  de  coniques  satisfaisant  à  certaines 
conditions  données.  C'est  une  catégorie  de  problèmes  à  laquelle 
appartiennent  bon  nombre  de  questions  posées  dans  les  exa- 
mens. 

Le  Chapitre  V  contient  des  exercices  relatifs  aux  intersec- 
tions de  coniques,  aux  coniques  tangentes  et  osculatrices,  et 
donne  lieu  à  la  même  observation  que  le  précédent. 


(  ^^  ) 

Le  Chapitre  \l  esl  roii'^aei»''  à  l'exposil  ion  d'iiiie  iiiélhode 
iniiiortante,  celle  des  coordonnées  Iriiinéaiies,  qne  l'on  se  con- 
tenle  d'erileurer  dans  les  Cours  et  que  Tauleur  développe  avec 
assez  de  détails  pour  que  le  lecteur  puisse  en  faire  une  appli- 
cation courante.  M.  Ivreliler  a  réuni  là,  en  ce  qui  concerne  la 
ligne  droite,  le  cercle  et  les  coniques,  un  grand  nombre  de  for- 
mules é])arses  dans  divers  Ouvrages  et  qui  se  prêtent  à  la  solu- 
tion de  bien  des  problèmes  rebelles  aux  méthodes  classiques. 
Dans  le  Chapitre  Vil,  l'auteur  donne  des  applications  très 
nombreuses,  très  intéressantes,  des  formules  générales  établies 
dans  le  Chapitre  précédent.  On  y  trouve  notamment  une 
étude  analytique  des  points  et  du  cercle  de  Brocard,  divers 
l)roblèmes  traités  par  les  coordonnées  tangentielles,  des  appli- 
cations de  la  théorie  des  invariants  et  covariants  d'un  système 
de  deux,  coniques,  une  étude  probablement  inédite  d'un  sys- 
tème harmonique   de  trois  coniques,  etc. 

Le  Chapitre  VIII  traite  des  applications  de  la  Géométrie  su- 
périeure aux  sections  coniques.  L'auteur,  en  cette  partie  de  son 
Ouvrage,  a  pris  pour  guides  les  travaux  de  Chasles,  Cremona, 
et,  comme  il  nous  le  dit  lui-même  dans  la  Préface,  les  Mathe- 
matical  prohlems  de  Wolstenholme.  Un  appendice  à  ce  Cha- 
pitre est  consacré  aux  triangles  et  polygones  à  la  fois  inscrits 
et  circonscrits  à  des  coniques.  On  y  remarquera  une  démonstra- 
tion nouvelle  du  célèbre  théorème  de  Poncelet. 

Enfin  le  Chapitre  IX  est  réservé  aux  courbes  d'ordre  supé- 
rieur. 11  renferme,  entre  autres,  des  propriétés  intéressantes  des 
cubiques  et  la  détermination  du  rayon  de  courbure,  ainsi  que 
la  recherche  de  l'équation  du  cercle  osculateur  en  coordonnées 
trilinéaires,  questions  qui  n'avaient  probablement  jamais  été 
traitées. 

Nous  devons,  faute  de  place,  nous  borner  à  cette  rapide  ana- 
lyse, qui  ne  peut  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  de  l'Ou- 
vrage. Il  nous  est  impossible  d'énumérer  les  sujets  très  nom- 
breux auxquels  a  touché  l'auteur,  mais  nous  sommes  certains 
que  les  personnes  qui,  sur  ces  seules  indications,  auraient  le 
désir  de  connaître  ce  Livre  en  apprécieront  toute  la  valeur  et 
toute  l'originalité. 

L'œuvre  de  M.  Kœhler  sera  utile  à  la  fois  aux  maîtres  et  aux 
élèves;  aussi  bien  est-il  permis  d'avancer,  dès  aujourd'hui, 
qu'elle  est  destinée  à  devenir  promptement  classique. 

Nous    ne    terminerons    pas    sans    louer   le    soin   merveilleux 
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apporté  par  nuire  grand  éditeur,  M.  Gaulliier-\  illar>,  à  l'exé- 
cution typographique  de  ce  Volume,  comme  à  celle  d'ailleurs 
de  toutes  les  belles  publications  qui  sortent  de  ses  presses. 

Maurice  d'Ocagne. 

Introduction  a  la  THÉor.iE  des  fonctiOxNS  d'une  va- 
uiable;  ])a.r  Jules  j^a/z/ie/'^',  Sous-Directeur  des  Etudes 
scientifiques  à  l'Ecole  Normale  supérieure.  In-8'^. 
Paris,  A.  Hermanu,  1886.  Prix  :  10''". 

Quoique  les  vérités  mathématiques  se  déduisent,  dans  un 
ordre  rigoureux,  d'un  petit  nombre  de  principes  réputés  évi- 
dents, on  ne  parvient  point  à  les  posséder  pleinement  en 
commençant  par  ces  principes,  en  en  suivant  pas  à  pas  les 
déductions,  en  allant  toujours  dans  le  même  sens  du  connu  à 
l'inconnu,  sans  jamais  revenir  en  arrière  sur  un  chemin  où 
l'on  n'a  rien  laissé  d'obscur.  Le  sens  et  la  portée  des  principes 
échappent  au  débutant,  qui  saisit  mal  la  distinction  entre  ce 
qu'on  lui  demande  d'accorder  et  les  conséquences  purement 
logiques  des  hypothèses  ou  des  axiomes;  parfois,  la  démon- 
stration lui  paraît  plus  obscure  que  l'énoncé  ;  c'est  en  vain 
qu'il  s'attarderait  dans  la  région  des  principes  pour  la  mieux 
connaître,  il  faut  que  son  esprit  acquière  des  habitudes  qu'il 
n'a  pas,  qu'il  aille  en  avant,  sans  trop  savoir  ni  où  il  va,  ni  d'où 
il  part;  il  prendra  confiance  dans  ce  mode  de  raisonnement 
auquel  il  lui  faut  plier  son  intelligence,  il  s'habituera  aux  sym- 
boles et  à  leurs  combinaisons.  Revenant  ensuite  sur  ses  pas,  il 
sera  capable  de  voir,  du  point  de  départ  et  d'un  seul  coup  d'œil, 
le  chemin  parcouru  :  quelques  parties  de  la  route  resteront 
pour  lui  dans  l'ombre,  quelques-unes  même  seront  peut-être 
entièrement  obscures;  mais  d'autres  sont  vivement  éclairées; 
il  sait  nettement  comment  on  peut  aller  de  cette  vérité  à  cette 
autre;  il  sait  où  il  doit  porter  son  attention;  ses  yeux  mieux 
exercés  arrivent  à  voir  clair  dans  ces  passages  difficiles  dont  il 
n'aurait  jamais  pu  se  rendre  maître  s'il  ne  les  avait  franchis; 
il  est  maintenant  capable  d'aller  plus  loin  ou  de  suivre  une 
autre  direction;  il  entre  en  possession  de  vérités  nouvelles  qui 
s'ajoutent  aux  vérités  anciennes  et  qui  les  éclairent;  il  s'étonne 
parfois  des  perspectives  inattendues  qui  s'ouvrent  devant  lui  et 
lui  laissent  voir,   sous    un  aspect   nouveau,    des   régions   qu'il 


(  •>:  ) 

cToyail  connailie  enlièreiiieiil  ;  |)t'u  à  |)iii  Il's  (unhics  disparais- 
sent et  la  l)eaiit('  de  la  Science,  si  une  dans  sa  liclic  diveisilc, 
lui  apparaît  avec  tout  son  éclat. 

(ie  qui  se  passe  dans  l'esprit  de  celui  qui  étudie  les  Mathé- 
niatiqnes  n'est  que  l'image  de  ce  qui  s'est  passé  dans  la  création 
et  l'oriianisation  de  la  Science;  dans  ce  long  travail,  la  rigueur 
déduclive  n'a  pas  été  seule  à  jouer  un  rôle.  On  peut  raisonner 
fort  bien  et  fort  longtemps  sans  avancer  d'un  pas,  et  la  rigueur 
n'empêche  pas  ua  raisonnement  d'être  inutile.  Même  en  Mathé- 
matiques, c'est  souvent  par  des  chemins  peu  sûrs  que  l'on  va  à 
la  découverte.  Avant  de  faire  la  grande  route  qui  y  mène,  il 
laut  connaître  la  contrée  oii  l'on  veut  aller;  c'est  cette  connais- 
sance même  qui  ])ermet  de  trouver  les  voies  les  plus  directes; 
c'est  l'expérience  seule  qui  indique  les  points  où  il  faut  porter 
l'effort;  ce  sont  les  difficultés,  parfois  imprévues,  qui  se  dres- 
sent devant  les  géomètres  qui  les  forcent  à  revenir  au  point  de 
départ,  à  chercher  une  route  nouvelle  qui  permette  de  tourner 
l'obstacle.  S'imagine-t-on,  par  exemple,  les  inventeurs  du 
Calcul  différentiel  et  intégral  s'acharnant,  avant  d'aller  plus 
loin,  sur  les  notions  de  dérivée  et  d'intégrale  définie?  Ne 
valait-il  pas  mieux  montrer  la  fécondité  de  ces  notions,  dont 
l'importance  justifie  le  soin  qu'on  a  mis  à  les  éclaircir?  Cette 
revision  même,  qu'on  a  faite  de  notre  temps,  l'aurait-on  entre- 
prise sans  les  questions  que  l'étude  des  fonctions  et  particu- 
lièrement des  séries  trigonométriques  a  posées  d'une  manière 
inévitable? 

Pour  en  revenir  à  l'enseignement,  il  me  semble  que,  dans 
notre  système  d'instruction,  la  revision  des  principes  de  l'Ana- 
lyse s'impose  nécessairement  comme  transition  entre  les  ma- 
tières que  l'on  traite  dans  les  cours  de  iMathématiques  spéciales 
et  celles  que  l'on  étudie  soit  dans  les  Facultés,  soit  dans  les 
Ecoles  d'enseignement  supérieur.  A  la  fin  de  la  classe  de  Ma- 
thématiques spéciales,  les  élèves  sont  maîtres  d'un  nombre  de 
faits  mathématiques  déjà  considérable;  ils  possèdent  les  élé- 
ments de  l'Algèbre,  de  la  Géométrie  analytique  et  même  du 
Calcul  différentiel  et  intégral.  Un  classement  rigoureux  de  ces 
matériaux  est  indispensable.  C'est  pour  faciliter  ce  travail,  en 
ce  qui  concerne  l'Analyse,  que  je  me  suis  décidé  à  publier  le 
présent  Livre,  où  j'ai  développé  quelques  leçons  faites  à  l'Ecole 
Normale  en  i883.  Je  l'ai  fait  aussi  élémentaire  que  j'ai  |hi,  en 
m'cfforçant   de  rap|)rochcr  les  choses    des    principes,    mais  en 
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essayant   toutefois  d'être  particulièrement    utile   à    ceux,    qui 
désirent   pousser  leurs   études  mathématiques    beaucoup   plus 
loin  que  je  ne  prétends  les  conduire. 

Je  n'ai  eu  qu'à  me  livrer  à  un  travail  d'arrangement  et  de 
rédaction  :  les  faits  mathématiques  qui  constituent  et  consti- 
tueront toujours  les  éléments  de  l'Analyse  étaient  acquis  pour 
la  plupart  au  commencement  de  ce  siècle;  à  la  vérité,  bien  des 
démonstrations  laissaient  à  désirer;  mais,  après  les  exemples 
de  rigueur  donnés  par  Gauss,  après  les  travaux,  de  Cauchy, 
d'Abel,  de  Lejeune-Dirichlet,  de  Riemann,  de  M.  O.  Bonnet, 
de  M.  Heine,  après  l'enseignement  de  IM.  Weierstrass,  divulgué 
et  développé  par  ses  disciples,  après  le  Mémoire  de  M.  Darboux 
sur  les  fonctions  discontinues,  les  Livres  de  M.  Dini  et  de 
M.  Lipschitz,  il  ne  semble  pas  qu'il  reste  quelque  chose  d'es- 
sentiel à  élucider  dans  les  sujets  auxquels  je  me  suis  borné. 

On  peut  constituer  entièrement  l'Analyse  avec  la  notion  de 
nombre  entier  et  les  notions  relatives  à  l'addition  des  nombres 
entiers;  il  est  inutile  de  faire  appel  à  aucun  autre  postulat,  à 
aucune  autre  donnée  de  l'expérience;  la  notion  de  l'infini,  dont 
il  ne  faut  pas  faire  mystère  en  Mathématiques,  se  réduit  à  ceci  : 
après  chaque  nombre  entier,  il  y  en  a  un  autre.  C'est  à  ce  point 
de  vue  que  j'ai  essayé  de  me  placer.  A  la  vérité,  pour  être 
complet,  il  eût  fallu  reprendre  la  théorie  des  fractions;  une 
fraction,  du  point  de  vue  que  j'indique,  ne  peut  pas  être  re- 
gardée comme  la  réunion  de  parties  égales  de  l'unité;  ces  mots 
parties  de  Vunité  n'ont  plus  de  sens  :  une  fraction  est  un  en- 
semble de  deux  nombres  entiers,  rangés  dans  un  ordre  dé- 
terminé ;  sur  cette  nouvelle  espèce  de  nombres,  il  y  a  lieu  de 
reprendre  les  définitions  de  l'égalité,  de  l'inégalité  et  des  opé- 
rations arithmétiques.  J'aurais  dû  aussi  reprendre  la  théorie 
des  nombres  positifs  et  négatifs,  théorie  que  l'on  ne  dégage  pas 
toujours  de  la  considération  des  grandeurs  concrètes,  et  dans 
laquelle  il  faut  encore  reprendre  à  nouveau  les  définitions  élé- 
mentaires. Mais  tout  cela  est  facile  et  les  développements  que 
j'aurais  dû  donner  sur  ces  sujets  auraient  allongé  mon  Livre  et 
augmenté,  sans  grande  utilité,  la  fatigue  du  lecteur.  J'ai  donc 
supposé  acquise  la  théorie  des  opérations  rationnelles  sur  les 
nombres  entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs,  et  j'ai 
débuté  par  l'introduction  des  nombres  irrationnels.  J'ai  déve- 
loppé une  indication  donnée  par  M.  Joseph  Bertrand  dans  son 
excellent  Traité   d'Arithmétique   et    qui    consiste   à   définir  un 
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iiomiji'o  iiiatiiiiiiiol  en  disant  quels  sont  lous  les  nombres  ra- 
tionnels qui  sont  plus  petits  et  tous  ceuv  qui  sont  plus  grands 
que  lui;  e'est  de  cette  façon  que  les  nombres  irrationnels  s'in- 
troduisent le  plus  naturellement  quand  on  traite  de  la  mesure 
des  grandeurs  incommensurables  avec  l'unité;  j'ai  d'ailleurs 
cherché  à  dégager  la  notion  de  nombre  irrationnel  de  son  ori- 
gine géométrique.  J'ai  appris,  par  une  citation  de  INI.  G.  Cantor 
i^Grundlagen  einer  allgemeiner  Mannichfaltigkeitslehre, 
p.  2i),  que  M.  Dedekind  avait  développé  la  même  idée  dans  un 
écrit  intitulé  Stetigkeit  luicl irraiionale  Zahlen  (Brunswick, 
1872);  je  n'ai  pas  eu  à  ma  disposition  le  travail  de  M.  Dede- 
kind, mais  les  développements  d'une  même  idée  se  ressemblent 
forcément,  et  il  y  a  lieu  de  supposer  que  ce  qui  est  bon  dans 
mon  exposition  se  retrouve  dans  celle  du  géomètre  allemand, 
qui  a  d'ailleurs  bien  d'autres  titres  de  gloire.  D'autres  points 
de  départ  ont  été  indiqués  :  1\I.  Weierstrass,  qui  ne  craint 
pas  de  s'attarder  sur  ces  matières  dans  un  cours  qui  aboutit 
à  l'étude  des  fonctions  abéliennes,  considère,  si  mes  ren- 
seignements sont  exacts,  un  nombre  irrationnel  comme 
la  somme  d'un  nombre  infini  d'éléments  rationnels,  en  préci- 
sant toutefois  avec  rigueur  sous  quelles  conditions  on  peut 
parler  de  pareilles  sommes  et  les  employer;  M.  Heine,  dans 
le  Mémoire  déjà  cité.  Die  Elenientc  der  Functionenlehre , 
a  proposé  de  dire  qu'une  suite  infinie  de  nombres  rationnels 

"1,      "2.      •••,      Un-     ■■■ 

a  une  llinite  lorsque,  à  chaque  nombre  rationnel  positif  z  cor- 
respond un  indice  n  tel  que  la  différence  Un^p — Un  soit,  pour 
toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  positif/),  inférieure  à  s  en 
valeur  absolue.  Cette  définition  admise,  l'introduction  des 
nombres  irrationnels,  comme  limites  de  pareilles  suites,  ne 
souffre  aucune  difficulté;  c'est  la  marche  qu'ont  suivie 
MM.  Lipschitz,  du  Bois-Reymond,  G.  Cantor.  Je  trouve  celte 
définition  plus  arbitraire  que  celle  que  j'ai  adoptée,  qui 
permet,  dès  qu'un  nombre  irrationnel  est  défini,  de  lui  donner 
sa  place  dans  l'échelle  des  nombres;  cependant,  comme  on  ne 
peut  se  dispenser  de  faire  l'étude  des  suites  qui  jouissent  de 
la  propriété  précédente,  j'ai  fait  cette  étude  indépendam- 
ment de  la  théorie  des  opérations  effectuées  sur  les  nombres 
irrationnels,  en  montrant  comment  elle  permettrait  de  consti- 
tuer cette   théorie.  Le  lecteur  ne  manquera  pas  de   remarquer 
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que  mon  exposition  pourrait  être  abrégée  en  ne  reprenant  pas 
deux  fois,  comme  j'ai  fait,  les  choses  au  commencement. 

Les  notions  de  nombre  irrationnel  et  de  limite  une  fois 
acquises,  les  éléments  de  la  théorie  des  séries  et  des  produits 
infinis  ne  présentent  aucune  difficulté;  les  deux  façons  d'intro- 
duire ces  notions  y  jouent  un  rôle  essentiel;  la  seconde  n'est 
d'ailleurs  autre  chose  que  le  point  de  départ  adopté  par 
Gauchy,  pour  la  théorie  des  séries,  dans  son  Cours  d'Analyse 
de  l'École  royale  Polytechnique,  Livre  qu'on  peut  encore 
admirer,  depuis  le  temps  où  Abel  disait  qu'tV  devait  être  lu 
par  tout  analyste  qui  aime  la  rigueur  dans  les  recherches 
mathématiques.  La  notion  de  produit  infini  se  relie  étroite- 
ment à  celle  de  série;  les  deux  notions,  à  elles  deux,  ne  tien- 
nent pas  plus  de  place  dans  l'esprit  qu'une  seule;  j'ai  cru  de- 
voir les  développer  concurremment. 

Avant  de  parler  des  séries  et  des  produits  infinis  dont  les 
termes  dépendent  d'une  variable,  j'ai  donné  quelquçs  théo- 
rèmes généraux  relatifs  aux  fonctions  d'une  variable;  je  me 
suis  efforcé  de  préciser  les  définitions,  d'éclaircir  les  notions 
de  continuité,  délimites  supérieure  et  inférieure.  J'ai  fait  grand 
usage,  dans  ce  Chapitre  et  ailleurs,  du  beau  Mémoire  de 
M.  Darboux  Sur  les  fonctions  discontinues.  J'ai  repris  en- 
suite les  définitions  des  fonctions  a^.  logj",  x'"  ;  à  propos  de 
la  fonction  a^,  j'ai  reproduit  la  démonstration  par  laquelle 
Gauchy  déduit  la  forme  de  cette  fonction  de  son  théorème 
d'addition. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  je  reprends  la  théorie  des  séries 
et  des  produits  infinis;  je  me  suis  appesanti  particulièrement 
sur  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives d'une  variable;  à  la  vérité,  j'ai  supposé,  là  comme  par- 
tout, la  variable  réelle  :  une  variable  imaginaire,  c'est  au  fond 
deux  variables  réelles,  et  je  tenais  à  me  limiter  au  cas  dune 
seule  variable;  mais  l'exposition  est  faite  de  manière  à  per- 
mettre la  généralisation  immédiatement  et  sans  aucun  effort; 
il  n'y  a,  le  plus  souvent,  qu'à  mettre  le  mot  module  à  la  place 
des  mots  valeur  absolue.  Dans  notre  enseignement,  on  déduit 
d'habitude  de  la  formule  de  Taylor  les  développements  en 
série  des  fonctions  trigonométriques,  et  l'on  tire  leurs  déve- 
loppements en  produits  infinis  ou  en  séries  de  fractions  simples 
de  propositions  générales  appartenant  à  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  %ariable  imaginaire:  il  me  paraît  bien  regrettable 
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(le  laisser  ii^noriM'  aux  éludianls  le?  procéilés  si  simples,  si 
naturels  par  lesquels  Euler  a  oblcnu  ces  développemenls;  ils 
tieviennent  tous  rigoureux  par  l'application  d'un  même  raison- 
nement, de  celui  qui  permet  de  déduire  la  continuité  d'une 
série  de  l'uniformité  de  sa  convergence.  Il  va  sans  dire  que  j'ai 
dû  dégager  la  définition  des  fonctions  circulaires  de  toute  con- 
sidération géométrique;  j'ai  terminé  ce  Chapitre  en  indiquant 
les  propriétés  les  plus  simples  de  la  fonction  r(;r),  de  manière 
à  mettre  le  lecteur  sur  la  voie  du  beau  théorème  deî\l.  Wcier- 
strass  sur  la  décomposition  d'une  fonction  transcendante  entière 
en  facteurs  primaires. 

J'aborde  enfin  les  notions  de  dérivée  et  d'intégrale  définie; 
mon  but  n'était  pas  d'écrire  un  Traité  de  Calcul  différentiel  et 
intégral;  j'ai  glissé  sur  les  procédés  de  calcul,  en  insistant  sur 
les  théorèmes  généraux.  J.  Tanxerv. 
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SLR  LES  LIG\ES  DE  POLRSLITE; 

Pak  m.  E.  CESARO. 


1.  Dans  les  tracés  graphiques,  relatifs  à  la  construc- 
tion des  voûtes,  alors  que  l'on  clierehe  à  déterminer  la 
poussée  due  à  un  ensemble  de  voussoirs,  on  rencontre 
une  intéressante  déduction  de  lignes,  que  nous  voulons 
examiner  de  près,  en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue 
abstrait  et  général.  Ln  point  M  se  meut,  dans  le  plan, 
suivant  une  tiajectoire  quelconque  :  soit  s  le  chemin 
parcouru  depuis  le  point  fixe  A.  Ayant  désigné  par  </ 
une  fonction  de  s,  déposons  en  chaque  point  M,  sur 
l'élément  cis,  une  masse  (/ris^  et  appelons  respectivement 
Q  et  Mg  la  résultante  et  le  centre  de  gravité  des  masses 
appliquées  le  long  de  l'arc  A_M.  Il  s'agit  d'étudier  les 
rapports  existant  entre  les  lignes  (M)  et  (Mo)-  Tout  ce 
que  nous  allons  dire  s'étend,  fort  naturellement,  aux 
lignes  non  planes  :  alors  (M)  doit  être  considérée  comme 
une  ligne  quelconque,  tracée  sur  la  surface  développable 
dont  (Mq)  6St  l'arcte  de  rebroussement  5  mais,  pour  plus 
de  simplicité,  nous  raisonnerons  exclusivement  sur  des 
lignes  planes. 

2.  Ayant  le  point  Mq,  correspondant  à  M,  si  l'on  veut 
le  point  M'„,  correspondant  au  point  JM',  infiniment  voisin 
de  M,  on  sait  qu'il  faut  prendre,  sur  MqM',  le  point  qui 
partage  ce  segment  dans  le  rapport  q  ds  à  Q.  Il  en  résulte 
que  Mo  est  constamment  dirigé  ve/s  M,  et  que  le  rap- 
port des  "vitesses  des  deux  mobiles  est 
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où  /•  désigne  la  distance  MM„.  Ainsi  (Mo)  est  une  ligne 
de  poursuite,  relativement  à  (M).  Il  est  évident,  en 
outre,  que,  dans  tout  mouvement  de  poursuite,  les  deux 
trajectoires  peuvent  être  regardées  comme  ayant  entre 
elles  des  relations  analogues  à  celles  des  lignes  (M), 
(Mo);  car,  Je  rapport  des  vitesses  étant  donné,  l'inté- 
gration de  Tégalité  (i)  fait  connaître,  à  chaque  instant, 
la  valeur  de  la  fonction  Q,  et,  par  suite,  celle  de  la 
masse  unitaire  q.  En  d'autres  termes,  tout  mobile,  qui 
en  poursuit  un  autre,  peut  être  généralement  considéré 
comme  étant,  à  un  moment  quelconque,  le  centre  de 
gravité  du  chemin  parcouru  par  le  mobile  poursuivi,  ce 
chemin  étant  supposé  matérialisé  suivant  une  certaine 
loi. 

3.  Soient  respectivement  Zq  et  Oo  Vangle  de  contin- 
gence et  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  (Mq),  au 
point  Mq.  Le  triangle  Mo  MM'  donne 

ds  r  r  -H  dr  -\-  dso 

(  2  )  —    =    • ^^=    ; > 

Zq         siiK  0  —  £o)  sinO 

0  étant  Vangle  des  directions  suivies  par  les  deux  mo- 
biles. On  déduit  de  là 

'  sinO  ds 

Si  l'on  observe,  en  outre,  que  la  différence  s  —  z^  des 
angles  de  contingence,  en  deux  points  correspondants, 
n'est  autre  chose  que  d^^  on  a 

(4)  ^^  =  i_^. 

rf*  p  Po 

Ces  formules  sont  suffisantes  pour  l'étude  des  lignes 
de  poursuite.  On  peut  leur  adjoindre  la  relation 

,  .        ^   f'  K 

(5)  cosO  =  2Km-  Q  -,-  -, 

ds  q 
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.qu'il  (\st  aisé   (robtenir  par  inio  Iransformalion   simple 

de  (3). 

4.  Il  est  vrai  que,  dans  tout  ceci,  nous  avons  pris  M„ 
entre  Mo  et  ]M,  ce  qui  caractérise  le  mouvement  da  pour- 
suite, proprement  dit;  mais  les  formules  précédentes 
sont  évidemment  applicables  à  un  mouvement  àefuite^ 
pourvu  que  Ton  remplace  ds^  par  —  dls^^  dans  (i)  et  (3), 
et,  par  suite,  que  l'on  cliange  le  signe  de  K,  dans  (a) 
et  (4)-  De  plus,  0  représente  le  supplément  de  l'angle 
des  vitesses.  Un  exemple  remarquable  nous  est  fourni 
par  la  développée  de  la  ligne  (M),  répondant  au  cas 

où  Q  est  constamment  égal  à  -■>  Les  formules  (2),  (3), 

(4),  modifiées  comme  il  vient  d'être  dit,  donnent  immé- 
diatement les  égalités  connues 

do 

Puis,  tenant  compte  de  ces  relations,  l'égalité  (1) 
donne  facilement,  à  moins  d'un  facteur  constant,^ 

d- 

On  voit  par  là  que,  dans  le  cas  d'une  développée, 
chaque  élément  doit  être  cliargé  proportionnellement  à 
la  variation  subie  par  la  courbure,  le  long  de  l'élément 
considéré. 

5.  De  la  même  trajectoire  (M)  déduisons  une  ligne 
de  poursuite  (M,),  répondant  à  la  condition,  plus  géné- 
rale, de  0  constant.  Elle  est,  suivant  la  dénomination 
proposée  par  Lancret,  une  développoïde  de  (M).  Au 
moyen  des  formules  ci-dessus,    on    trouve   immédiate- 
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ment 

ri  =  osinn.         5i=psint) — s  cosh,         pi=p——' 

as 

La  première  égalité  prouve  que  M,  appartient  à  la 
circonférence  décrite  sur  IM!Mq  comme  diamètre  :  ce 
théorème  est  dû  à  Réaumur.  La  deuxième  égalité  donne 
la  longueur  de  l'arc  de  développoïdc  :  rectitîé  sur  MM,, 
il  est  compris  entre  M,  et  la  projection,  surMMi,  du 
point  jN  ,  correspondant  à  M,  sur  la  développante 
de  (M).  Pour  que  la  ligne  (Al,)  se  réduise  à  un  point, 
il  faut  et  il  suffit  que  s,  soit  constamment  nul,  et,  par 
suite,  que  l'on  ait 

(fi)  p  =  5cote. 

Mais  alors  la  ligne  (M),  rencontrant  les  rayons  issus 
de  M,,  sous  V angle  constant  H,  n'est  autre  chose  qu'une 
spirale  logarithmique,  de  pôle  M,.  Il  résulte  qu'une 
telle  courbe  est  caractérisée  par  l'équation  (6). 

6.    Au   moyen  d(;  la    deuxième    égalité,   la    troisième 

devieiît 

p,  =  pû  sin  6  —  p  cosO. 

Cette  formule,  due  àMinich,  retrouvée  par  M.  Ha- 
bicli,  montre  que  les  centres  de  courbure  des  dévelop- 
poïdes  appartiennent  à  la  circonférence  décrite  sur  le 
rayon  de  courbure  de  la  développée.  Ceci  prouve,  de 
plus,  que  la  développoïdc,  sous  l'angle  0,  de  la  déve- 
loppée d'une  ligne  quelconque,  ne  diffère  pas  de  la  dé- 
veloppée de  la  développoïdc,  sous  le  même  angle,  de  la 
ligne  considérée.  C'est  là  un  cas  particulier  du  théorème 
de  Lancret,  d'après  lequel  on  peut,  dans  la  recherche 
des  développoïdes  successives,  sous  différents  angles, 
d'une  ligne  donnée,  intervertir  l'ordre  des  déductions, 
sans  altérer  la  dernière  développoïdc. 
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7.  Lorsque  la  ligne  (M)  est  donnée  {)ar  son  cû/iuilion 

intrinsèque 

F(p,s)=o, 

on  a  l'équation  de  sa  développoïde,  sous  l'angle  0,  en 
éliminant  p  et  s  entre  l'égalité  qui  précède  et  les  éga- 
lités 

dç) 

Pi  =  p  -—  sinO  —  p  cosO,         5]  =  p  sinO  —  s  cosO, 

obtenues  plus  liant.  Considérons,  par  exemple,  l'équa- 
tion 

(7)  f-=iKs, 

qui  représente  une  développante  de  cercle.  L'élimina- 
tion indiquée  donne  l'équation 

p|  =  R'^sin'-O  —  iKsi  cosf), 

réductible  à  la  forme  (7),  par  le  changement  de  5,  en 
j s,.    Ainsi    les  développoïdes  d'une  dévelop- 

'2      COS'J 

pante  de  cercle  sont  autant  de  développantes.  Ce  résultat 
est  presque  évident. 

8.  On  sait,  d'ailleurs,  que,  plus  généralement,  en 
vertu  du  théorème  de  M.  Fouret,  la  développoïde  d'une 
courbe  cycloïdale  est  une  courbe  semblable.  Bien  que 
ce  théorème  ait  été  démontré,  fort  simplement,  par 
M.  Rouquet,  dans  les  Nouvelles  Annales,  et  par 
M.  Mansion,  dans  la  Nouvelle  Correspondance^  nous 
voulons  en  donner  une  autre  démonstration^  basée 
exclusivement  sur  les  Ibrmules  qui  précèdent.  Dans  ce 
but,  il  est  utile  d'observer,  avant  tout,  (pie,  si  la 
ligne  (M)  est  donnée  par  les  équations 
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les  équations  de  sa  développoick-,  sous  l'angle  0,  sont 

5]  =  ci(OsinO  —  (];(^)cosO. 

Or  on  sait  que  l'équation  intrinsèque,  générale,  des 
courbes  cycloïdales,  est 

a- p^ -\- b- s- =^  a- b- , 

l'origine  des  arcs  étant  également  éloignée  de  deux 
points  de  rebrousseinent  consécutifs.  Rappelons  que, 
lorsque  a  cl  h  varient,  en  conservant  un  rapport 
constant,  il  en  est  de  même  des  rayons  des  cercles  géné- 
rateurs, de  sorte  que  la  courbe  reste  semblable  à  elle- 
même.  Cela  posé,  à  l'équation  ci-dessus  on  peut  substi- 
tuer les  suivantes  : 

Les  équations  de  la  développoïde,  sous  l'angle  0,  sont 
donc 

p  1  = -ib sin 0  cos t  +  a cos 6  sin t ). 

'a 

Si  =  b  sinO  sin  t  —  a  cos  6  cos  t. 
Enfin  l'élimination  de  t  donne 

rtfpf  -f-ôf^f  =  a^bj. 
pourvu  que  l'on  pose 


^=^  =  4/cos2r>  +  É!sin2e. 
a         b       y  rû- 

Le  théorème  de  M.  Fouret  est  démontré.  Le  radical 
représente  aussi  le  rapport  de  similitude  des  deux 
courbes.  En  y  supposant  0  variable,  on  voit  que  les  dia- 
mètres générateurs  de  toutes  les  développoïdes  sont  en 
raison  inveise  des  diamètres  d  une  ellipse.  Les  axes  de 
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colle  ellipse  soûl  les  diamètres  des  cercles  généraleuis  de 
la  courbe  et  de  sa  développée.  Daus  le  cas  de  la  cycloïde, 
l'ellipse  devieut  un  cercle,  et  toutes  les  développoïdes 
sont  égales  à  la  courbe  primitive. 

9.  Parmi  les  points  M,,  correspondant  à  M,  sur  les 
différentes  développoïdes,  il  en  est  un,  P,  qui  consti- 
tue, pour  la  courbe  correspondante,  un  point  de 
rebroussement.  D'après  les  constructions  indicpiées  plus 
haut,  il  est  à  l'intersection  des  circonférences  décrites 
sur  les  rayons  de  courbure  de  (M)  et  de  sa  développée, 
pris  comme  diamètres.  Il  est  donc,  dans  le  triangle  rec- 
tangle avant  pour  côtés  ces  rayons  de  courbure,  la  pro- 
jection du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 
La  développoïde,  à  laquelle  appartient  le  point  P,  sépare 
toutes  les  développoïdes  en  deux  classes,  suivant  qu'elles 
sont  ou  ne  sont  pas  des  lignes  de  poursuite  proprement 
dites.  Il  est  intéressant  d'étudier  le  lieu  (P),  que  l'on 
peut  appeler  la  ligne  de  rebroussement  de  (  M  ) .  V^oici 
des  exemples  : 

a.  On  a  vu  que  la  ligne  de  rebroussement  d'une 
spirale  logarithmique  se  réduit  à  un  point. 

b.  Si  (M)  est  une  développante  de  cercle,  la  ligne 
(Mo)  est,  par  définition,  une  circonférence  :  soient  R  son 
rayon,  et  O  son  centre.  Construisons  le  triangle  OMM^, 
rectangle  en  Mo  et  projetons  Mo  sur  OM  :  cette  projec- 
tion est  le  point  clierclié  P.  Or  nous  voyons  que 

OP.OM  =  R2. 

La  ligne  (P)  est  donc  inuerse  de  la  développante,  par 
rapport  au  cercle  directeur.  Conséquemment,  elle  est, 
comme  l'a  fait  remarquer  M.  Neuberg,  une  tr actrice 
polaire.  Ainsi  :  la  ligne  de  rebroussement  d'une  dé- 
veloppante de  cercle  est  une  fractrice  polaire. 
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c.  Si  (M)  esl  une  cjcloïde,  on  sait  que  l'iiypolénuse 
du  triangle  des  rayons  de  courbure  est  perpendiculaire 
à  la  base  de  la  courbe,  et  que  celle-ci  divise  MMg  en 
deux  parties  égales.  Il  en  résulte  que  P  est  le  symé- 
trique de  ]M,  par  rapport  à  la  base.  Conséquemment  : 
la  li^ne  de  rebroussenient  d  une  cjcloïde  est  une  autre 
cjcloïde,  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  la 
base. 

10.  Nous  avons,  du  reste,  des  formules  générales,  qui 
permettent  de  clierclier  l'équation  intrinsèque  de  (P), 
connaissant  celle  de  (M).  Prenons  comme  axes  la  nor- 
male et  la  tangente  à  (M),  au  point  M,  en  les  dirigeant 
de  telle  sorte  que  les  coordonnées  x,  j^  de  P  soient 
positives.  Soit 

?0  "? 

tane  co  =  ■ —  =  -r^  7  u  ^=  p  cosco. 

p        as 

Les  constructions  nécessaires  pour  obtenir  le  point  P 
montrent  que  u  et  co  sont  les  coordonnées  polaii^es  de  ce 
point  et,  par  suite,  que 

X  =^  u  cosoj.         r  :=  u  sin  a». 

Lorsque  Met  P  passent  aux  positions  infiniment  voi- 
sines, en  entraînant  les  axes,  les  coordonnées  du  second 
point  subissent  les  variations 

^  \x  =  cosco  du  —  u  sin 03  cIm  =  cos^oj  dç,  —  ,o  sina  w  dia, 

I  \y  =  sino)  du  -+-  u  cosoj  dto  =^  sin  w  cosco  dp  -+-  p  cosaoj  rfoj. 

Les  formules  pour  le  changement  d'axes  montrent 
immédiatement  que  les  variations  des  coordonnées  de  P, 
par  rapport  aux  anciens  axes,  sont 

dx  =  \x  —  zy,        dy  =  \y  -h  tx  —  ds. 
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Si  l'on  observe  que 

_  ds  _  do 

?  Po  ' 

les  dernières  égalilés  deviennent 

(8)  dx  = —  p  sinaw  dw,         dy  =  p  cosito  f/(o. 
On  en  déduit,  en  premier  lieu, 

dy 

-y-    =  —  C0t2C0. 

dx 

Par  conséquent  :  les  tangentes  à  une  coiube  et  à  sa 
ligne  de  rebroiissenient,  en  deux  points  correspon- 
dants, sont  également  inclinées  sur  la  droite  (/ai  joint 
ces  points. 

H.  Si  l'on  a  égard  à  ce  théorème,  la  simple  considé- 
ration de  la  figure  montre  que  l'angle  de  contingence 
de  (P)  est  £  -h  2.do).  D'autre  part,  en  élevant  au  carré 
et  en  ajoutant  les  égalités  (8),  on  voit  que  l'élément 
linéaire  de  la  même  courbe  est,  au  signe  près, 

(9)  ds'  =  pdio. 

11  en  résulte  que  le  rayon  de  courbure  de  (P)  est 
donné  par  la  formule 

,  pdu)  p- 

P  =  - 


2f/0J  -i-  £  ds 

Or  nous  avons 

d^p 
d?  diù  ds^ 


to  =  arc  tanff  -^t  -r-  = 

*'  ds  ds 


pourvu  que  l'on    prenne    s  comme    variable  indépen- 
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ddiile.  Donc  enfin 

12.  Les  formules  (9)  et  (10)  sont  suffisantes  pour  la 
recherche  de  l'équation  intrinsèque  de  (P).  Il  faut,  pour 
cela,  éliminer  p  et  5  entre  l'équation  de  (M),  la  rela- 
tion (10),  et  l'égalité  qui  résulte  de  l'intégration  de  (9). 
Voici  des  exemples  : 

a.  Une  développanie  de  cercle  est  représentée  pai- 
l'équation  (17).  Dans  ce  cas,  les  formules  (9)  et  (lo) 
donnent 


'         R2— p2  °         R 

Eliminons  p,  et  supprimons  les  accents.  11  vient 


p  =  R 


C'est  l'équation  d'une  tracLrlce  polaire. 

h.   L'équation  intrinsèque  de  la  chaînette  est 


5" 

a-] 

a 


La  formule  (10)  devient 

2p2 


'         8  p  —  3  rt 
D'autre  part,  l'intégration  de  (9)  donne 


a     is       ^  7,  s 

s  —  -  { i-  3  arc  tanff  — 

4  \  a  «  , 
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L'éliiniiialion  de  p  et  .v,  entre  ces  trois  égalités,  eon- 
ilnit  à  une  équation  compliquée. 

c.  Mais  il  y  a  des  lignes  qui  sont,  à  un  certain  point 
de  vue,  plus  générales  (jue  la  cliainette  :  on  peut  les 
appeler  aljsoïdes.  Ce  sont  les  développées  des  courbes 
dont  l'équation  générale  est 


p  ^  c\  e"^  —  I. 

Pour  c  ^=:  n^  cette  équation  représente  une  tracirice, 
ou  méridienne  de  la  pseudosphère  :  la  développée  est, 
alors,  une  chaînette.  Si  la  grandeur  c  reste  quelconque, 
on  trouve  que  l'équation  de  la  développée  est 

a  p  =:  S'  -i-  c- . 

Telle  est  l'équation  générale  des  alysoïdes.  Parmi  ces 
courbes  il  y  en  a  une  qui  est  fort  remarquable   :  elle 

répond  au  cas  de  c  =  -  •  Alors  les  formules  (9)  et  (10) 
deviennent 


,      5 

2 


de  sorte  que  la  ligne  de  rehroussemenl  de  cette  aljsoïde 
particulière  est  une  autre  aljsoïde.  Les  formules  géné- 
rales, appliquées  au  cas  actuel,  permettent  d'affirmer, 
en  outre,  que  le  point  de  rebroussement,  relatif  à  un 
point  quelconque  de  V aljsoïde  considérée,  se  trouve  à 
une  distance  constante  de  la  tangente  à  la  courbe.  Sa 
distance  à  la  normale  est  égale  à  la  longueur  de  la 
courbe,  comptée  à  partir  du  sommet. 

d.  La  courbe  dont  il  vient  d'être  question  est  loin 
d'être  caractérisée  par  les  propriétés  énoncées.  II  y  a, 
par  exemple,  la  ligne  représentée  par  l'équation 

p  =  -  \e"^  -\-e    "J  , 
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(jiii  jouit  de  propriétés  analogues.  On  trouve,  en  effet, 

■^-y  S   -S. 

L'é(]uation  de  la  ligne  de  rebroussement  est  donc 

p  =  -  U«  -t-  e   «/• 

'         b 

En  outre,  la  distance  de  tout  point,  au  point,  de 
rebroussement,  qui  lui  correspond,  est  cojistante .  On 
povuTait  rechercher,  plus  généralement,  quelles  sont  les 
lignes  pour  lesquelles 

P  ,      « 

'  a  p 

Par  nos  formules,  le  problème  est  réduit  à  une  simple 
intégration.  Sans  le  résoudre,  nous  dirons  que  l'on  doit 
avoir  nécessairement  a — [i  =  2.  Ainsi,  dans  les  deux 
cas  particuliers  traités,  nous  avions 

a=  4,         p  =  2;         a  =  3,  (3  =  1. 

13.  Pour  terminer  ces  remarques  sur  la  théorie  des 
développoïdes,  observons  que  l'égalité  (i)  devient 

-^  H =ecoie. 

Q        p 

Par  conséquent,  si  l'on  appelle  E  l'angle  des  tan- 
gentes aux  extrémités  de  l'arc  AM  ou,  avec  plus  de 
précision,  la  déviation  angulaire  totale  du  mobile  M,  on 
trouve,  à  moins  d'un  facteur  constant, 

-,EcolO  '^,    ^EcotO 

^  p  ''  p*     sinO 

14.  Revenons  à  l'étude  du  mouvement  de  poursuite, 
proprement  dit.  Parmi  les  différentes  formes  que  l'on 


pc'ul  (.loiiMcf  ;i</,  il  y  on  a  quelqucs-uiifs  qui  présentent 
un  certain  iutéi-èt;  mais  nous  no  nous  y  arrêterons  pas. 

Ainsi,  pour  r/  =  -»  chaque  élément  se  trouve  chargé pro- 

P 
portionnellement  à  l'angle  do  contingence  correspon- 
dant, do  sorte  que  le  point  iM^  <'st,  suivant  la  dénomina- 
tion employée  par  Steiner_,  le  hary centre  de  courbure 
de  l'arc  AlM.  Alors  Q  n'est  autre  chose  que  E.  Pour 
q^=zi^\c  point  Mo  est,  tout  simplement,  le  centre  de 
grauité  de  l'arc  A]M.  Dans  ce  cas  Q  =  s,  et  les  formules 
trouvées  plus  haut  deviennent 

K=— ^=-,  po=    r— 7-,  COSO  =  2K  -1-5   -^• 

as        s  s  suit)  as 

Elles  expriment  autant  de  théorèmes  que  nous  avons 
eu  l'occasion  d'énoncer  ailleurs.  En  particulier,  ayant 
projeté  N  en  N'  sur  la  normale  à  (lMo),  la  deuxième  for- 
mule montre  que  le  centre  de  courbure  de  (Mo)  se  trouve 
sur  la  perpendiculaire  à  MN',  menée  par  M. 

lo.  J  a-l-il  des  trajectoires  telles  que  le  centre  de 
grauité  du  chemin  parcouru  se  déplace  avec  une  vitesse 
proportionnelle  à  celle  du  mobile  même?  —  Des  trois 
dernières  formules,  la  troisième  montre  que,  pour  une 
telle  trajectoire,  0  doit  être  constant,  ce  qui  réduit  l'é- 
quation (4)  à  po=  Ko.  D'ailleurs,  la  première  formule 
donne  /"^^K^.  Substituant  ces  deux  valeurs,  dans  la 
deuxième  formule,  on  obtient 

0  =  1*  col  6. 

C'est  l'équation  intrinsèque  de  la  ligne  cherchée.  Par 
comparaison  avec  (6),  on  voit  que  la  trajectoire  est  une 
spiralclo garithinique,  rencontrant  ses  rayons  vecteurs 
sous  un  angle,  dont  la  tangente  est  double  de  celle  de  0. 


(  7«  ) 
16.   Reprenons  les  relations  {:>.),  (3),  (4)-  On  peut  en 
déduire,  par  l'élimination  de  8,  d'autres  formules  im- 
portantes. En  effet,  en   tenant  eompte  de  (3),   la  for- 
mule (a)  devient 

(II)  Pû^ 


v/-('-iy 


Au  contraire,  si  l'on  a  égard  à  (2),  la  différenliation 
de  (3)  donne  la  valeur  de  y;  en  la  substituant  dans  (4), 
et  en  tenant  compte  de  (11),  nous  parvenons  à  l'impor- 
tante formule 


\/-(-^)' 


\  ds  ]  \  ds         ds^ 

qui  sert  à  la  reclierclie  des  trajectoires,  remplissant  cer- 
taines conditions. 


17.  Quelles  sont  les  lignes,  pour  lesquelles  la  niasse 
unitaire  q  varie  proportionnellement  au  rapport  des 
'vitesses?  —  En  vertu  de  (i),  cela  revient  à  demander  : 
Quelles  sont  les  lignes  pour  lesquelles  la  masse  résul- 
tante Q  varie  proporlionnellement  à  la  distance  des 
mobiles?  —  La  formule  (5)  montre  immédiatement  que, 
pour  ces  lignes,  cosB  =  2K,  c'est-à-dire  que  la  compo- 
sante de  la  vitesse  du  mobile  poursuivi,  suivant  la  di- 
rection de  l' autre  mobile,  est  le  double  de  la  vitesse 
de  celui-ci.  Pour  trouver  l'équation  intrinsèque  de  ces 
trajectoires,  employons  la  relation  (1 1),  en  y  supposant 
/•  =  CQ.  Nous  avons  d'abord 

,-        dsa        „  dr 


(  79  ) 
liCS  l'orimiliîs  (r  i)  et  [i^.)  deviciinciiL  donc 


(i4)  po  = 


([5) 


dr 
ds 


\/'~^m 


v~- 


4fêy 


ds  I  ds- 


Si,  par  exemple,  /•  est  donné  en  fonction  de  ^,  la  re- 
lation (i5)  est  l'équation  intrinsèque  de  la  trajec- 
toire (M).  De  même,  l'équation  (i 4)  représente  la  ligne 
(Mo),  pourvu  (|u'on  y  remplace  s  en  fonction  de  ^o,  ce 
qui  est  aisé,  puisque,  d'après  (i3),  .^o  ^le  diffère  pas  de  /■. 

18.  Pour  montrer  une  application  de  ces  formules, 
prenons 

R     .      5 

r=  —  sin-- 
2  R 

Comme  nous  pouvons  librement  disposer  de  la  con- 
stante C,  nous  la  ferons  égale  à  i,  et  nous  aurons 

Q  =  Rsin^,  <7  =  cos^. 

Les  formules  (i4)  ct(i5)  deviennent 

\\        s  R 

p„=-cos-,  p=-. 

D'après  la  dernière  égalité,  la  ligne  (M)  est  une  cii- 
conférence,  de  rayon  —  •  Quant  à  la  première,  observons 
que,  à  cause  de  /•=  5o,  on  a 

5  4  .SI 


(   «o   ) 
et,  par  suite, 


Or  on  sait  que  l'équation  inti-insèque 
a2p2_i_  6252=  a2^»2 
représente,  pour  a'^  b^  une  épicjcloïde,  engendrée  par 

le  roulement  d'un  cercle  de  rayon-  — -^,  sur  un  cercle 

•'        1  a  ^  b 

de  rayon  — j^-  Dans  le  cas  actuel, 


R 

R 

a  = 

—  <, 

6  =  — 

2 

4 

elles  rayons  des  deux  circonférences,  roulette  et  base, 
sont  respecti' 
d'après  (i3), 


R  R     T3 

sont  respectivement  —  ^'t  ^  •  liemarquons    encore  que, 


et,  par  suite. 


K  =    -   COS  =r    =    ~    COS' 
2  R  2 


'  =  S  =  3  '^OM. 


A  étant  l'origine  des  arcs,  sur  la  circonférence  (M), 
et  O  le  centre  de  celle-ci.  En  résumé,  ayant  tracé  la  cir- 
conférence (INJ),  on  déterminera  M^  en  prenant,  au  tiers 
de  l'arc  AM,  le  point  M';  puis,  au  quart  de  M'M,  le 
point  cherché  Mq.  Le  lieu  de  Mg,  coïncidant  avec  Fen- 
veloppe  de  M'M,  est  une  épicycloïde  à  deux  rebrousse- 
inents,  situés  sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  OA. 
Si,  en  chaque  point  M,  on  charge  réiément  ds  propor- 
tionnellement à  sa  projection  sur  M'M,  le  centre  de  gra- 
vité de  l'arc  AM,  ainsi  chargé,  estMo,  et  la  masse  résul- 
tante est  proportionnelle  à  la  distance  MMq. 

49.   Nous  terminerons  cette  Note  en  signalant  la  cor- 
rélation   remarquable  existant  entre  (Mq)  et  (M).   La 


(  .s.   ) 

ligne  (  M)  t'SL  la  f/t/jrcfoi/cd'ii/i  poi/if,  (jdi  se  nicnl  suf 
une  (hoite,  pondant  (juc  celle-ci  enveloppe  (Mo)-  Cor- 
iélali\cnu'iil,  la  ligne  (  Mo)  est  IV'^re/o/^/^e  d' une  droite, 
(|ni  tourne  autour  d'un  point,  pendant  que  celui-ci  dé- 
crit (M).  A  ce  point  de  vue,  on  peut  se  demander^  par 
exemple,  quelle  tlieorie  doit  être  considi'îrée  comme  cor- 
icspondant,  [)ar  dualité,  à  celle  des  déve/op/ioïdes.  11 
suKit,  évidemment,  de  supposer  que,  au  lieu  de  Vnng/e 
des  vitesses,  ce  soit  la  distance  des  deux  niohiles,  qui 
se  conserve  constante.  Etant  donnée  une  ligne  (Mo),  on 
en  déduira,  de  cette  manière,  une  infiiiité  de  lignes  (M), 
suivant  la  valeuj"  attribuée  à  la  constante  /■.  Poui'  une 
quelconque  de  ces  lignes,  les  formnies  (.>.)  et  (  ?>  )  donnent 

(i6)  /-^Potan-O, 

d'où  il  résulte  cpie  les  noiiuales  aux  diflérentes  lignes 
passent  par  le  centre  de  couibure  de  (Mo)'  t-'t?  P^'"  con- 
sécpient,  que  les  ta/ii^entes  enveloppent,  à  chaipie 
instant,  une  parahole.  Ce  théorème  est  foit  connu  en 
Cinématique,  et  nous  ne  le  citons  que  pour  le  comj)arer 
au  théorème  d<^  Rèauinur ,  dont  il  est  le  coi-rélatif.  Tous 
les  autres  résultats  de  la  tliéorie  des  mouvements  plans 
sont  renfermés  dans  les  Ajrmules  générales  (2),  (3),  (4)- 
Ainsi  l'on  démon tie  lacilement,  an  moyen  de  ces  for- 
mules, que  les  centres  de  courbure  des  trajectoires  con- 
sidérées se  trouvent,  à  chaifue  instant,  sur  une  coni(jue. 
En  edét,  la  dérivation  logaritiuni(pu'  de  (  i(>  )  non  s  donne, 
d'aboi'd 

r/0  =_sinOcosO  —  ; 

pli 

d'où,  en  désignant  par  pi  le  rayon  de  courbure  de  la 
développée  de  (M,,),  nous  déduisons 

r/0  si  11  0  ros-0 

ds"^  y^ '''• 

Ami.  (le  Matlu'mat .,   o'  soiio,  t.    V.  (  t'i-vrici'   188G.)  t) 


(  ^-  ) 

Ce   résultat,    substitué   clans  (4j,    fonduit    à  l'égalité 
cherchée 


(  po —  pi  sin6  cos6  jcosO 


Maintenant  il  est  aisé  d'obtenir  l'équation  du  lien 
des  centres  de  courbure.  En  prenant  respectivement 
comme  axes  des  x  et  des  j  les  normales  à  (Mo)  et  à  sa 
développée,  on  trouve  l'équation 

.r2  -i-  72  —  i_  _fy  —  p ,  y  =  o, 

po 

facile  à  discuter. 

!20.  Dans  les  applications  du  principe  de  dualité  à 
tles  questions  géométriques,  non  pfojeclu'cs,  on  voit 
surgir  bien  des  difhcultés.  Cela  doit  arriver  inévitable- 
ment, puisque,  dans  la  Géométrie  eiic/idienne,  telle  que 
l'expérience  inconsciemment  acquise  nous  l'a  fait  éta- 
blir, les  modes  de  mesure  des  angles  et  des  distances  ont 
des  bases  essentiellement  diverses.  Ainsi  l'on  se  deman- 
dera avec  raison  comment  il  peut  se  faire  que  la  para- 
bole, enveloppe  instantaîiée  des  tangentes  aux  trajec- 
toires des  points  d'une  droite  mobile,  corresponde, 
par  dualité,  à  \dL circonférence,  lieu  instantané àe&^o'inl?, 
de  contact  des  di'oiies  d'un  faisceau  mobile.  Il  est  vrai 
(lue  la  dualité  existe  dans  les  modes  de  génération;  mais 
elle  cesse  d'être  visible  dans  les  propriétés  des  lignes 
engendrées.  De  mèuie,  sous  beaucoup  de  points  de  vue, 
\a  spirale  logarithmique  correspond,  par  dualité,  à  la 
tractrice.  La  première  ligne  admet  le  point  parmi  ses 
développoïdes  :  les  autres  développoïdes  sont  des  spi- 
rales. Dans  la  déduction  corrélative,  une  tractrice  admet 
la  droite  parmi  les  lignes  qui  en  dérivent  ;  jnais  les  autres 
lignes  dérivées  //e  sont  pas  des  tractrices.  Ce  qui  vient 


i 


(  h;^  ) 

gâter  t'iilièrctncul  la  ronélalioii  doiU  il  s  agit,  est,  la  iion- 
cxislciici;  (lu  LJiéoièim'  de  f^aiicret,  traiisforiju''  d'après 
le  [)riiu'ip(î  do  dualilc.  yVussi  doiis  [)ropo.sons-iious  de 
repicndre  l'élude  des  ligues  de  poursuite,  en  utilisant 
les  idées  et  les  formules  de  la  Cjréonu'lrie' générale,  qui 
rauîènent  les  moyens  de  mesure  à  ait  simples  opérations 
[)rojectives,  de  manière  à  rétablir,  dans  tonte  sa  peifec- 
tion,  le  j)rincipe  de  dualité. 


SUR  LES  ÉQMTIOAS  DIFFERENTIELLES  LINÉAIRES 
SA\S  SECOND  MEMBRE  ; 

Pau  m.  E.  JAGGI, 

Etiicliant   à  la  l'aculti-  do  Besancon. 


Soit 
(l)  y'"^  Plj'«-'-l-  PoJ'«-2^-..  .-h  V,„y  =o 

1  é<|nation  dilléi-entielle  linéaire  sans  si'cond  meudjre  la 
[)lus  générale.  Je  me  propose  de  donner  une  méthode 
pour  former  l'équation  aux  produits  u  =zj  ^j.;,  'l^'s  inté- 
grales de  eette  étfuation. 

Soit  IM  l'ordre  de  eette  équation. 

Désignons,  pour  abréger,  par  S/,  la  soin  me 

en  sorte  que 

s^  —  s/' 

et  eon  venons  en  outre  que,  lorsque  A'  =^  //,  on  éerira  sim- 
plement 

s/'    _     t'/l   T-/' 

Gela  posé,  dérivons  M  fois  l'équation  u.  =z  •}  ^')  ,,,  jNous 


(  84  ) 
)OUVons  écrire 


u 

= 

■  s» 

II' 

= 

So 

II!' 

= 

o  2  "4-  '2  o  1  j 

u" 

= 

S«3  + 

3S|, 

II'" 

= 

S°4  + 

4SJ-h 

6S|, 

u" 

= 

S0  + 

55^-1-1085, 

„M  CO     ,     -VTQl  M(1V1  l)o2 


Tout  revient  à  trouver  assez  d'équations  entre  les  S 
pour  les  éliminer. 

Or  remarquons  que  j  "'  est  donné  en  fonction  de 
y"'"*  1  j"^'")  •  •  '1  J '•)  j'""*"'  est  donné  en  fonction  dej', 
y" ^  ...,  7 '",  c'est-à-dire  en  fonction  de  j)  ,  j^,  j  ", . ..,  j) '""*, 
par  une  simple  différenliation  de  l'équation  (i);  et  ainsi 
de  suite.  On  voit  ainsi  que  toutes  les  quantités  S^  dans 
lesquelles  l'un  des  indices  au  moins  est  supérieur  à 
(m  —  1)  s'exprimeront  en  fonction  des  quantités  S/  où 
les  deux  indices  sont  inférieurs  à  m.  Les  seules  incon- 
nues sont  donc  ces  dernières  quantités.   Leur  nombre 

mi  m  ■+■  i)  ,  .         ■         .  1  1         <  \     1 1 

est [i  et  j  varient  tous  deux  de  o  a  m  —  i).  Jl 

,.11                    ,              ,          /     N            •             /?«  (  m  -l- 1  )     , 
laudra  donc  que  le  système  (2  )  contienne h  i 

équations  pour  éliminer  les  S^. 

Par  suite,  il  faudra  prendre  M  =  — — 


Les  équations  (2)  étant  alors  écrites  et  ne  contenant 
que  les  S^,  où  i  et  y  sont  inférieurs  ou  égaux  à  Jn  —  i, 
l'élimination  de  ces  quantités  se  fera  immédiatement, 
car  il  est  facile  de  voir  que  les  équations  sont  linéaires. 
Le  l'ésultat  se  présentera  donc  sous  la  lorme  d'un  déter- 
minant de  (M  -h  1)-  éléments  dans  lequel  ]cs  11, u', . . .,«" 


(  «^  ) 

n'entreront  que  comme  éléments  de  la  première  colonne  ; 
par  conséquent  on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Lea  produits  deux  à  deux  des  intégrales  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire  d'ordre  m  sans  second 
membre  sont  solutions  d'une   équation   linéaire  sans 

second  înembre  d  ordre 

2 

Ce  qui  précède  donne  le  moyen  de  former  cette  équa- 
tion. 

Remarque.  —  Sachant  que  les  produits  u  =  yfj'.2 
peuvent  èlre  donnés  par  une  équation  dillérentielle,  on 
vérifie  facilement  que  cette  équation  admet  comme 
solutions  les  carrés  des  j',  ce  qui  devait  être  a  priori;  je 
dis  que,  réciproquement,  si  l'on  peut  amener  l'équation 
enj'-  à  être  linéaire,  on  aura  l'équation  enj)  )  j'o. 

En  effet,  soit 

Je   dis  que   u  est  racine   de  réquation   linéaire  en  y-. 
Posons 

on  a 

7'=Ji+72  +  2«; 

J'-)j\-)Jl  sont  solutions  de  l'équation  lijiéaire,  donc  iu 
et  par  suite  u  en  est  aussi  une  solution. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  en  j  -  se  pré- 
sente immédiatement  avec  l'ordri;  m  sous  forme  ration- 
nelle et  entière,  mais  non  linéaire.  Il  faudra  donc  dillé- 

Tniin-^\)                    in{  m — i)   n  • 
rentier m  =  lois   pour  arriver  a 

l'équation  linéaire  en  u.  Ceci  donne  un  second  moven 
de  formel'  réf|iiation  cherchée. 
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m\  LES  ÉQUATIOAS  OIFFÉliE^TIELLES  LINÉAIRES; 

Pau  :\I.  E.  JAGGI. 

Licencie  es  sciences  niatliénialiqucs  de  la  l^'arullé  de  Besançon. 


Dans  son  iMémoire  sur  les  éfjualions  diliérenlielles 
linéaires  (  '),  IM.  Appell  a  donné  nne  métliode  générale 
pour  former  l'équalion  diirérenlielle  linéaire  qui  ad- 
met pour  intégrale  une  fonction  entière  des  intégrales 
d'une  équation  donnée.  Cette  Note  a  pour  objet  de 
donner  une  méthode  pour  former  l'équation  qui  admet 
pour  intégrale  la  fonction 


U  = 


de/;  4-  n  intégrales  de  l'équation  dilTérentielle 

.    d"^  y  d"'-^y  d"^--v 

Posons 

On  sait  former  les  équations  qui  admettent  respecti- 
vement pour  solutions  les  fonctions  v  et  \v.  Si  l'on  dé- 
siguepar  z^,  z^,  .  .  . ,  z„i  un  système  fondamental  de  so- 
lutions de  (i),  on  peut  poser 

et  l'on  voit  que  v  contient  un  nombre  de  termes  linéai- 

(')   Annales  de  l'École  .\ormale  supérieure,  i8Si. 


(  ^7  ) 
iciiu'iil  indépendants  égal  à 

_  m(  m  -h  \). .  .(m  -\-  n  —  i ) 
I  .  2 . . .  /t 

L'équation  dilléronliellc  linéaire  »(  t')  =  o  (jiii  donne  s> 

est  donc  d'ordre  N. 

De    même    l'équation    'i/((\')  =  o   <|ui    donne    w    (;st 

d'ordre 

. ,  _  m( m  -t-  i). .  .(m  -^ p  —  i  ) 

"~  1.2.../) 

Cela  posé,  ayant  l'orme  les  équations 
la  question  revient  à  Ibrnier  l'équation  qui  donne 

V 

u  =  —  • 
w 

On  voit  qu'il  sullu  pour  eela  d'éliminer  vv  entre  les 
deux  équ.'jtions 

Pour  cela,  différentions  N —  i  fois  la  première  et  P  —  i 
fois  la  seconde  ;  nous  formons  ainsi  un  système  de  j\  -+-  P 
équations  linéaires  et  homogènes  à  jN'  -|-  P  inconnues 

Le  déterminant  A  de  ces  équations  égalé  à  zéro  sera 
la  condition  nécessaire  et  suftîsante  pour  que  les  deux 
équations  (2)  aient  une  solution  commune. 

L'équation  A  =  o  est  l'équation  en  u  cherchée;  c'est 
une  équation  non  linéaire  d'ordre 

1 . 2 . . .  /i 
m{in  ^  \) .  . .( ni  -{- p  —  i) 


(  '^<^  ) 

Elle  adinol,  bien  entciidu,  coiuiiic  intégrales  non  seule- 
ment les  fonctions  telles  (jue 


mais  toutes  celles  obtenues  en  supposant  dans  //  cjue 

I,  2,  3,  . . .,  {n  +  p) 
fonction  s  j   sont  les  mêmes. 


SIU  L'EWELOPI'E  M  CEUTAIXES  DUOIÏES  VARIABLES 

[suite  (')]; 
Pak  m.  Malrice  n'OCAGMi;. 


L\  SUHFACf;  eOMPlUSE  EJVTKK  LAKC  ab  ET  SA  CORDE  EST 
COASTAÎSTE. 

Dans  ce  cas,  les  aires  élémentaires  déciiies  [)ar  les 
droites  ea  et  eb  étant  égales,  on  a,  en  appelant  i  l'angle 
de  contingence  de  l'enveloppe  au  point  e, 

ou 

ea  =  eb. 

Le  point,  e  est  donc  le  milieu  de  ab. 

Si  la  courbe  donnée  C  se  compose  d'un  système  de 
deux  droites  concourantes,  la  courbe  enveloppe  est  une 
hyperbole  ayant  ces  deux  droites  pour  asymptotes. 


C)  \o\r  Nouvelles  Annales,  o'  série,  t.  II,  i883,p.  252. —  Dans  les 
figures  du  présent  Article,  les  gros  traits  indiquent  les  lignes  données, 
les  traits  fins  les  lignes  de  construction,  enfin  les  traits  pointillé-; 
les  lignes  qui  n'interviennent  que  dans  la  démonstratimi. 


(  ^\)  ) 

La  DnFKliKNC.K  F.NTHK.  1.  AUC  (//>  KT  SA  (OllDK  KST  CON- 
STAJNTi:. 

La  J('iu()iistraliou  est  dv.  lous  points  aiiah^giic  à  ci'1Il> 
(jui  a  éu';  doniu'c  (')  [)our  le  cas  où  la  souiiiic  de  l'arc  et 
Je  la  corde  est  constante^  on  trouve  que  le  point  e  est, 
dans  ce  cas,  le  point  de  contacL  sur  (ih  du  cercle  iii- 
scril  dans  le  triangle  formé  par  celte  corde  et  les  tan- 
gentes à  ses  extrémités. 

]1  en  résulte  que,  si  la  courbe  C  se  compose  de  deux 
droittîs  concourantes,  la  courbe  envelopjie  est  un  cercle 
tangent  à  ces  deux  droites. 

La  l'KOJECTIOW  DE  LA  COUDE  ah  SLU  UJV  AXE  FIXE  EST 
COKSTAJNTE. 

Soit  a' b'  cette  projection  [Jig.  i).  On  a  toujours 

d{a)        at.ae 
d{b)  ~  bt.be  ' 


D'aill 


eurs 


d{a)=-~ — -,  d{b) 


cosa  ~  cos  ^ 

et  comme  d[a')  =  d[h').^  par  hypothèse, 

d{a)  _  cos jB 
d{b)        cosa 


(  '  )  Loc,  cit.  p.  2J  |. 


(  9'>  ) 


Donc 

cos[i        at.ae 

ou 

ae 
hi  " 

6/. cos  fi 
a/. cos a 

a!p 

bm 

cos  a        ht.be 

a  ni 

de  là  résulte  que 

ac  =  bm, 

ce  qui  détermine  le  point  e. 

En  parti(;ulier,  si  la  courbe  donnée  est  une  parabole 
ayant  son  axe  perpendiculaire  à  d h\  la  droite  tm  étant 
parallèle  à  l'axe  passe  par  le  milieu  de  aZ>,  et  le  point  e  se 
confond  alors  avec  ce  point  milieu,  c'est-à-dire  avec  le 
point  où  nb  touche  son  enveloppe  si  cette  droite  forme 
avec  la  parabole  un  segment  d'aire  constante;  de  là  ce 
théorème  : 

Si  une  droite  mobile  forme  avec  une  parabole  un 
segment,  d'aire  constante,  la  projection  de  ce  segment 
de  droite  sur  la  directrice  est  cojistante. 

L'arc  ab  détermine,  avec  deux  droites   issues   d  uiv 

POIINT  FIXE,   UN  SECTEUR  d'aiRE  CONSTANTE. 

Les  aires  élémentaires  engendrées  par  les  droites  ao 
et  bo  (  fig.  i)  tournant  d'un  angle  infiniment  petit  au- 
tour du  point  o,  devant  être  égales,  puisque  l'aire  oacb 
est  constante,  nous  avons,  en  abaissant  du  point  o  les 
perpendiculaires  o'j.  et  ov  sur  at  et  bt, 

d{a).o\i.  =  d(b).ov; 

donc 

ov        ae.at  ,,   ,  ae        bt.ov 

d  ou 


oiJL        be.bt  be        at.o\}. 

ou,  en  abaissant  des  points  a  et  b  les  perpendiculaires 
ap  et  bif  sur  of, 


ae 

ot.bq 

_^'7  _ 

bm 

be 

ot .  ap 

ap 

a  m 

c  l'sl-a-dire 


(  9>    ) 
ae  =  btn. 


La  roiistriKlioii  sr  léduil  donc  à  ceci  :  i>l  ci>iii>ii//t  dh 
au  i>()i/il  ///,  pu/ 1er  dc  =  hiii . 


Si  la  courbe  donnée  se  compose  de  deux  droites  con- 
courantes, la  courbe  enveloppe  est  une  parabole  tangente 
à  ces  droites. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  conique  de  centre  o,  le 
point  ///,  et,  par  suite,  le  point  e,  vient  se  conlondre 
avec  le  milieu  de  «Z»,  d'où  l'on  déduit  ce  théorème  : 

Si  une  corde  ab  se  déplace  dans  une  conique  de  centre  o 
de  telle  jacon  que  le  triangle  oab  ait  une  aire  constante, 
le  secteur  d'ellipse  oah  a  égalenientune  aire  constante. 

Les  parallèles  a  deux  directions  fixes  menées  par 
les  points  a  et  h  se  coupent  sur  une  courbe  donnée. 

Soient  aiii  et  bni  ces  droites  {fig-  3).  Puisqu'elles 
restent  parallèles   à   des    directions  fixes,  on   a,  en   snp- 
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posant  xy  langente  à  la  courbe  décrite  par  le  point  m, 

d(b)         by  d{m)  _  mx  ^ 

d'ailleurs 


d{m)        my  d{a)         ax' 

d{a)        at.ae 


d{b)        bt.be 

Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  nous 

avons 

ae        bt.my.ax 
be         at.by.  mx 


at  .ae.by  .mx 

ou 

bt.be.iny.ax 

Fi  g.  3 
t 

"^rirous  \p  parallèle  à   mh,   tij  parallèle  à  iu(i\   nous 
avons 


nip  = 


donc 


bt.iny 
by 


inq 


at .  mx 
ax 


(te        mp 
be         mq 


expression  qui  fournit  une  facile  construction  du  point  e. 
Comme  application,  supposons  que  la  courbe  donnée 
soit  un  système  de  deux  droites  concourantes  tp  ttltq.^ 
que  le  point  m  doive  décrire  la  droite /j</,  enfin  que  les 
direclions  lixes  soient  précisément  celles  de  tp  et  tij  :,  la 


(  9''  ) 
courljc  enveloppe  sera  alnrs  une  parnhole  langentt^  à  //> 
el  hj  aux  poinls /;  el  y.  De;  là  ce  lliéorèinc;  : 

Ij)  fl  iij  étant  tangentes  à  une  parahole  aux  po'inis  p 
ei  </,  ab^  tangente  à  cette  courbe  au  point  e,  coupant 
tp  et  t</  aux  points  a  et  b,  ab  est  divisé  par  le  point  e 
dans  le  même  rapport  que  pq  par  le  pied  de  la  droite 
(pu  joint  le  point  t  au  milieu  de  ab. 

La  coude  ab  est  coupée  pak  une  courbe  fixe  ejv  seg- 
ments DE  RAPPORT  CONSTANT. 

Soit  m  le  point  où  le  segment  ab  est  coupé  par  la 
courbe  fixe  [fig-  A)'-)^^  rapport  -. —  est  constant 5  tlouc, 
si  les  normales  «a  et  b'^j  à  la  première;  courbe,  m\j.  à  la 

Fig.    \. 


seconde,  coupent  en  a,  ,j  el  [x  la  normale  menée  par  le 
point  e  à  l'enveloppe  de  «Z»,  on  a 


fljx        t>iii 


En  a  élevons  à  ab  la  perpendiculaire  atf  (pii  (H)upc  c[x 


.  (  f)4  ) 

au  ju)iiUy>;  nous  avous 

ap        a;x         ain 

qp         îjiJL        bm  ' 

donc  la  droite  nip  est  parallèle  à  Z»*/ ;  de  là,  la  conslruc- 
tiou  suivante  : 

Elever  h  ah  la  perpendiculaire  ap-^  tirer  inp  paral- 
lèle ô  bp^  cp  coupant,  771 '^x  au  poi//t  |j.,  abaisser  de  [j.  sur 
ah  la  perpe/idiculaire  \xe. 

Les  tangentes  menées  des  points  a  et  h  x  une  courbe 

FIXE  FORMENT  UN   ANGLE  CONSTANT. 

Soient  aç  et  hp  ces  tangentes  (Jig.  5);  les  normales 
aa'  et  bh'  à  la  première  coui'be  coupent  aux  points  a'  et 


//  les  normales  r/a  et  pb'  à  la  seconde.  L'angle  pctjf  étant 
constant,   les  angles  de  contingence  aux  points  p  et  «7 


(  9^ 


sont  égaux:  j>;u"  siiilc 


cl{  a  )        aa' 
d\b)  "  hh'  ' 

D'alllours,  si  ov.  est  uonuale  à  Iciiv  cloi)])!'  cliercluM', 
on  a 


Doi 


ou,  si  d a"  et  ////'  sont  perpendiculaires  à  ah^ 


ae 
a  a" 


be 
hh" 


On  déduit  de  là  ([ue,  si  ce' m  est  parallèle  à  (il  et  //''/// 
à  ht,  le  point  /;/  se  trouve  sur  te.  On  peut  d'ailleurs  re- 
marquer ({ue,  le  quadrilatère  aqd a!'  étant  inseriptihle, 


aqa  ^^  aa  a  , 

et  comme  ad  d" :=^  tah^   puisque    ces  angles   ont    leurs 
côtés  perpeudiculaîres,  on  a  aussi 


aqa  =  tab. 


De  même 


bpb"  =  tha. 

On  pourra  donc  énoncer  comme  suit  la  constructioii 
du  point  e  : 

Faire  aqa  ^  tab  et  hph"  =  tha;  mener  a  ui  paral- 
lèle à  ai  et  h"  1)1  parallèle  à  ht:  tirer  mt  qui  coupe  ah 
au  point  e. 


(  f)<i  ) 

Si  la  courbe  enveloppée  par  aq  et  hp  se  rédiiil  à  un 
point,  on  retombe  sur  un  cas  déjà  traité  (').  JNlais  la 
construction  précédente  appliquée  à  ce  cas  paiticulier 
est  moins  simple  que  la  construction  donnée  à  l'endroit 
cité.  Les  conditions  spéciales  du  problème  conduisent 
en  efï'et,  dans  ce  cas,  à  des  simplifications  qui  n'ont  pas 
leur  équivalent  dans  le  cas  général. 

Si  l'angle  ath  des  tangentes  en  a  ut  b  »  la  courbe  con- 
sidérée (-)  est  constant,  si  la  droite  ab  toucbe  son  enve- 
loppe au  point  e  et  si  a  et  [i  sont  les  centres  de  courbure 
qui  ré])ondent  aux  points  a  et  Z»,  nous  avons  vu  (3^  série, 
t.  II,  p.  r^58)  que  le  point  o  élant  tel  (pion  voie  de  ce 
point  les  rayons  de  courbuie  aoL  et  b'^  sous  des  angles 
droits,  les  angles  aob  et  toe  ont  même  bissectrice. 

Mais  le  point  o  peut  être  imaginaire^  c'est  ce  qui  ar- 
rive loisque  les  cei'cles  de  diamètres  a  a  et  Z»  [i  ne  se  cou- 
pent pas.  La  construction  (jui  résulte  du  théorème  pré- 
cédentdevient  alors  illusoire.  Voici  un  nouveau  théorème 
qui  donne  la  solution  du  problème  dans  tous  les  cas  : 

Si  les  droites  t%  et  t'^j  coupent  respectivement  aux 
points  a'  et  ^'  le  cercle  circonscrit  au  triangle  atb^  les 
droites  a[i'  et  bv.'  se  coupent  en  un  point  g  dont  la  pro- 
jection sur  la  droite  ab  est  précisément  le  point  e. 

En  ellèt  (^),  appelons  pour  le  moment  (:;'  la  projection 
du  point  g  sur  la  droite  ab.  Nous  avons  eag  =^  bt'^  et 
ebg^=  aty.  (  même  mesure)  ;  les  triangles  rectangles  eag 


(')  Nouvelles  Annales.  3*  st-ric,  t.  II,  p.  756. 

(=)  Il  est  bien  entendu  qu'ici,  comme  dans  tout  ce  qui  précède, 
cette  courbe  peut  être  un  système  de  deux  courbes  distinctes  décrites 
séparément  par  les  points  a  et  b. 

(=)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  97) 
cl  hl/^  d'une  pari,  ehgcl  ali.  de  l'autre,  sont  donc  sem- 
hlahles^  par  suite, 


ae' 

ht 

-w 

he' 
fie'  " 

at 
arL 

ae' 

ht.at 

W  " 

'  at.b^i 

Or,  en  se  reportant  à  l'endroit  cité,  on  voit  que 

ae.at        art. 
h^Tbt  ^  bp ' 
donc 

ae'        ae 

he'        he 

et  le  point  e'  se  confond  avec  le  point  e. 

Remarquons  cjue  le  cercle  circonscrit  au  triangle  atb 
a  pour  diamètre  la  droite  qui  joint  le  point  t  au  point  de 
rencontre  des  normales  ay.  et  h  S. 


SIR  LE  CERCLE  ORTHOPTIOIE  ('); 

Par  m.  Murice  n'OCAGNE. 


1.  Soient  donnés  un  ceicle  C  et  deux  axes  rectangu- 
laires Ox  et  Oj  par  le  centre  O  de  ce  cercle.  Il  y  a  une 
infinité  de  rectangles  inscrits  dans  ce  cercle  et  ayant 
leurs  côtés  respectivement  parallèles  à  Ox  et  Oj)'^,  et 
dans  chacun  de  ces  rectangles  une  conique  inscrite  K 
ayant  ses  axes  dirigés  suivant  Ox  et  Oy.  Pour  chacune 
des  coniques  K,  le  cercle  C  est  orthoptique. 

Prenons  sur  le  cercle  C  un  point  fixe  M  (a,   jî),  et 

(•)  On  sait  que  ce  nom  a  été  anciennement  donné  au  cercle  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  conique. 
Anri.  de  Mathémnt.,  3'  série,  t.  V.  (Février  i886.) 


(  98  ) 
clierelions  l'enveloppe  des  polaires   -  de  ee  point  pai- 
rapport  aux  coniques  K. 

R  étant  le  rayon  du  cercle  C,  p  le  derai-coté  parallèle 
à  Ox  (lu  rectangle  inscrit,  l'équation  de  la  conique  K 

est 

^-  y-       _ 

La  polaire  du  point  M  par  rapport  à  cette  conique  a 
pour  équation 

(  I  )  (  R2  _  p2  )  a  .r  +  p2  O  ^y  =   p2  (  U2  _  p2  ) 

ou,  en  posant  p-  =  A, 

À2  —  À  (  a^-  -h  [iv  -h  R-  )  -4-  R-  7.x  =  o, 

droite  dont  l'enveloppe  a  pour  équation 

(3(,y.  _  fîj  _u  H2^2_  4R2a,-r  =  O 

ou 

c'est  une  parabole  P  tangente  à  Ox  et  O  7-  aux  points  A 
et  B  où  ces  axes  sont  coupés  par  la  tangente  au  cercle  C 
menée  par  le  point  M.  L'angle  AOB  étant  droit,  le  foyer 
de  cette  parabole  s'obtient,  d'après  une  propriété  bien 
connue,  en  abaissant  du  point  O  une  perpendiculaire 
sur  la  droite  AB;  par  suite,  ce  loyer  se  conlond  avec  le 
point  M.  Abaissons  du  point  M  les  perpendiculaires  M<^/. 
et  Mb  sur  Ox  et  O  7  •-,  la  droite  ab  joignant  les  projec- 
tions du  foyer  sur  deux  tangentes  à  la  parabole  P  est  la 
tangente  au  sommet  de  cette  courbe. 
Donc  : 

L enveloppe  des  polaires  du  point  M  relativement, 
aux  conicjaes  K  est  la  parabole  qui  a  pour  foyer  le 
point  iM  et  pour  tangente  au  sommet  la  droite  qui  joi/il 
les  projections  du  point  M  sur  les  axes  Ox  et  Oj  . 


(  w  ) 

Celle  j>(ir(il>i)lc  csl  d'ailleurs  lani^^enlc  aux  a.rrs, 
(iiiv  i>uiiil.s  A  al  l>  où  ils  soni  iOu/)cs  pai-  la  langcnlc  au 
cercle  C  nieaée  par  le  point  M. 

2.  Le  soniinet  de  cette  parabole  s'obtient  en  projetant 
Je  point  M  sur  la  droite  rtZ>,  mais  on  a  ainsi  le  point  où 
la  droite  ah  touche  son  enveloppe,  car  le  segment  «A, 
égal  à  R,  est  de  longueur  constante,  et  Je  point  M  est  \v. 
centre  instantané  de  rotation  correspondant.  11  en 
résulte  que  la  paraJjole  P  est  tangente  à  l'hypocycloïde 
à  quatre  points  de  rebroussement  E  qui  est  enveloppée 
par  la  droite  ah. 

Donc  : 

Toutes  les  paraholes  P,  correspondant  aux  divers 
points  du  cercle  C  {les  axes  Ox  et  Oy  restant  fixes), 
sont  tangentes  à  Vhjpocycloïde  à  quatre  points  de  re- 
hroussenient  E,  et  chacune  d'elles  touche  cette  hypocy- 
cloïde  par  son  sommet  (  •  ). 

3.  La  polaire  t.  du  point  31,  relativement  à  la  co- 
nique K,  toucbe  au  point  M' la  polaire  réciproque  G'  du 
cercle  C  par  rapport  à  la  même  conique. 

Or  nous  avons  démontré  (-)  que  le  point  M'  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  ahaissée  du  point  IVI  sur  sa 
polaire. 

Lors  donc  que  l'on  considérera  toutes  les  coniques  K 
du  système  défini  plus  haut,  on  aura  le  lieu  du  point  M' 
en    abaissant  du  point  M  des   peipendiculaiies   sur  l(\s 


(')  Nous  tenons  à  dire  que  la  l'édaction  de  cette  Note  est  anté- 
rieure à  la  publication  de  la  Note  Sur  quelques  courbes  enveloppes 
de  M.  Weill  (3"  série,  t.  III,  p.  877)  où  se  trouve  ce  même  théo- 
rème à  propos  d'autres  considérations  (Ex.  I,  i"'  cas). 

(-)  Nouvelles  Annales,  3=  série,  t.  II.  p.  4<^i. 


(     »t)0    ) 

polaires  -  correspondantes,  c'est-à-dire  que  le  lieu  du 
point  M'  sera  la  podaire  de  l'enveloppe  des  droites  iz, 
par  rapport  au  point  M;  or  nous  venons  de  voir  que 
cette  enveloppe  est  une  parabole  P  de  foyer  M;  la  po- 
daire de  celte  parabole  par  rapport  à  son  foyer  M  est  la 
tangente  au  sommet,  c'est-à-dire  la  droite  ab. 

Donc  : 

Le  lieu  des  points  où  les  polaires  du  point  M  sup- 
posé Jixe,  prises  par  rapport  aux  coniques  K,  touchent 
les  polaires  réciproques  du  cercle  C  relati^'enient  à  ces 
coniques,  est  la  droite  qui  joint  les  projections  du 
point  M  sur  les  axes  Ox  et  Oy. 

Nous  représenterons  cette  droite  par  la  lettre  D. 

i.  Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu,  le  segment  ab  de  la 
droite  D,  compris  entre  Ox  et  Or,  étant  constant,  cette 
droite  enveloppe  Vhjpocjcloïde  à  quatre  points  de  re- 
broussement  E. 

o.  Considérons  un  des  rectangles  ci-dessus  définis, 
inscrit  dans  le  cercle  C,  et  la  conique  K  inscrite,  comme 
il  a  été  dit,  dans  ce  rectangle. 

A  chaque  point  M  du  cercle  C  correspond  une  droite  D 
définie  plus  haut,  dont  l'équation  est 


{■D  -  +  -^=1. 


^  ,  y 

a 


Le  point  M'  où  la  polaire  de  M  relativement  à  R 
touche  la  polaire  réciproque  du  cercle  C,  relativement 
à  R,  est,  d'après  ce  qui  vient  d'être  vu,  à  la  rencontre 
de  cette  polaire  [équation  (2)]  et  de  la  droite  D.  Or  de 
(1)  et  (2)  on  tire  très  aisément 


R2 


(  '"•  ) 

Par  suile,  le  i>oi/it  M',  cor/espundanl  à  cha(/ue  point. 
M  du  cercle  C,  divise  le  serment  ah  conespondanl  dans 
un  rapport  constant.  Oiiaïul  le  point  M  coïncide  avec 
ruii  (les  soiuiiiets  du  reclaiigle  considéré,  le  point  M'  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  sommet  sur 
le  segment  ab  correspondant. 

On  transforme  immédiatement  ce  théorème  en  le  sni- 
vant  : 

Lorsiju  un  segment  de  droite  de  longueur  égale  au 
rayon  du  cercle  C  glisse  entre  les  axes  Ox  et  Oj^  tous 
les  points  de  cette  droite  engendrent  des  coniques  qui 
sont  les  polaires  réciproques  du  cercle  C  par  rapport 
aux  coniques  K. 

6.  En  projetant  les  sommets  de  chaque  rectangle  in- 
soit  sur  leurs  polaires,  nous  obtenons  quatre  points  où 
la  polaire  réciproque  C  correspondante  touche  l'hypo- 
cycloïde  £  définie  plus  haut. 

Donc  : 

L' enveloppe  des  polaires  réciproques  C  du  cercle  C 
par  rapport  aux  coniques  K  est  l  hj'pocycloïde  à  quatre 
points  de  rebroussementE,  que  chaque  courbe  C  touche 
en  quatre  points. 

7.  Etant  donnés  le  cercle  C  et  les  axes  Ox  et  O  )  ,  au 
point  M  correspondent  une  droite  D  et  une  parabole  P, 
définies  plus  haut. 

Si,  le  point  M  étant  fixe,  on  fait  tourner  l'angle  droit 
xOj  autour  de  son  sommet  O,  à  chaque  position  de  cet 
angle  correspondent,  pour  le  point  M,  une  droite  D  et 
une  jîarabole  P. 


(     I02    ) 

On  voit  iiiiiiuulialeineul  que  : 

Pour  Le  uiênie  point  M,  les  droites  D  relatives  aux 
diverses  positions  de  Tans^le  droit  xO  y  passent  toutes 
par  un  même  point  qui  est  le  ndlieu  du  rayon  OM. 

De  plus,  ])our  le  même  point  M,  les  paraboles  P  lela- 
lives  aux  diverses  positions  de  l'angle  dioit  xOy  oui 
toutes  pour  foyer  le  point  1\J  et  sont  toutes  vues  du 
point  O  sous  un  angle  droit. 

La  polaire  du  point  O  par  rapport  à  toutes  ces  para- 
boles est  invariable;  c'est  la  tangente  au  cercle  C,  menée 
par  le  point  M. 

Puisque,  pour  cliacune  de  ces  paraboles,  le  point  M 
est  le  foyer  et  le  point  O  un  point  de  la  directrice,  la 
droite  élevée  perpendiculairement  à  I\JO  en  son  milieu  N 
est  une  tangente. 

Donc  : 

U enveloppe  des  paraboles  P  est  la  droite  élevée  per- 
pendiculairement à  MO  en  son  ndlieu  (  '  ). 

Cette  droite  est  parallèle  à  la  tangente  AB  au  cercle  G. 

Nous  avons  vu  que  les  tangentes  au  sommet  de  ces 
paraboles  sont  les  droites  D,  et  que  ces  droites  D  passent 
toutes  par  le  milieu  JN  de  OM;  d'ailleurs  les  sommets 
s'obtiennent  en  projetant  le  foyer  M  sur  les  droites  D 
correspondantes;  donc  : 

Pour  le  même  point  M,  le  lieu  des  sommets  des  pa- 
raboles P,  relatives  aux  diverses  positions  de  l'angle 
droit  xOj',  est  le  cercle  qui  a  MN  pour  diamètre. 

8.   Étant  donnés  le  point  M  et  une  des  coniques  K, 


(')  Cela  résout  la  question  1512  (3'  série,  t.  HT,  p.  49^)- 


(   >o3  ) 
nous  avons  appelé  Al'  le  point  où  la  polaire  du  point  M 
par  rapport  à  K  touche  la  polaire  réciproque  du  cercle  C 
par  rapporta  la  même  conique. 

Lv.  point  M  étant  fixe,  supposons  alors  que  la  co- 
nique K  tourne  autour  de  son  centre  O.  A  chaque  posi- 
tion de  cette  conique  correspond  un  point  M'.  Cherchons 
le  lieu  de  ces  points  M'. 

Nous  avons  vu  que  le  point  M'  est  sur  la  droite  D  qui 
joint  les  projections  a  et  b  de  M  sur  les  axes  Ox  et  Or 
de  la  conique  K,  et  qu'il  divise  le  segment  ab  dans  un 
rapport  constant.  Or,  en  faisant  coïncider  le  point  M 
avec  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  deux  som- 
mets consécutifs  de  la  conique  K,  on  voit  que 

aW  _  Y^ 

Y  et  X  étant  les  demi-axes  de  la  conique  K,  dirigés 
suivant  Ox  et  O  >. 

Considérons  alors  le  point  fixe  M  et  une  position 
c|uelconque  de  la  conique  K  qui,  d'ailleurs,  reste  de 
grandeur  constante. 

Abaissons  sur  les  axes  Ox  et  Oy  les  perpendiculaires 
M«  et  M^5   tirons  nb    et   prenons    sur  cette  droite   le 

point  M',  tel  que 

a  M'  _  Y2 
Wb  "  X2' 

les  points  a  el  b  décrivant  le  cercle  qui  a  OM  pour  dia- 
mètre et  la  droite  «^passant  constamment  par  le  centre  ]\ 
de  ce  cercle,  on  voit  tout  de  suite  que  le  lieu  du  point  INI' 
est  un  cercle  G  du  centre  JS. 
Donc  : 

Pour  le  mente  point  M^  le  lieu  des  points  Al',  relatifs 
aux  disperses  positions  de  la  conique  K,  est  un  cercle  (i 
dont  le  centre  est  au  milieu  N  du  rayon  OIM. 


(    H>4    ) 

9.  Clierclioiis  maintenant  l'enveloppe  de  la  polaire  - 
du  point  M  par  rapport  à  la  conique  K,  lorsque  cette 
conique  tourne  autour  de  son  centre  O. 

La  droite  tz  passe,  d'après  ce  que  nous  savons,  par  le 
point  M'  et  est  perpendiculaire  à  la  droite  MM'^  son  en- 
veloppe est  donc  une  courbe  dont  la  podaire  relative- 
ment au  point  M  est  le  cercle  G  5  c'est,  par  conséquent, 
une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  M  et  O,  et 
pour  sommets  les  points  où  le  cercle  G  coupe  la  droite 
MO. 

Donc  : 

Pour  le  même  point  M,  l'enveloppe  des  polaires  7:, 
relatives  aux  diverses  positions  de  la  conique  K,  est 
une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  O  et  M  et 
pour  sommets  les  points  où  le  cercle  d  coupe  la  droite 
OM. 

On  voit  immédiatement  que  les  asymptotes  de  cette 
conique  sont  les  diamètres  du  cercle  G  qui  aboutissent 
aux  points  de  contact  de  ce  cercle  et  des  tangentes  à  ce 
cercle  issues  soit  du  point  O,  soit  du  point  M. 

10.  Nous  avons  vu  (n''  3).  que  le  point  M'  est  à  la 
rencontre  de  la  droite  D  qui  joint  les  projections  de  iM 
sur  Ox  et  Oy  et  de  la  polaire  —  de  M  par  rapport  à  K, 
et,  d'autre  part  (même  numéro),  que  le  point  M'  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  tz.  Il  en 
résulte,  d'après  la  réciproque  du  théorème  de  Simson, 
que  le  point  M  est  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  tî  avec  Ox  et  Oy. 

Donc  ; 

Tout  point  du  cercle  orthoptique  d'une  conique  est 
situé  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  la 


(  '«•">  ) 

polaiie  de  ce  poi/it  relati\'eineiit  à  celte  corii//iie,  nuec 
les  axes  de  la  comijne. 

On  déduit  de  là  que  : 

Le  seguient  de  la  polaire  d  un  point  du  cercle 
orlhoptique,  compris  entre  les  axes  de  la  conique,  est 
vu  de  ce  point  sous  un  angle  droit. 

11.  On  sait  que  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un 
même  quadrilatère  sont  vues  de  deux  points  fixes  sous 
des  angles  droits. 

Donc  : 

Les  cercles  orthoptiques  de  toutes  les  coniques 
inscrites  dans  un  même  quadrilatère  ont  même  axe 
radical. 

Ce  théorème  a,  croyons-nous,  été  énoncé  par  Pliicker. 

i'^l.  Appliquant  la  méthode  des  polaires  réciproques 
à  un  théorème  dû  à  M.  Kœnigs  ('),  en  prenant  pour 
centre  de  la  transformation  le  point  d'où  l'on  voit  les 
couples  de  points  en  involution,  dont  il  est  parlé  dans 
ce  théorème,  sous  des  angles  droits,  nous  avons  obtenu 
cet  autre  théorème  : 

Si  les  coniques  K  ei  H  sont  vues  du  point  A  sous  des 
angles  droits,  et  .«"  K(  est  la  polaire  léciproque  de  K 
par  rapport  à  H,  le  segment  détermijié  par  K|  sur  la 
polaire  du  point  A,  par  rapport  à  H,  est  vu  de  ce  point 
sous  un  angle  droit. 

De  là  cette  propriété  du  cercle  orlhoptique  ; 


(')  Nouvelles  Annales.  ■>:  série,  i.  \I\,  p.  -\. 


(  Jo6  ) 
Si  deux  co/ii(/ues  K  et  H  o/it  même  cercle  oith- 
optique  il^  et  si  K,  est  la  polaire  réciproque  deK.  par 
rapport  à  H,  le  segment  déterminé  par  Ki  sur  la  polaire 
cl' un  point  quelconcpie  de  C  par  rapport  à  H  est  vu  de 
ce  point  sous  un  angle  droit. 


SUR  LA  SERIE  DE  LAIIRERT; 

Par  m.   E.  GESARO. 


1.    D'après  une  formule  connue,  on  peut  écrire 


III  I 

Pans  l'égalité  (i),  donnons  successivement,  à  p  les  va- 
leurs 1/,,  u-x,  .  .  .,  Un^  et  additionnons,  après  avoir  posé 

(3)       .  !     "      "'       "-  ""' 

'     V„  =  Vu^  +  P„5  -H.  .  .+  Vu„  ■ 

Il  vient 

^-•^  ^"^^-=^'"g(«,-l)(^..-l)..  ■(«.-!)' 

2.  La  formule  (4)  est  susceptible  de  nombreuses  ap- 
plications. En  particulier,  on  peut  l'utiliser  pour  éva- 
luer approximativement  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  de  Lambert,  c'est-à-dire 


S„  = 


l  "07  j 

X  étant  r')/;/y>/7v  rii//<^n  cl   i.  Piciions,  à  (•ctclffl, 
i  -7-  j-    1  —  -ri' 


u„  = 


xi>        I  —  ./■ 
(le  sorte  que 

Uf>-\  -^  1  _  îi    _  ^      "^  s 

—  ^ ,        *-'  n  —  '-'  a  • 

U,j  —   [  l  -!-  X 

Lu  foriimle  (4)  tlevient 

'  I      /  i  —  J-' 

(5)  lJ„-+- \  „  =  -  lofc     I -T- -iJ? 

•2         \  I  —  X- 

3.  On  reconnaît  sans  peine,  au  moyen  de  l'inéga- 
lité (2),  que,  pour  Ji  indétiniinent  croissant,  \ ,/  tend 
vers  une  limite  ^«le  V,  supérieure  à  V„.  D'autre  paît. 
en  vertu  de  la  même  inégalité,  on  a 

p  =  '^    , 
,  '    "V    /     '  '  —  \ 

~      "  (3      ^      \llp~l  lln^i  II,,! 

/.  =  «  +  !    ■ 

/'  =  "       , 

'    "V    /    '"        — 

6    ^    \iip-i        II  p. 

p  =  n  +  \ 

ou  bien 

(6)  v_v„<^[^^-(i-^)(U-U„)]. 

Or,  k  cause  de 

p  =  '^ 

'  I  —  oc    Xl>  ^^       Up 

n  =  «-Hl 

on  a 

U  —  U„  >  >     xl'  =  = 

\-^x    j^  H- r  \  —  x     Un 

p  =  n  +  i 


On  peut  donc,  au  lieu  de  (6),  écrire,  à  plus  forte  raison, 

6  a,i  o  u,i 

h  étant  une  fraction  proprement  dite. 


(  io8) 
i.   Par  substitution  dans  (5),  on  trouve 


S 


I  ,       /                I  —  .'/"'A         «.r«-t-i 
„=  -  lo^     i-i-  2.r —     -\-  — V, 

•>  \  I  —    ri  h  // .. 


I  -1-  X  -2  \  I  —  U-  /  6  Un 

c'est-à-dire 

/'  =  "  / 

,         V^      ^/^  1-4-J",  /i  1  —  ^-"         f).r2«-t-i 

(-)     >  ^ = I0iît/-+a-— 'r-- hconst. 

'  ^    .Àmà  \—  Xl'         \  —  X       '^y     -i  I  X         b(  I  —  ^■") 

/'  =  ! 

Par  constante  nous  entendons  une  fonction  de  x,  indé- 
pendante de  n.  Pour  n  infini,  ou  obtient 

/'  =  ="  / 

2XP  I  -+-  .7-   ,          ,     / 1    I  -i-  ^ 
=  loii  i  / 1-  consl., 
i  —  xP  i  —  X      ^y    -i.  i  —  X                   ' 
t)=  1 

ce  qui  nous  donne  l'interprétation  de  la  constante. 
D'après  cela,  l'égalité  (7)  peut  prendre  cette  autre  forme 

(8)      >      =  lo"!/ \ 

^^    i  —  xP         i  —  x      ^y    i-^x  —  %x'^+^        b{\~x") 

5.   8i,  après  avoir  multiplié  par   1  —  x  les   membres 
de  (7),  on  fait  x  ==:  i,  on  trouve  la  formule  connue 

n--î--i---f-      -^  1  =G-^-lo"7«+-W  — . 
2        3       '    '       n  '^\  2/        6/i 

D'ailleurs,  l'application  directe  de  la  formule  (4)  à 
l'évaluation  de  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  harmonicfiie  permet  d'obtenir  des  expressions 
beaucoup  plus  approchées.  Si  l'on  fait,  par  exemple, 
Up=i  p  -\-  i  ^  en  ne  considérant  que  n  —  i  termes  dans 
les  séries  (3),  on  trouve 


6.   Pour  une  valeur  donner  de  .r,  on  peut  toujours 


J 


(  1^9  ) 
trouver  la  soiunit'  di'  la  série  de  lAiiuhc.il ,  avec  iiik;  ap- 
proximation aussi  grande  qu'on  le  tlésire,  en  laisant 
usage  de  la  formule  (8),  dans  laquelle  on  attribue  à  // 
une  valeur  suflisamment  grande.  Proposons-nous,  par 
exemple,  de  caleuler  la  somme 

S  —       '        ,         '         ,         I  '         , 

lO  —  1  \o- —  I  lO^ I  lO*  — ^I 

avee  sept  décimales  exactes.  Il  suffit  de  prendre  /z  =  3 
dans  (8),  après  quoi  il  vient 

o        I  I  I  1 1  I      55()o  „    , 

l5  = 1 \ H loe;- =  0,I2232V2.  .  . . 

9        99        999        lî^      "^499 

Cet  exemple  admet  une  vérification  facile.  Le  /z"  "'^  cliilïre 
décimal  doit,  en  effet,  représenter  le  nombre  des  divi- 
seurs de  n  pour  les  quarante-six  premières  valeurs  de  n. 
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Exercices  de  Géométrig  descriptive;  par  F.  1.  C. 
2^  édition.  Grand  in-i8.  Paris,  Poussielgue  frères; 
1884. 

Cet  Ouvrage  donne  non  seulement  la  solution  de  400  ques- 
tions proposées  dans  les  Éléments  de  Géométrie  descriptive  du 
même  auteur,  mais  encore  celle  de  5oo  nouveaux  exercices. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe,  le  paraboloïde  hyperbolique,  le 
tore,  les  conoïdes  et  les  hélicoïdes  y  sont  traités  avec  détail, 
et  100  questions  proposées  à  divers  examens  ont  été  ajoutées 
aux  problèmes  de  récapitulation. 

Une  Table  analytique  permet  de  trouver  facilement  les 
exercices  qui  se  rapportent  à  une  surface  ou  à  un  genre  donnés. 
Enfin,  659  figures  sont  intercalées  dans  le  texte. 

Eléments  de  Géométrie,  comprenant  des  notions  sur 
jes  courbes  usuelles  et  de  nombreux  exercices-,  par  F. 


(      MO     ) 

J .  J.  5"  édition.  Grand  in-i8.  Paris,  Poussielgue  frères  ; 
i885. 

Ces  Éléments  de  Géométrie  exposent  les  connaissances 
exigées  pour  le  brevet  supérieur  d'instruction  primaire,  pour 
le  baccalauréat  es  sciences  et  pour  le  baccalauréat  spécial. 

Quatre  Livres  sont  consacrés  à  la  Géométrie  plane,  trois  à  la 
Géométrie  dans  l'espace,  et  un  huitième  aux  courbes  usuelles. 
Chaque  Livre  est  terminé  par  un  grand  nombre  d'exercices, 
comprenant  des  théorèmes  à  démontrer  et  des  problèmes  à  ré- 
soudre. 

Un  Appendice  donne  des  notions  sur  diverses  théories  : 
polygones  étoiles,  transversales,  rapport  anharmonique,  divi- 
sions harmoniques,  polaires,  figures  homothétiques,  axes  radi- 
caux, théorèmes  de  Guldin,  sections  coniques,  méthode  de 
sommation  pour  l'évaluation  des  volumes,  et  diverses  applica- 
tions exigées  par  le  programme  de  l'enseignement  spécial. 

Cours  de  MécalNiqul:;  par  Des pey  vous,  ancien  pro- 
fesseur de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  avec  des 
Notes  par  M.  G.  Dnrboux,  membre  de  l'Institut:  2  vol. 
i^rand  in-8",  de  y-458  et  616  pages.  Paris,  A.  Hermann; 
1884- 1886.  Prix  ;  22'^ 

Ce  Cours  se  recommande  aux  étudiants  de  nos  Facultés,  non 
seulement  par  l'ordre  parfait  qui  règne  dans  l'ensemble,  mais  en- 
core par  le  soin  minutieux  que  l'auteur  a  apporté  dans  les  dé- 
tails. Les  discussions  des  problèmes  y  sont  menées  jusqu'au 
bout,  condition  bien  précieuse  pour  un  livre  destiné  à  servir 
de  guide  aux  élèves. 

La  r^  Partie  traite  de  la  Statique,  la  II"  de  la  Cinématique, 
la  IIP  de  la  Dynamique  du  point  matériel,  la  W"  de  la  Dyna- 
mique des  systèmes  matériels  et  la  V"  de  l'Hydrostatique  et  de 
l'Hydrodynamique. 

Les  Notes  de  M.  Darboux,  inédites  en  grande  partie,  sont 
relatives  aux  sujets  suivants  :  la  composition  des  forces,  les 
centres  de  gravité,  le  système  de  quatre  forces  en  équilibre, 
l'équilibre  asiatique,  les  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  le 
mouvement  d'une  figure  invariable,  l'appareil  à  ligne  droite  de 
M.    Hart.  la  brachistochrone  pour   un   point    matériel  pesant, 


(  M.  ) 
iiiif  loi  parliciilièri,'  de  la  force  sii^nalée  [>;w  Jacohi,  les  lois  de 
Kepler,  le  tautochronisnie  eu  égard  au  frolleinent,  la  théorie 
des  forces  centrales,  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface 
de  révolution,  l'extension  du  théorème  d'Ivory  sur  l'attraction 
des  ellipsoïdes,  l'herpolhodie  et  la  théorie  de  Poinsot,  le  mou- 
vement d'un  corps  pesant  de  révolution  fixé  par  un  point  de 
son  axe,  les  percussions  et  le  choc  des  corps,  les  rapports  de  la 
théorie  des  moments  d'inertie  avec  celle  des  surfaces  homo- 
focales. 
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OEtjvres  complètes  d'Auglstin  Cvlchy,  ])ubliées 
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UKVELOI'PEMEMS  ^OIVKUIV  SIR  OIELOLES  rUO!'(ISITIO\S 
DE  FEIl^MT; 

Pak  m.  s.  RÉALIS, 

Ina^cnicur  à  Turin. 


1.  Oïl  sait,  d'après  un  tliéorènie  de  Fermât,  déiuoiitré 
par  Euler,  (jue  :  si  le  nombre  />,  compris  dans  la  forme 
linéaire  8*7  +  1,  est.  premier^  on  coif//>osé  de  facteurs 
prenners  de.  celle  forme,  p  est  la  somme  d' un  carré  et 
d  uji  double  carré.  En  d'autres  tenues,  on  sait  que, 
p  étant  couiine  il  vient  d'être  dit,  on  peut  toujours  satis- 
iaire,  par  des  valeurs  entières  de  x  ci  y,  h  réquatioii  in- 
déleriuinée 

(1)  ix'-^y^  =  p. 

Un  corollaire,  que  nous  allons  d'abord  ajoutei- à  C(!lte 
importante  proposition,  consiste  en  ce  que  :  un  nombre 
donné  p  =^  8</  -h  i  étant  la  somme  dé  un  carré  et  d'un 
double  carré  premiers  entre  eux,  le  nombre 

3(p—ï) 
37  =  —^ 


est  la  somme  d' un  nombre  triangulaire  et  du    double 
d'un  nombre  triangulaij'e. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  nous  poserons  d'abord 
l'identité 

où  il  y  a  lieu  d'observer  que,  l'équation  (i)  étant  vérifiée, 
.r  est  nécessairement  un  jiombre  pair,  et  -)   u:i  nondjre 

.tiiii.fir  Mitlhcmat.  ,  !>'  série,  1.  \'.  (Mars  1886.)  S 


(  •■4) 

impair.  ^»oiis  pouvons  donc  poser  une  relation  telle  que 

3(8^  -h  i)  =  'liia  -+- 1)--^  {nb  -^  \f-, 
où  a  cl  b  sont  entiers,  et  il' où  résulte  l'égalité 
a-^  a         b-  -^  b 

ici   ^=:  1 1-     j 

constituant  la  propiiété  énoncée. 
On  aura  ainsi 


P  = 


8/                   b'-^b\ 
-  (  a-  -4-  «  H -I- 


(i  et  b  étant  tels  que  l'expression  de  </,  et  conséqueni- 
iiient  celle  dey;,  se  réduisent  à  des  nombres  entiers. 
Des  relations 

jK-T--z'  =  2a-T-j,        y  —  iT  —  ib  -\-  i, 

subsistant  entre  les  entiers  «,  Z»,  -a^',  JS  on  déduit 

a-  =  l{a  —  b),         ;>.  =|(2a-4-6)-hi, 

d'où,  par  ideiitité, 

b'-  —  b\ 


7-=3l« 


b^'  —  O  \ 


On  conclut  de  là  que  toutes  les  solutions  entières  de 
réquation  (i)  sont  renfermées  dans  la  formule 


\A-^^)'^\  3 ) 

j  8  /    ,  b'--^b  > 


(^)  '  -'  b^-^b 


où  l'on  attribuera  à  «  et  Z»  des  valeurs  entières  telles  que 
son  second  membre  se  réduise  à  la  valeur  de  ])  (  ce  qui 
est  toujours  possiMe,  d'après  ce  qui  précède).  La  re- 
clierclie  de  a  et  b  se  trouvera  d'ailleurs  quelque  peu 
facilitée  par  la  considération   (pie,   x  et   i    devant  être 


ciiliers.   Jcs  \alcur,s  iimiK'iicjucs  di-  a  —  /;  vl  de  2a -+-  h 
doivcuL  rlic  (li\  isil)lcs  p.u-  3. 

J.a  détenu inalion  du  carré  et  du  double  earré  en 
lescjuels  se  décompose/;  se  tiouve  ainsi  ramenée  directe- 
ment à  celle  du  nomJne  triangulaire  et  du  double  tri- 
angulaire en  lesquels  se  décompose  le  nombre  plus  petit 

3.;. 

On  reconnait  facilement  que  cela  ne  cessera  pas 
d'a\oir  lieu  si,  parmi  les  facteurs  premiers  de  />,  il  s'en 
trouve  qui  soient  compris  dans  l'une  quelconque  des 
l'ormes  8<7  —  i,  8(/±3,  pourvu  que  chaque  l'acteur  de 
celte  espèce  soit  alîecté  d'un  exposant  pair,  et  que  p 
renferme  au  moins  un  facteur  premier  8(/-t-i  plus 
grand  que  l'unité.  En  ce  cas,  x  et  7  ne  seront  plus  pre- 
miers entre  eux. 

Pour  /;  =  3-.  l'j  =  1 53,  par  exemple,  on  a,  en  faisant 
a  =  } ,  b  =  10  dans  la  formule  (2), 

2 .  G-  -^  g-  =  I  (  2  . 1  -i-  5  3  I  -i-  I  =  8 .  T 9  -:-  I  =  1 53 . 

Pour  j)  =^  y- .  <-?>  =  3^77'  on  a 

2  .42- H-  72  =  |(  2.28  -^  3403 )-f- 1  =  8  4Î7  -+-  »  =  3577. 

ce  qui  correspond  au  cas  de  «/= —  18,   h  =  4^^  dans  la 
formule  (2). 

Pour  p  ^  3-.  5-.  4  I  =  92  i5,  on  a 

2.Go-^-  45-  =  f  (  2.28  -^  34o3)  -^  I  =  8  .1  ii>3  -i-  I  =  9226, 
ce  qui  correspond  au  cas  de  a  =  8,  b  ^  82. 

2.  Lu  théorème  de  Fermât,  démontré  j)ar  Lagrange, 
établit  que  :  tout  nombre  premier,  compris  dans  la 
forme  Sq  +3,  est  la  somme  d'un  carré  et  (Tan  double 
carré. 

Ce  théorème,  d'après  les  principes  connus,   s'étend  à 


(  '  y('>  ) 

tout  nombre  p  de  la  forme  8  y  4-  3,  composé  d'un  nombre 
impair    de   facteurs   premiers   de  cette    forme,  et    d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  premiers  8<7  +  i. 
D'après  cela,  l'équation  indéterminée 

où  p  est  tel  qu'il  vient  d'être  dit,  est  toujours  résoluble 
en  nombres  entiers  impairs  a?==  2rt  +  i,j):=:2Z>-J-i, 
et  peut  être  représentée  par  l'identité 

liia  -hi)--i-{ib  -\-  i  )- =  8  {^  a- -T-  a -+-  ■ 


On   voit  que  le  nombre  a  =  - — 3 — est   ici  la    somme 

dun  triangulaire  et  d'un  double  triangulaire,  et  que 
toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  considérée 
sont  renfermées  dans  l'ideiatité  que  nous  venons  d'écrire, 
moyennant  des  valeurs  convenables  des  indéterminées 
a  et  b. 

Nous  ne  devons  pas  omettre  d'ajouter  que  la  précé- 
dente décomposition  de  q  en  nombres  triangulaires  avait 
été  signalée  incidemment  par  Euler,  qui  l'énonce  comme 
une  condition  nécessaire  (mais  non  suffisante)  pour  que 
8  r/  +  3  soit  un  nombre  pi<emier  (  *  ). 

3.  Dans  un  précédent  article,  où  il  était  question  des 
nombres  qui  sont  la  somme  de  deux  carrés,  nous  avons 
fait  connaître  une  importante  propriété  de  ces  nombres, 
par  laf[uelle  la  racine  de  chacun  des  carrés  composants 
s'exprime  par  la  différence  entre  le  nombre  considéré  et 
un  nombre  c[ui  est  la  somme  de  deux  triangulaires  (-). 


(')  Voii'  les  \oiiveau.r   Commentaires   de   Pétersbourg,   t.  VII, 
p.  229. 

(  =  j  Noir  les  Xniiirelles  Annales  de  Afatliéniatifiiies.  p.  .'Ï69:   i885. 


(   "7  ) 
JNous  allons  signaler  ici  une  propriété  analogue,  lelalive 
aux  nombres  j)  considérés  dans  les   n"*    1   et  12  (pii   pré- 
cèdent. 

Cette  propriété  consiste  en  ce  tpie  :  si  un  iionihi  c.  /;, 
impair,  ou  double  d'un  impair,  est  décomposaJ>le  en  un 
carre  et  un  double  carré,  en  sorte  cpie  V on  ait 

p  =  IX- -r- y-, 

les  racines  x^  y  des  carrés  composants  seront  ejpri- 
niables  par  le  système  de  formules 


X 


p—        m(//i  -M)  H ^ '    , 

1  \m  (  /«  -I-  1  )  n 

y=p—-  I H  n  (  n  +  i  )    , 

m  et  n  étant  deux  entiers  convenablement  déterminés. 

La  vérification  est  facile,  et  nous  laisserons  au  lecteur 
le  soin  de  développer  les  calculs  relatifs.  Pour  plus  de 
simplicité,  et  puisque  c'est  le  cas  qu'il  importe  surtout 
de  considérer,  on  peut  admettre  que  x  al  y  sont  premiers 
entre  eux;  mais  on  reconnaîtra  sans  peine  que  cette  res- 
triction n'est  pas  nécessaire. 

Exemples  : 

m  =      4,  (  a;  =  n  —  |(2o -i-io)  =  I. 

«=  —  2;  (j  =  ii— sdo-H    21  =  3; 

m  ==      G,  I   .r  =  17— i(42-+-    3)  =  2, 

rt=  — i:  I  jK  =  17— 1(21 -f-   o)  =  3; 

m=       (i,  (  37  =  19— 1(42 -1-   6)  =  3, 


^j  =  8 . 1-+-  3  =  1 1  ; 


8.2 


/v  =  8 .  '2  -f-  3  =  1 9  ; 
^>  =  2  . 1 1  =  22  ; 
/?  =  8.4  +  I  =  33; 


«=         2;  (   J=  19— J(2I  -+-     G)  =   I, 

ni=       7.  \  x  =  22  — i(5G  H-    1  )  =  3, 

11=       1:  (  j' =  22  — -  ^(  28 -)-   2)  =  2, 

ni  =       8,  (  ^  =  33  —  1(72  +  21)  =  2, 

«  =  —  3  ;  I  j'  =  33  — 1(  3G  H-   G  )  =  ')  ; 


/>  =  2 . 1 7  =  34  ; 


/J  =   2.19 


(    mS  ) 

ni=      9,  ^-J?  =  34  —  i(9o  ^-    3)  =  3, 

7i=— i;  I   r  =  34  — 1(45 -i-    o)  =  4; 

m  =       7,  ^  j:'  =  38  — 1(  56  4-  55)  =  1  , 

/?  =  —  5;  (  j  =  38 — 1(28-1- 20)  =  6; 


4.  D'api'ès  un  théorème  de  Fermât,  démontié  par 
Eulcr,  oi)  peut  affirmer  que  :  si  un  nombre  donné  p, 
compris  dans  la  forme  linéaire  6</  +  i,  est  premier, 
ou  composé  de  facteurs  premiers  de  cette  forme,  ce 
nombre  est  la  sonmie  d' un  carré  et  dhin  triple  carré. 

Un  corollaire  qu'il  y  a  lieu  d'ajouter  à  cette  proposi- 
tion consiste  en  ce  que  :  /;  étant  comme  il  vient  d'être 

dit,  le  nombre  ?)q  = est  la  somme  d' un  triangu- 

lai/e  et  d'un  triple  triangulaire. 
Soit,  en  effet .  l'équation 

(3)  "ir^'—y^^p, 

subsistant,  pour  /' =^  6y  -h  1 ,  eu  nomlnes  enlieis  x,  j  , 
premiers  entre  eux 5  ces  nombres  seront  nécessairement 
de  différente  paiité,  et  y  sera  premier  avec  3. 
Posons  l'identité 

nous  en   conclurons   aussitôt  l'existence  d'une    relation 

telle  que 

4  (  6  ^  -I-  I  )  =  3  (  2  a  -^- 1  )2  4-  (  2  6  -7-  I  j2, 

pour  des  valeurs  entières  de  «et  ^,  et  nous  obtiendrons 

a--T-  Cl        i--î-  l> 
3^  =  3 1 7 

2  2 

ce  qui  démoutie  la  propriété  énoncée. 

Il  V  a  lieu  de  remarquer  ici  que  le  nondjie  liiangulaire 


(   ii9  ) 

b--^  b  .  ,  ■.  .  1       o  1    •      • 
>  ((iii  entre   dans  1  ex[)iess;on  cl(;   .ly,  doii  cire  un 


iinilliple  de  3;  on  a  ainsi  uiu;  condition  propre  à  l"a- 
eiliter  la  déeoniposiliou  de  3c/  en  nombres  liiangulaires, 
et,  par  suite,  la  décomposition  de  p  en  cariés,  selon  l'é- 
(piation  (^  3).  Celte  condition,  au  reste,  revient  à  ce  (pie 
nous  avons  déjà  l'emarcpu',  c'est-à-dire  cpie  y  doit  ètie 
premier  avec  3. 
Les  égalités 

T  -—  y  =^ia  ^-  i.  3x  —  y  =^  ib  ^  i 


donnent 


3  rt  —  6-4- 


où  a  et  b  seront  de  différente  parité  (ce  Cjui  constitue 
une  nouvelle  condition  ])ropre  à  simplifier  la  reclierclie 
des  nombres  triangulaires  en  les([uels  se  décompose  3  y). 
Par  ces  expressions  de  x  etj',  l'équation  (3)  se  trouve 
transformée  en  l'identité 


/«-6-I\ 

-       /3rt  —  6—1^2      ^  ia--Jr-a       I    b'^-i- b 

\    -    ) 

[     2    ;  -H  -^     3'  2 

c'est-à-dire 

(4)              1 

,/  a  -^  b  -^  i\'^       /  3a  —  b  -^  ]  .^ 

( 

=  3  (■  rt-  -f-  a  )  H-  b'--r-  b  -r-  I . 

On  voit  par  là  que  le  nombre  considéré  p  =  6f/  -r  i 
peut  toujours  être  représenté  par  la  forme  indiquée  par 
le  second  membre  de  cette  identité,  où  l'on  sait  que  a 
et  b  sont  de  différente  parité^  et  que  b- -{-  b  est  divi- 
sible par  3.  Il  en  résulte  que  toutes  les  solutions  en- 
tières de  l'équation  (3)  rentreront  dans  l'identité  (4), 
où  l'on  pourra  toujours  assigner  à  a  et  b  des  valeurs 
entières  pi'opres  à  identifier  son  second  membre  avec  la 
valeur  donnée  de  p. 


(     *20     ) 

11  est  aisé  de  voir  que  ce  qui  précède  cou  lin ue  d'avoir 
lieu  lorsque />  renferme  des  fadeurs  de  la  foruie  6  q  —  i  , 
pourvu  que  chaque  facteur  preniiei*  de  cette  forme  s'y 
trouve  élevé  à  une  puissance  paire,  et  que  p  renferme 
au  moins  un  facteur  premier  ("Je/-}-!  plus  grand  que 
l'unité.  En  ce  cas,  x-  et  y-  auront  pour  diviseur  commun 
un  carré  qui  sera  également  diviseur  de  p. 

C'est  ainsi  que,  pour /7  =  5-.i3  =  Sao,  ou  a 

3.102+52=0(28^-^,^)  +  !  =  3.56 -h  I  56  +  1  =  3-^5, 

ce  qui  correspond  à  lliypolLèse  de  (i  =7,  h^\-i,  dans 
la  formide  (  4  ). 

On  remarquera  encore  que  la  transformation  de  léqua- 
liou  (3)  en  l'égalité  (4  )  continue  de  subsister  si,  au  lien 
du  nombre  considéré  /7,  on  prend  son  triple,  c'est-à-dire 
le  noud)re  3  (6c/  -f-  i)^  cela  lient  à  ce  que  le  facteur  3, 
(luoique  non  compiis  dans  la  forme  linéaire  6  q -\- \ , 
n'eii  appartient  pas  moins  à  la  forme  quadratique 
3^2_|_j2_  £,1  ce  cas,  le  nombre  è'+è  ne  sera  plus 
divisible  par  3. 

On  a,  par  exemple,  pour  /?  =  3  .  19  =  67, 

3.42+32=3.12  +  20  +  1=57, 

ce  qui  répond  aux  valeurs  «  =  3,  /?  =  4,  dans  la  for- 
nnile  (4)- 

o.  11  nous  reste  à  signaler,  à  l'égard  de  l'équation  (3), 
la  propriété  remarquable  dont  jouissent  les  racines  x, 
r,  de  pouvoir  s'exprimer  très  simplement  par  la  diffé- 
rence entre  p  et  une  fonction  linéaire  déterminée  de 
certains  nombres  triangulaires. 

Cette  propriété,  analogue  à  celle  que  nous  avons  con- 
statée plus  haut  à  l'égard  de  l'équation  (1),  se  rattache, 
de  même  que  celle-ci,  à  un  fait  général  sur  lequel  nous 
ne  nous  arrêterons  pas  en  ce  moment.  Elle  consiste  en 


(  '••>■■  ) 

ce  i[iie  :  si  un  nombre  p,  impair,  ou  (/undruple  d'un 
impair,  est  décomposable  en  un  carre  ci  un  triple  carré, 
en  sorte  que  l'on  ait 

p  =  3.r2-hj2, 

les  racines  x,  ^^  des  carrés  couiposanis  seront  expri- 
mables par  le  sj  si ènie  de  formules 

I  r  /?/(/?«  ^-  [  )        i   "inOn  —  1)1 

•'''=^'--.V~~^ — ^^ — ^ — J' 

1  V  m(  ni  -^  \)  /i  (  /?  -i-  I  )  H 

y  =  p~-[ — ^ — ^^— T— J' 

à  l'aide  de  valeurs  entières  convenables  attribuées  à  m 
et  n. 

La  vérilication  ne  présente  pas  de  difficulté. 

Exemples  : 

l   m=       3,      (  .r=    4— |(6-!-oj  =  K 
T'  =  4  ;  \  , 

(    Il  =       o  ;     (   V  =    4  —  2  (  6  "^  o  )  =  '  • 

[  m=      4,  \  X  =    ■j  —  \{vo-\-^)  =\, 

f    ri  =  —  I  ;  f  .7'  =    7  —  2  (  I  o  -7-  o  j  =  '2  ; 

\   m  =       j,  (  :r  =  12  —  t(i5  -t- y  )  =  I, 

(    /i  =  — 2;  I  j' =  12  — 2(1 5-4-3. i;=3; 

\   m  =       6,  ^  X  =  \Z  — I  (21  -f-f  )  =  2. 

I    /i  =      I  ;  (  j'  =  1 3  —  ï  (  2 1  -r-  3 . 1  )  =  I  ; 

I   m  =       6,  (  57  =  ig --|(2i-î-^)  =  I, 

(    /i  =  —  3  ;  (  j'  =  1 9  —  2  (  2 1  -4-  3 . 3  )  =  4  ; 

lm=      8,  I  :r  =  21  — i(36— f)  =  2, 

(    «  =  —  I  ;  {  y  =  'XI  —  2  '  ^^  "^  ^^ )  —  3  ■ 

\  m=      7  ,  (  ^  =  28  —  -i  (  28  -f-  ^)    =  I , 

(     ;i=— 4;  )  ^-  =28— 1(28  H- 3.6)=  5. 

Note.  —  Les  propriétés  qui  viennent  d'être   consi- 
dérées   à   l'égard  des  équations  (  i)  et  (3),  et  celles  qui 


P  =  J2; 
p  =  i3: 

P  =  19; 
p  =^  iw 
P  =  i%\ 


(     »22    ) 

foiil  l'objel  de  l'article  cilé  au  11°  3,  pouvniit  li-ouver 
Cjuclcjvies  applications  utiles  dans  la  liiéorie  des  nombres, 
nous  pourrons  y  revenir  en  étendant  la  question. 


\OTE  SIR  LE  CERCLE  DES  XEUF  POINTS; 

l'AU  M.  ÈmhE  LEMOIM:, 
Ancien  élève  de  l'École  Polyteclinique. 


Nous  avons  indiqué  (voir  Conipl  es  rendus  du  Congres 
de  Rouen ^  de  V Association  française  pour  V avance- 
ment des  Sciences,  p.  i  26  ;  ï  883)  la  simplicité  de  certaines 
équations  se  rapiportant  aux  propriétés  des  cercles  tan- 
gents aux  trois  côtés  d'un  triangle,  lorsque  l'on  expri- 
mait les  coefticients  de  ces  équations  en  fonction  des 
rayons  de  ces  cercles,  et,  d'autre  part,  nous  avons montié 
(voir  Congrès  de  Blois,  p.  495  1884)  l'utilité  de  consi- 
dérer les  points  associés  (  '  )  :  la  présente  Note  en  fournira 
de  nouveaux  exemples. 

Nous  nous  rapportons  aux  élégantes  constructions 
géométriques  démontrées  par  M.  Gérono  (  voir  Nouvelles 
Annales,  p.  220;  i865),  pour  les  points  de  contact  du 
cercle  des  neuf  points  avec  les  cercles  tangents  aux  trois 
côtés  du  triangle,  et  nous  adopterons  ici  les  mêmes 
notations  et  les  notations  analogues  que  nous  indiquons 
ici. 

ABC  le  triangle  considéré  ; 

a,  è,  c,  les  milieux  de  BC,  AC,  AB; 


(')  Si  a,  [î,  Y  sont  les  coordonnées    homogènes  d'un  point  O,  les 
point   associés    0„,   O,,,  O^.  ont    respectivement    pour    coordonnée? 

—  2,  p,r;  »>  —'i'-T-  «,  ?,  — ï- 


(   123  ) 
n' ,  //,  c'  les  points  de  contact  de  BC,   AC,  AB   avec  le 

cercle  inscrit*, 
a'^^  Z»^,  c'^  les  points  de  contact  de  BC.  AC,  AB  a\ec  le 

cercle  exinscrit  tangent  au  C(ké  BC  ^  de  même  r/j,, ,  /^^ , 

c'b\  K'  ^c  ^co 
II,  G,  M    les  points   d'intersection    respectivement  de 

cb^  c' b' ;  de  ne,  a' c -^  de  ab^  a  b'  \ 
Hrt,  Grtî  Mrt  It's  points  d'intersection  respectivement  de 

cZ>,  c'^b[^\  de  rtc,  «^c^^;  dea^,  a^b'^\  de  même  H^,  Gô, 

iM^;  Hc,  Gc,  -AJ^.. 

Soient  /•,  /•«,  7'é7  ''c  lt;s  rayons  des  quatre  cercles  tan- 
gents aux  trois  côtés  du  triangle. 

Les  trois  droites  Ha',  G^',  Me'  ont  pour  équations 

et  Je  coupent  en  d',  point  de  contact  du  cercle  inscrit 
et  du  cercle  des  neuf  points. 
Les  coordonnées  d»i  d'  sont 


—  {fb—  rc)-,      -^{rc—  raT-,      —{ru—rby-, 


OU 


i- (b-cy-,     ^—j—(c  —  ar-,      '- {^a  —  bf. 


Les  trois  droites   Ua^^a'  ^"^a?  ■^^«'^w  ^^^^  respective- 
ment pour  équations 

a ,  y        b  c 

-{''b-^  rc-r-  2/-)c  -^ (  >'b—-  r^yt,  -\ ( 'c-—  ''b)^  =  o. 

''  '"c  ''6 

^/  \y  b  <"  /  ,        Nr 

-  (/V,^-  '■); (2/-C-+-  r  —  rb)r,  H (''A-f-  /'jb  =  o, 

/■  rc  rb 

a  f         b    .  c. 

-(/•<■-+-  /■);  H (/•c-^  /■  rr, (2/-/,+  /•—  />);  =  o, 

/•  rc  rb 

et  5e  coupent  au  point  d]^  de  contact  du  cercle  des  neuf 


(  ^-^  ) 

points  el.  du  cercle  exinscrit  tangent  au  côté  BC  et  au 
/)rolonge?}ient  des  deux  autres, 
d'^  a  pour  coordonnées 


ou 


a  o  c 


l^^b-cyK     l^ia^cy,     ^^^(a+bf. 


Il,  G,  M  sont  respectivement  les  associés  du  point 

situé  à  l'inlini 

b  — ■  c        c  —  a        a  —  b 


et  par  conséquent  AH,  BG,  GM  sont  parallèles. 

De  niênie,  H^,  G^,  M^  sont  les  associés  du  point  situé 

à  l'infini 

c  —  b  a  -^  c.        a  -^  b 


et  |)ar  suite  AH^,  BG^,  CM^  sont  parallèles. 
h'  c'  a  pour  équation 

a  ^       b  r  ^  _ 

l'a  ''         l'b    ^  le  "^ 

de  même  «'c',  db\  .... 

^a^ai  ^a^hii  "a^a  Ont  respectivement  pour  équations 

a  ^        b  '^  Y  _ 

«  j  ^  ^. 'Lr  — 

r  '    '    /v   '        ri,  "  ■" 

a  ^        b  c 

Remarquons  que  nous  avons  désigné  par  <^f,  Z»,  c  les 
milieux  des  cotés  BC,  AC,  AB  el  aussi,  dans  les  équa- 
tions, par  a.  /?,  c  comme  à  l'ordinaire  les  longueurs  des 


(  l'i-")  ) 

lùu'-s  lîC,  AC,  AB,  mais  il  ne  peuL  ov  idcmmciii  lésullt'r 
aucuiu'  am[)liiI)ologio  de  ce  double  emploi  de  lettres. 

Les  trois  droites  AcJ'^^  ^(^b-)  ^'^C  seeoupeiitau  point  A 
qui  a  pour  coordonnées 

a(p  —  a)        b(p  —  b)^      c(p  —  c)' 

Les  trois  droites  A <7)^,  B^'^,  Cf/^  se  coupent  au  point  À„ 
qui  a  pour  coordonnées 

{b  -\-  c)-        (c  —  a )2         (a  —  b  f 


ap  b(  p  —  c)        c(  p  —  b)' 

Les  trois  droites  Aâ^,  B^^a,  ^^^c  se  coupent  en  d' . 
Les  trois  droites  Al,  Ra^,  Ca^  se  coupent  en  (1[^\  etc. 
L'axe  d'homoiogie  de  ABC  et  de  r/^<^^  d'^  qui  est  aussi 
Taxe  d'homologie  de  ABC  et  de  Xn'^^b'^Kc  est  la  droite 


qui  joint  les  pieds  des  bissectrices  extérieures. 

L'axe  d'homoiogie  de  ABC  et  de  d'd'^d^  qui  est  aussi 
Taxe  d'homoiogie  de  ABC  et  de  a).^  Aè  est  la  droite 

—  ï  ^  r,  +  ^  =  o  ; 

qui  joint  les  pieds  de  deux  bissectrices;  etc. 
L'équation  de  d^  d[..  est 

a\\bc  —  Âpip  —  «)]  +  bc{b  -\-  c)(-r^  -+-  ^)  =  o, 

l'équation  de  d' d[.  est 

f  ç  —  ■t^)ab{a  —  b)  -^[ab  —  i(  p  —  a)(  p  —  b  }]Z_  =  o; 

l'équation  de  A6'>'>c  est 

a(b  -hc)(p  —  b)(p  —  c)[/ip(p  —  a)  —  èc]ï 

-^p(p—  ,,)bc{b  —  cf-(-r,  -hÇ)  =  o; 
etc. 


(  ''^^^^  ) 

Soient 

D  U>  point  où  B.M  coupe  AC; 
E  le  point  où  AiM  coupe  BC  ; 
I)«  le  point  où  \^Ma  coupe  AC  ; 
E„  le  point  où  AM^  coupe  BC. 

DE  passe  en  d'  et  y  est  la  tangente  commune  au  cercle 
inscrit  et  au  cercle  des  neuf  points^  elle  a  pour  équa- 
tion 

a     ^  b  c 


h  —  c''        c  —  a 


^  =  o. 


DE  passe  par  les  points  (b  —  c)-,  (c  —  <■/)-,  («  —  b)-  ; 

(b  —  cy      (c  —  af      {a  —  b)'^         ^    ,  ,  ,         ,, 

7    ; — —!   j    et   les    coordonnées    d  un 

abc 

quelconque  de  ses  points  peuvent  s'exprimer  par 

(5_a)(6  — c)2        (0  — 6)(c  — a)2        (ô_c)(a  — Z^)2 


0  variant  avec  le  point. 

DrtErt  passe  par  le  point  d'^^  y  est  la  tangente  com- 
mune au  cercle  exinscrit  tangent  à  BC  et  au  cercle  des 
neuf  points. 

L'équation  de  D^E^  est 

a      ^  b  c 

T  % '^i  ^ r  C  =  o. 

c  —  b  a  -^  c  a  -^  b  ' 


Remarque.  —  Toutes  les  fois  que,  dans  une  équation 
ou  dans  l'expression  des  valeurs  des  coordonnées  ho- 
mogènes d'un  point,  etc.,  les  quantités 

/"'    T'  — «)    p  —  lf,    P  —  c 
entreront  d'une  façon  homogène,  les  égalités 

pr  =  {p  —  a\i\,  —  {p  —  b)ri,=  {p  —  c  )i\. 


(   '■^-7  ) 

[)i()uveiil  (]iu' /'.  /'  —  (I.  /'  —  A,   /'  —  c  peinent  v  être 

,      ,  I      I       i       I     .     ,  . 

rem  places   par   -,  ^>   — .  —  cl  reci[)roqiiemciil. 

''      l'a      'Il      'V 

J^'ideiitilé  <i  =^  p  —  ( />  —  </ )  inoiilre  alors  (jiic.   clans 
loule  formule.  ^/,  Z»,  c  peuvent  èlie  remplacés  par 

p(---)'     ?('---)'     ^(---)' 
z  disparaissant  dans  les  expressions  homogènes. 
^■JppUcation.  —  La  formule 


donne 


•1  \  oc 


cos  -  A 


\  ij-k)h-z} 


ou 


cos 


1       ~~\/  rai'-b—  r  )(rc—r)        /•„   /(  z-^— r  )  ( />— /• 


et  ainsi  de  toute  formule  entre  les  éléments  d'un  tri- 
angle. 


SLR  L'EMPLOI  DES  COORDOWEES  IMRIXSEQIES; 

Par  m.  Ernest  CESARO. 

1.  La  position  d'un  point  M  sur  une  ligne  est  dé- 
terminée par  l'arc  s  qui  le  sépare  d'un  point  fixe  de  la 
courbe  :  la  nature  de  celle-ci,  au  point  considéré,  est 
définie  par  les  rayons  de  courbure  p  et  /■.  Abstraction 
faite  de  sa  position  dans  l'espace,  la  courbe  peut  donc 
être  représentée  par  deux  relations  {équations  intrin- 


(  '^^  ) 

scques)  i;ntre  les  variables  ,v,  p,  /■  {^coordonnées  intrin- 
sèques). Il  est  clair  qu'il  n'en  faut  pas  davantage  pour 
Tétude  des  propriétés  intimes  d'une  ligne  5  mais  il  y  a 
plus  :  nous  allons  montrer,  en  eiî'et,  et  c'est  là  le  but 
principal  de  cet  article,  que,  par  le  simple  emploi  des 
coordonnées  intrinsèques,  on  passe  aisément  de  l'étude 
des  faits  inhérents  à  la  courbe  à   celle  des  faits  exté- 


2.  Au  point  M  prenons  comme  axes  la  tangente,  la 
hinorntale  et  la  normale  principale^  et  supposons  que 
les  coordonnées  x,  j',  z  d'un  point  P  soient  données  en 
fonction  de  s.  On  démontre  facilement  que,  lorsqu'on 
passe  de  M  au  point  intiniment  voisin,  ces  coordonnées 
subissent,  relativement  aux  axes  primitifs,  les  variations 

jc  =  dx ds, 

0 

(i)  <    or  =  dy  —  —  ds. 

■  ■  /• 

oj  =  f/j  -t-  (  —  H I  ds. 


])e  même,  si  A,  a,  v  sont  les  cosinus  directeurs  d'une 
droite  quelconque,  relativement  au  même  trièdre,  on   a 


ol  =  d'k ds. 


(2)  '    o;j.  =  d\i. ds. 


=  dv  -h   1 i-  —  )  ds. 


7j 

Les  formules  (1)  et  (2),  quoique  très  simples  et  faciles 
à  établir,  sont  d'une  importance  extrême-,  elles  consti- 
tuent, à  elles  seules,  la  base  d'une  nouvelle  théorie  des 
lignes  et  des  surfaces. 


(   129  ) 
3.   Point,  fixe.  —  Pour  exprimci-  que  le  point  P  csl 
iixe  dans  l'espace,  on  doit  éeiire,  en  vertu  de  (i). 


(3) 


(Lr 

z  —  n 

dy 
ds  " 

r 

dz 

ds    " 

—                ? 

p 

ds 

Direclioii  fixe.  —  De  même,  les  conditions  néces- 
saires et  sullisantes  pour  que  la  direction  (  A,  ij.,  v)  soit 
invariable  sont 

d).  _  ^j  dix        V  f/v  /  X         [j.  \ 

^^^      Ts-y     -dS-y     -ds^-v^-^T-)' 

Droile  fixe.  —  Pour  exprimer  qu'une  droite  est  fixe, 
il  faut,  aux  conditions  d'invariabilité  de  sa  dii-ection, 
joindre  celles  de  fixité  de  l'un  de  ses  points. 

Plan  fixe.  —  Le  plan  perpendiculaire  à  la  direction 
(1,  [Ji,  v),  situé  à  la  distance  p  de  M,  sera  fixe  si  aux 
conditions  (4^  <^ii  joint  la  suivante  : 

ds 

que  l'on  obtient,  soit  pai-  des  considérations  géométriques 
directes,  soit  en  diiïérentiant  l'équation  du  plan  et  en 
tenant  compte  des  formules  (3)  et  (4). 

4.  Maintenant  nous  pouvons  chercîiei-  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  ligne  appartienne  à 
une  suriace  donnée  :  cett(;  condition  est,  en  quelque 
sorte,  l'équation  intrinsècjue  dilléientielle  de  la  suriace 
considérée.  Si,  par  exemple,  la  surface  est  une  sphère 
de  rayon  R,  il  doit  exister  un  ^wwl  fixe  P,  dont  les  coor- 
données vérifient  constamment  Téquation 

En  ayant  égard  aux  formules  (3),  trois  dérivations 
consécutives  de  cette  équation  montrent  cpu;  les  coor- 

,•/////.  ./<•■  MddiciiinC,  3'  S(îrii\  t.  V.  (M;irs    i8S(i.)  <) 


(   «3o  ) 
(loiiiiét's  lia  ( cnlrc  P  sont  iKHCSsaircnieiit 

(6)  ./•  =  o,         r  =  —  '■-,-'         z  =  0. 

'  as  ' 

('oiiséquemment,  la  coadition  cherchée  est 

Eu  d'auLic  termes,  B  étant  une  variable  arbiti'aire,  les 
lignes  spliériq lies  sont  caractérisées  par  les  équations 

(8)  .9=/(6),         /•=/'(  6),         p  =  RcosO. 

11  est  évident,  d'ailleurs,  que  B  représente  l'angle  des 
normales  à  la  courbe  et  à  la  surface. 

V).  On  sait  (|ui;,  pour  toute  courbe,  les  valeurs  (6) 
sont  les  coordonnées  des  points  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  polaire.  Il  en  résulte  que,  pour  les 
lignes  sphériques,  la  surface  polaire  est  un  cône  :  cela  est 
évident.  Mais  on  peut  se  poser  la  question  en  sens  in- 
verser et  sous  une  autre  forme  en  se  demandant  :  quelles 
sont  les  lignes  dont  le  plan  normal  passe  par  un  point 
fixe?  Léquation  du  plan  normal  est  x  =  o  :  on  obtient, 
par  dérivation,  c  =  p.  Deux  autres  dérivations  donnent 
successivement 

ch  s        d  /    ch 


y 


ds  f        ds  y    ds 


) 


Or,  si  l'on  intègre  la  dernière  relation,  on  obtient 
l'équation  (^),  et  celle-ci  exprime  que  le  point  M  se 
trouve;  à  une  distance  constante  d'un  point  fixe.  Les 
lignes  sphériques  sont  donc  les  seules  qui  jouissent  de 
la  propriété  demandée. 

0.  Est-il  possible  (la  tracer  une  hélice  sur  une  sphère? 


(  ':^'  ) 

On  doit  avoir  /•  =  /// p,  et.  par  suilr,  il'api't's  (8), 
s  —  nil\  sinO,         /•  =-  niR  cosO,  p  =  |{  co.«0. 

Les  é(juations  intriusècjues  de  la  ligne  cherchée  sont 


do 


ne 


(9)  r  =  mp,         p2+_  =  R2. 

La  dernière  équation  nous  montre  que,  dans  le  déve- 
loppement de  la  surface  des  tangentes  à  Ihélice,  cette 
courhe  se  transforme  en  une  ligne  cycloïdale,  à  savoir 
une  cpicycloïde  ou  une  hypocycloïde  suivant  quel'angle 
constant  '-5,  sous  lequel  riiélice  rencontre  les  généra- 
trices du  cylindre,  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  45". 
Lorsque  's>  =  \^"i  l'hélice  se  transforme  en  une  c}  cloïde. 
Quant  à  la  section  droite  du  cylindre,  on  sait  que  son 
équation  s'ohtient  en  remplaçant  a'  et  p  respectivement 

nar  ^^ —  et -r-^^ —  dans  la  deuxième  égalité  (q),  ce  qui 


donnt 


'^     '     I  -I-  ni-        \  I 


/??2R    \2 


Le  cylindre  est  donc  toujours  à  base  épicj  cloïdale. 
Le  diamètre  du  cercle  directeur  est  Rtang2C2  pour  la 
transformée  de  l'hélice  :  il  est  égal  à  iV\  cos'j  pour  la 
section  droite  du  cylindre, 

7.  L'axe  du  cylindre  est  la  paiallèle  menée  par  le 
centre  de  la  sphère  à  la  droite  rectifiante  ;  les  parallèles 
menées  par  le  même  centre  à  la  tangente,  à  la  hinor- 
male,  à  la  normale  principale,  font  les  angles  constants 
o,  90"  —  C3,  90",  avec  cet  axe,  et,  par  suite,  elles  décrivent 
deux  cônes  circulaires  et  un  plan.  En  d'autres  ternies, 
les  indicatrices  sphériques  des  trois  droites  principales 
de  l'hélice  sont  deux   petits  crrcles  et  un  grand  cercle. 


(     ^32     ) 

Dès  lors,  ii  est  aisé  Je  concevoir  une  génération  simple 
(le  la  courbe.  En  effet,  le  plan  normal  se  meut  en  enve- 
loppant un  cône  circulaire  (le  cône  des  binormales)  et 
il  coupe  la  splière  suivant  un  grand  cercle,  qui  contient 
nécessairement  le  point  M  de  la  courbe.  Or,  si  l'on  ob- 
serve que,  d'après  les  formules  (8),  la  variation  dH  de 
Fangle,  que  le  rayon  passant  par  M  fait  avec  la  normale, 
ne  diffère  pas  de  l'angle  de  deux  binormales  consécu- 
tives, on  voit  immédiatement  que  le  point  M  esljixe  sur 
le  grand  cercle  mobile.  Conséquemment  :  les  seules  hé- 
lices possibles  sur  une  sphère  sont  les  courbes  décrites 
par  les  points  d'un  grand  cercle,  qui  se  meut  en  restant 
tangent  à  un  petit  cercle.  Il  est  évident  que  l'on  peut 
aussi  engendrer  la  courbe  en  faisant  rouler,  sans  glisse- 
ment, un  cylindre  circulaire,  de  rayon  «,  sur  un  autre 
«ylindre  circulaire,  de  i-ayon  h  :  les  points  d'une  géné- 
ratrice fixe  du  cylindre  mobile,  qui  restent  à  la  distance 
"ia-^b  d'un  point  de  l'axe,  décrivent  la  courbe  de- 
mandée. 

8.  Passage  aux  coordonnées  extrinsèques.  — 
Prenons  comme  axes  des  X  et  des  \  deux  diamètres  de 
la  splière,  perpendiculaires  entre  eux  et  situés  dans  le 
plan  de  base  du  cylindre  épicycloïdal  ;  comptons  les  Z 
sur  l'axe  de  ce  cylindre.  Pais(|ue  les  cosinus  directeurs 
de  l'axe  des  Z  sont  coso,  sincp,  o,  il  est  clair  que  Ton  a 

Z  =  jc  cos  o  -^y  sintp, 

OÙ  l'on  doit  remplacer  x  et  y  par  les  coordonnées  du 

centre.  Par  conséquent. 

(lo)  Z  =  R  sinO  sinci. 

Cherchons,  maintenant,  la  distance  p  de  IM  à  un  plan 
fixe,  passant  par  l'axe  du  cylindi'c;  elle  est  donnée  par 
l'expression  A.r -i-  [J.y  H-v-,  où  x,  ^  ,  z  sont  les  coor- 


(   ^y^  ) 

cloiinôes  (lu  (  tiilic,  de  sorte  (jiu' 

(i  I  )  p  —  l\(  [X  sin 0  H-  V  eus 0  ). 

Eu  oulic,  la  (lirecliou  (\  [J-,  v)  doit  être  [)erpeudieu- 
laire  à  l'axe  du  cylindre,  cl,  par  suite,  ou  peut  poser 

1=  —  sinSrsino,  [jl  =  siiiS' coscp,         v  =  cos?j, 

OÙ  l'on  détermine  3?  facilement  par  la  troisième  condi- 
tion (4)-  On  trouve 

0 

;J  = (-  const. 

coso 

Chaque  valeur  de  la  constante  correspond  à  un  plan 
particulier  :  si  l'on  veut  considérer  deux  plans  perpen- 
diculaires, il  est  aisé  de  voir  qu'il  faut  prendre  d(;ux 
constantes  didérant  de  -  •  On  obtient  ainsi  les  écina- 
lions 

X  =  R(       cosOcos 1- C0S9  sinO  sin ]  , 

\  C0SC5  '  coso/ 

Y  =  R  (  —  cosO  sin i-coso  sinO  cos )  • 

\  COSCp  '  COSO/ 

Eu  y  joignant  l'équation  (  io),on  trouve,  par  élimina- 
lion  de  Q,  les  équations  ordinaires  de  la  courbe. 

9.  On  est  amené  à  la  considération  des  mêmes  courbes 
lorsqu'on  étudie  les  déi^eloppantes  sphérir/ues  des 
lignes  sphériques,  c'est-à-diie  les  courbes  décrites  par 
les  points  d'un  grand  cercle,  qui  se  meut  en  restant 
tangent  à  une  courbe  quelconque,  donnée  sur  la  sphère. 
Soit  (M)  cette  courbe  :  relativement  au  trièdre  principal 
de  (M),  les  coordonnées  des  points  iM,,  de  la  dévelop- 
pante sont 

:r  =  —  R  sin 


R' 

^-  =  R  /  r  —  ('OS  77  )  sin  0, 

^  =  R  (  I  —  cos  —  )  cosO. 


(   '34  ) 
Les  formules  (i)  donnent 

ox  ov         .     s    .    ^  <jZ  .s    «in^O 

ds  ds  R  ds  \\    cos6 

Par  suite,  le  rapport  des  vitesses  de  Mo  et  IM  et  les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  (Mo)  sont 

(12)    —r-  =  sin  —  tans  fi,       a  =  o,       b  =:  —  cosO.       c  =  sinO. 
ds  R 

Ainsi,  la  tangente  à  (Mq)  est  perpendiculaire  au  grand 
cercle  MMn.  En  d'autres  ternies,  (Mo  )  est  une  trajectoire 
orthogonale  des  grands  cercles  tangents  à  (M).  D'après 
les  formules  (,2), 

Za  sinO  Zb  oc 

ds  p  ds  '  ds 

11  en  résulte  que  la  normale  à  (Mo)  est  parallèle  à  la 
tangente  à  (iM),  et,  par  suite,  la  binormale  est  parallèle 
au  rayon  passant  par  M,  de  sorte  que  (M)  est  Xindica- 
frice  des  biiiormales  de  (Mo).  En  outre, 

(i3)  po  =  — Rsin-. 

EnHn,  puisque  l'angle  de  deux  normales  consécutives 
de  (Mo)  est  égal  à  l'angle  de  contingence  de  (M),  on  a, 
en  vertu  du  théorème  de  Lancret, 


m-m-m 


d'où 


s 
(i4)  /•o=  R  sin  — tangO. 

Les  formules  (12),  (i3),  (i4)  permettent  de  chercher 
(Mo),  connaissant  (M).  Du  reste,  ces  formules  peuvent 
être  résumées  en  une  seule 


(  ••■>:>  ) 

D'après  (i3)  cl  (i4)îOn  voilcjue  taiij^O  r('[)i(.''seiil(.',  eu 
valeur  absolue,  le  rapport  des  courhiires  de  (Mq)-  l*ai' 
conséqueut,  pour  que  (Mo)  soit  une  liélice,  il  faut  et  il 
sullit  que  0  soit  constant,  c'est-à-dire  que  (M)  soit  un 
cercle.  Donc  :  les  hélices  spliériques  sont  les  déi'elo/)- 
pnnles  des  cercles  de  la  sp/ière. 

10.  ^ous  avons  dit  que  tangO  représente  le  iap[)ortdes 
courbures  de  la  ligne  (Mo).  On  en  déduit  iinmédiate- 
nient  que  la  droite  rectifiante  de  (Mq)  est  parallèle  à  la 
bincrmale  de  (M).  L'arête  de  rebroussement  (M|)  de 
la  surface  rectifiante  de  (Mo)  a  donc  sa  tangente  et  sa 
binormale  respectivement  parallèles  à  la  binortnale  et  à 
la  tangente  de  (M),  aux  points  correspondants,  d'où  il 
résulte  que  le  rapport  des  courbures  de  (M|  )  est  inverse 
du  rapport  analogue  de  (M);  par  conséquent,  si  (Mi  ) 
est  une  hélice,  (M)  aussi  est  une  hélice,  et  réciproque- 
ment. Cela  étant,  si  l'on  veut  que  (  Mo  )  soit  une  géodé- 
sique  d'hélicoïde  développable,  il  faut  et  il  suffit  que 
(M)  )  soit  une  liélice,  et,  par  suite,  qu'il  en  soit  de  même 
de  (M).  Il  faut,  en  d'autres  termes,  que  (Mo)  soit  une 
développante  sphérique  d'hélice  spliérique.  comme  l'a 
fait  l'emarquer  ^I.  Pirondini  (*).  Donc  :  les  seules  lignes 
sphérii/ues,  possibles  comme  géodésif/ues  siw  des  héli- 
coïdes  développables,  sont  les  deuxièmes  développantes 
sphéiiques  des  cercles  de  la  sphère. 

11.  Loxodromies.  —  Soit  (a,  |j.,  v)  la  direction  des 
perpendiculaires  au  plan  de  l'équateur.  La  tangejiLeau 
méridien  passant  par  M  est  perpendiculaiie  au  ravon, 
et,  d'autre  part,  elle  doit  faire  l'angle  constant  -l  avec 
la  tangente  à  la  courbe  :    il  en  résulte  (jue  ses  cosinus 

(')  Journal  de  BatlagUni.  p.  j-jp  :  iSS.'). 


(  i36  ) 
directeurs  soiiL 

cos(J;,     sint{^cos6,     — siin|>sinO. 

D'ailleurs,  cette  tangente  doit  rencontrer  Je  diamètre, 
dont  la  direction  est  (1,  [j.,  v).  Cela  exige  c|ue  l'on  ait 

X  COS'll 

[i.       sin'ii  cosO        sin6 

V      —  siri'li  sinO     cosO 
c'est-à-dire 

X  tan<;'j;  =  ;x  cosO  —  v  sinO. 

On  trouve,  par  dérivation, 

V  tang»];  =  X  sinO, 


et,  par  suite, 


(i5) 


P- 


siu  <{^  cos  <|i  cos  0        I  —  cos2 1}>  cos^  6 


ros2-^siaOcosO        /i  —  cos^^  cos^O 
Une  nouvelle  dérivation  donne  facilement,   au  signe 


près, 
puis 


R  /tangON 

=  r  ai'C  tang  |  -  .    .     )  : 


I  —  cos-vp  cos^G 


p  =  RcosÛ. 


Il  faudrait  éliminer  0  entre  ces  trois  relations  pour 
avoir  les  équations  intrinsèques  de  la  loxodromie. 

12.  Les  formules  (i5)  sont  susceptibles  d'autres  ap- 
plications. Ainsi,  en  les  utilisant  dans  (i  i),  on  trouve 
d'abord  que  la  distance  de  M  au  plan  de  l'équateur 
est 

_  RsinO 

y  i  —  cos^tL  cos-G 
D'autre  part,  si  *^est  la  latitude  du  point  M,  la  même 


dislaiicc  est  ('gale  à  llsiiit^.  ]1  en  résulte 

tani^O 
langJ   =  -  .  ',    • 

Dès  lors,  les  équations  intrinsèques  d(!  la  loxodroniic 
peuvent  être  mises  sous  eelte  autre  forme 


R  cos  y 
\/ 1  —  cos-<L  sin'J^ 
R(i  —  ros2j;  siiiH'  ) 

}'  =    : ■ • 

sin'!fi  cos  Al 

La  première  de  ces  équations  est  évidente.  R(;mar- 
quons  encore  que  les  coordonnées  polaires  de  la  pro- 
jection de  M  sur  le  plan  de  l'équateur  sont  données  par 

les  égalités 

n         ,,  ud(x>         . 

u=l\cosi,  — z —  =sintl;. 

^  as 

On  en  déduit  aisément 

2R 


gW  COt  il)     I      g — W  col  'il 


Telle  est  l'équation  de  la  projection  équatoriale  de  la 
loxodromie. 

13,  Les  exemples  traités  suffisent  pour  montrer  toute 
l'efficacité  de  cette  méthode,  qui  est  susceptible,  d'ail- 
leurs, des  applications  les  plus  variées.  En  nous  bornant 
à  celles  qui  concernent  la  reclierclie  des  équations  in- 
trinsèques dilïérentielles  des  surfaces,  nous  allons  in- 
diquer succineleuient  comment  on  pourrait  traiter 
quelques  autres  cas  particuliers.  En  général,  après  avoir 
mis  le  problème  en  équation,  moyennant  une  propriété 
caractéristique  de  la  surface,  on  didérentie  l'équa- 
tion obtenue,  autant  de  fois  qu'il  le  faut  pour  en  éli- 


(  -38  ) 
ininor  les  variables  auxiliaires  introduiles,  et  l'on  ar- 
rive ainsi  au  résultat  voulu.  Par  exemple,  pour  le  cône  de 
révolution,  il  doit  exister  un  \)0\nl  Jixe  P  (coordonnées 
.r,  j,  z)^  et  une  direction  invariable  (cosinus  À,  [a,  v), 
telles  cjue  la  droite  MP  fasse  un  angle  constant  Q  avec 
cette  direction.  L'équation  du  problème  est  donc 

Xx  -T-  \^.y  -r'iz  =  u  cos  0,         où         u-  =  x- -4-  j'2  +  z-. 

Trois  dérivations  consécutives  donnent 

À  IJL  V  COSO 


X  jz    y^-+-  z-  r2  -4-  ^2  u 

J  -h  ?  — ; ^  —  p r 

On  en  déduit 


p  =  f  I  H r I    r  taii"  0. 

Telle  est  l'expression  du  rayon  de  courbure  d'une 
ligne  quelconque,  tracée  sur  un  cône  de  révolution,  en 
fonction  des  distances  du  somnnet  au  plan  normal,  au 
plan  oscillateur  et  au  plan  rectifiant .  Trois  nouvelles 
dérivations  permettent  d'éliminer  ces  distances  et  de 
trouver  l'équation  dilférentielle  demandée;  il  suilira  d'y 
supposer/'  infini,  pour  avoir  l'écjuation  différentielle  des 
coniques. 

14.  De  même,  pour  le  cylindre  de  révolution,  on 
exprimera  que  la  distance  de  INI  à  une  droite  fixe  est  une 
constante  R.  On  a  d'abord 

x'^ -\- y- -^  z'^  —  jD"-—  R2         ou         /)  =  )v  ,r -f- ijij' -f  •  V  i  ; 
puis,  par  dérivation, 


y  =  [xp  -r-  3  Xv  r  —  (  i 


dp 
7h 


(  '-'î)  ) 

Ces  rclalions,  mullipliécs  respectivciiiciil  par  A,  '^.,  v 
et  additionnées,  donnent 

y      ds  '  / 

Deux  auties  d('-rivalions suffisent  pour  éfimincr  A,  'Ji,  v. 
On  arrive  autrement  à  ee  résultat,  eu  exprimant  que  la 
projection  de  la  courbe  sur  un  plany/jce  est  un  cercle  : 
c'est  même  celle-ci  la  voie  à  suivre  lorsqu'il  s'agit  d'un 
cylindre  quelconque.  Les  coordonnées  de  la  projection 
Mo  de  M,  sur  un  plan  fixe,  sont 

D'après  les  formules  fondamentales,  on  a 

ds  '  ds  '  '  ds 

par  conséquent,  l'élément  de  la  ligne  (iMo)  *^t  It^s  cosinus 
directeurs  d(i  la  tangente  à  cette  ligne  sont  donnés  pÊ(r 
les  égalités 

ds 


9s  =^^^^'-' 


(•6)  ;    ^^      Xix 


Xv 


Cela  étant, 

on  a  aussi 

oa 

06                               [JLV 

"1  "  ' 

oc 

Tfs  ~ 

[j(.2       I 

'^'           U-l-, 

(I 

_X2)2    P 

En  élevant  au  carré  et  en  additionnant,  on  obtient 


,        ,  (l-X2)2 

(i-j  ,Oo= p- 


4o  ) 


F(po,  so)  =  o 

est  l'équation  de  Ja  section  droite,  en  la  dilîércntianl  et 
en  y  remplaçant  les  valeurs  (16)  et  (17),  on  trouve  une 
relation  contenant  les  variables  auxiliaires  A,  [j.,  v,  que 
l'on  éliminera  au  moyen  de  deux  nouvelles  diilérentia- 
tions.  Dans  le  cas  particulier  du  cylindre  de  révolution, 
il  suffit  de  dilïérentier  (17),  en  v  supposant  po  coust.aiiL. 

lo.  Comme  dernier  ex{;m[)le,  considérons  un  liéli- 
coïde  gauche  à  plan  directeur.  Lu  point  jM  de  cette 
surface  étant  projeté  en  N,  sur  l'axe  directeur,  on  doit 
prendre  sur±sJMune  longueur  INP  cojistanle  et  exprimer 
que  le  lieu  décrit  par  le  point  P  est  à  flexion  et  torsion 
constantes.  Nous  suivrons  une  autre  voie  :  to  étant  l'angle 
de  MiN  avec  un  plan  fixe,  passant  par  l'axe,  et  p  la  di- 
stance de  N  à  un  point  Q,  fixe  sur  l'axe,  nous  exprime- 
rons que  la  longueur  p  varie  propoitionnelleraent  à  oj, 
de  sorte  que 

(i8)  dp  ^=^  a  diii. 

Or,  si  x^y,  z  sont  les  coordonnées  du  point y/xe  (^, 
et  )v,  ij.,  V  les  cosinus  directeurs  de  l'axe,  nous  pouvons, 
aux  trois  premières  variables,  substituer  les  coordonnées 
de  N,  à  savoir 

\  =  X  —  À/?,  r,  —y  —  \i.p,  1  =  z  —  ^tp, 

en  observant  que,  d'après  les  formules  (3),  (4),  {^)i 
on  a 

<ls         r 


lis  ^^  p.         /•  / 


(  '1i  ) 

Cela  étant,  considérons  les  cosinus diierleui s  d<^  MN 


C)n  a,  d'après  (a), 


oa 

1--^  À-—  I 

ds 

v/ç^+V-C^ 

2l- 

a^  -^  X[JL 

ds 

v/^^H-r.^-i-C^ 

OV   _ 

ay  -^-  Av 

ds 

v/^^-V-?^ 

En  élevant  an  carré  et  eu  additionnant,  on  obtient 


c?aj 


au  signe  près  5  par  conséquent,  si  l'on  tient  compte  de 
(5),  l'égalité  (18)  devient 

Deux  dérivations  consécutives  donnent 

ds  I  ■        \  -ïKr  '  •  '  '2 

En  y  joignant  la  relation 

\\  -^  [Ji-r.  —  v^  =  o, 

nous  pouvons  déjà  éliminer  ç,  y,,  Ç,  ce  qui  nous  conduit 

à  l'égalité 

2  Xv  r-f  -f-  2  X  ao  -4-  3  (  v2  —  À2  ) ,-  _|_  ^ 
rt,v 

4X3 /-s 

=  ^^^ --^[A([J.2-H  v2)?  -^  2[j.a]. 

Au  moven  de  deux  autres  dérivations,  on  se  débarrasse 


(  i4^^  ) 
<lc  A,  u-,  V.  JNous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'acliever  les 
calculs,  qui  ne  présentent,  d'ailleurs,  aucune  difficulté. 
Bien  pi'ochainernent,  peut-être,  nous  reviendrons  sur 
cette  féconde  méthode  de  recherches,  pour  en  faire  des 
applications  à  la  tliéoiie  des  développoïdes  et  des  /^o- 
/^/rti/Y'.v  sphériques,  ainsi  qu'à  la  tliéorie  générale  des  sur- 
faces. 


SIR  LA  REPRESE\TATIO\  DES  FIGIRES  TRACEES  SIR  l\E 
SURFACE.  APPLICATIONS  AIX  CARTES  DE  GÉOGRAPHIE; 

Pak  I\I.  xM.  du  GHATENET. 


Etant  donnée  une  figure  tracée  sur  une  surface,  on 
peut,  d'une  infinité  de  manières  différentes,  obtenir  une 
figui-e  qui  sera  sa  représentation  ou  sa  transformée  située 
sur  une  autre  surface.  Tl  suffira  pour  cela  de  se  donner 
deux  relations  entre  les  coordonnées  d'un  [)oint  sur 
chacune  des  deux  surfaces. 

Soient  j)  et  q  les  coordonnées  quelconques  d'une 
courbe  située  sur  une  surface  donnée,  u  gX.  v  les  coor- 
données de  sa  transformée  sur  une  autre  surface.  Tout 
svslème  de  deux  relations 

F  (/>,  q,  u,  (■)  =  o, 
^iip,  q,  u,  ('j  =  o 

déterminera  un  iiiudc  de  lianstormation. 

On  peut  donc  se  proposer  de  définir  les  fonctions  ca- 
ractéristiques F  et  Fi,  de  telle  sorte  que  le  système  de 
transformation  qui  en  résultera  jouisse  de  telle  propriété 
qu'on  voudra  lui  imposer. 

Notons  que  tous  les  problèmes  que  l'on  peut  se  pro- 


(3) 


(  '4:^  ) 

poser  sur  la  conslruclioii  des  caries  de  géogi'apliîe  ne  sont 
<|iie  des  cas  pnrlieiiliers  de  la  (pieslion  (pie  nous  venons 
d'énoncer,  puis(pie  les  surfaces  considérées  seront,  d'une 
part,  la  sphère  terrestre  et,  de  l'autre,  nn  plan,  celui  de 
la  carte. 

Nous  examinerons  et  elierclierons  à  délinir  un  mode 
de  transformation  par  la  condition  suivante.  Soit  une 
famille  de  courbes  tracées  sur  une  suiface  et  représen- 
tées par  l'équation 

(1)  [X'J  -h  vl/  =  I, 

dans  latpielle  a  et  v  sont  des  constantes,  'J  et  'l  des  fonc- 
tions quelconques  de  u  et  t'.  JNous  voulons  que  les  lignes 
délinies  par  l'équation  (i)  aient  sur  la  seconde  siu'face 
une  transformée  définie  par  l'équation 

(2)  mil  -i-  nv  =  i , 

dans  laquelle  ni  et  n  sont  des  constantes. 

En  d'autres  termes,  nous  déterminerons  une  traîisfor- 
mation  telle  que  toute  famille  de  courbes  de  la  première 
surface  définie  par  une  équation  linéaire  entre  deux 
fonctions  de  ses  coordonnées  soit  représentée  sur  la 
deuxième  surface  par  une  équation  linéaire  entre  les 
coordonnées. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suflira  de  fixer  la  forme 
des  fonctions  o  et  -l. 

Formons  l'équation  dilférentielle  de  cette  famille  de 
courbes,  nous  dillérenticrons  deux  fois  (1)  eu  consi- 
dérant {>  comme  variabbî  indépendante  et  éliminerons  u. 
et  V  entre  lt;s  deux  équations  obtenues  et  l'équation  (i). 
Nous  arriv(;rons  ainsi  à  l'équation 

/  /do   _    f/o  da\rd-'li    _        d-'b     du        d-'b  /  dii\-       db  d-u'\ 

1  \dv    '    du  dv /\^dv-           du  dv  dv         du-  \dv  J         du   dv- j 

I  _  /  d'b       d'h  du  \  r  <3?-  'f            r/2  o     du  ^  d^  <h  /  du  \  -       do  d- 11 1 

'  ^  \d^'^  dit'dv  )\   fh^'  "^  *'  (/il  r/c  7K-  ^  7/ïîî  '  d^)   ^  du  Tf^  \ 


(  '44  ) 

qui  n'est  autre  cliose  que  l'équation  dillérentielle  des 
lignes  (i)  transformées. 

Or,  puisque  cette  transformée  doit  être  représentée 
par  une  équation  linéaire  entre  a  et  «',  la  relation  (3  )  ne 

doit  pas  dillérer  de  — ,-^  =  o. 

^  dv- 

Les  coelïicients  de  {^^J ,   (^)-,   ('^)',   (^)"  de- 

vront  donc  être  nuls,  ce  qui  fournit  les  quatre  relations 

suivantes  : 

d'^  <r/-<^        d'^  d^<^  _ 
du  du^        du  du- 


(4) 


dzi  d^<\i        d'^  d-  o  _ 


do     r/^J;  f/'|i     d-o 


(G) 


(7) 


du  du  (/v  du  du  dv 

d^  d^'\i        d'!fi  r/-cf> 
dv   du'^        dv   du- 

do    <r/2-i;  _  d'])    d-^o 


dv  du  dv  dv   du  dv 

d^  d'-o 

=  o. 


j  do  d^^        d^  d'-o  _ 

L'équation  (  4)  ne  contenant  que  des  dérivées  par  rap- 
port à  u,  donne  immédiatement  pour  solution 

(8)  <{.  =  cp/(v.)  +  F(r), 

fei  F  étant  des  fonctions  quelconques  de  c,  mais  indé- 
pendantes de  u. 

De  (8)  nous  déduisons 


(9) 


d<\> 

du 

•'  du 

d-iil> 
du'- 

d^o 
-  J  du'-' 

d'h 
dv 

^.  do           df        dV 

=  /  -^  -h  o-f-  +  -^  , 
■^   dv         '  dv        dv 

d'-<h 
dv-^ 

^d'-o           d'-f          do  df 
^    dv-         '  dv'-           dv   dv 

d'-¥ 
dv'- 

d'-'h 
du  dv 

_  ^,    d'-  ^       ,    do   dj\ 
du  dv        du   dv 

(  •!>  ) 

Eli  poi-tnnl  ri'S  v;ilcui-.s  dans  (5),  (G)^  (-)  do  manière 
à  ('•liiiiinor  '},  nous  ohliciulions 

,    ^/o  /    (ly         (h  rlf       ^/H-\        d^o  /    df       dV\ 
di>  \'  dv-  <:/»'  r/r         c/r-  /         rfr^   \  ■  <^/v        dv  J 

df/d'^Y       fl'^'^  (    df       dV\ 


(12) 


f/;^  f/p  \  '  dv        (h 


Dans  (11),  les  déi'ivées  de  'j  ne  sont  prises  que  par 
rapport  à  u\  on  peut  fa(M*leiuent  intégi'er  cette  équation, 
ce  qui  donne 

''^^  'Th^-^d^-V^^' 

où  -M  et  ^  sont  des  lonctions  quelconqiKîS  de  v-,  mais  in- 
dépendantes de  a. 

De  (i3)  on  peut  déduire  par  dérivation  les  valeurs  de 

d'^       d'-o        d'Z/      ^  Il 

-T"'  ~j — '-n  ~r  '   t>ii   portant    ces    valeurs  dans  (la),  on 

dv      du  dv     du  ^  .       /^ 

aura 


i   ^  /d¥  dïf        df  r/2F\ 


) 

\  '  dv    dv  dv'^ 

Puisque  les  fondions  F.  y!,  M,  lS  ne  contiennent  pas  «, 
il  laut,  poui-  (pie  la  lelation  (i^)  puisse  être  vérifiée, 
avoir  sépaiéinent 

dV  d\f  df  d-^Y 

dv    (IV-  dv   dv- 

df  dM  ^rl-lf 

<lv    dv  dv- 

Ces  deux  é(]ualions  s  intègrent  facilement.  L'é(iua- 
lion  (  I  5  )  montre  que  les  fonctions  /"  et  F  sont  liées  entre 

.hin.  <l<-   Miuhém.,  .>•  sci-ie.  l.   V.  (Mars   1886.)  lO 


(   '46  ) 
elles  par  une  relation  linéaire.  L'équalion  (i6)  a  pour 
solution 

m' 
K  étant  une  constante  quelconque. 

Posons   cette   valeur  de  -y-  dans  l'expression    de  -^ 

dv  ^  dv 

fourriie  par  (i3  )  :  elle  deviendra 


(i8) 


c/ci  dç  dK> 


dv  k.M2(»-^Nr2 

d'où  1  on  tire  par  dérivation 

dM\^ 


r/2N  ^.    d^M  d\\   r/X 

('9) 


Portons  enfin  ces  valeurs  (18)  et  (19)  dans  (20),  dont 
]ious  n'avons  pas  encore  fait  usage.  Elle  donnera,  après 
cette  substitution, 

Puisque  ]M  et  N  sont  des  fonctions  indépendantes 
de  z/,  on  devra  avoir,  pour  que  cette  relation  puisse  être 
véiifiée, 

umv^       d^M 

d^  N 
(^^)  d^=''- 

On  voit,  d'après  (22),  que  ?S  doit  être  une  fonction 
linéaire  de  e,  et  l'intégration  de  (9)  donne 

(9.3)  M  = 


h  et  V  étant  des  constantes. 


Kn  subsliluaiit   celle    valeur  de    M  dans    (i''),  nous 
aurons  pai'  l'intégration 


Ai'  — A' 
et,  comme  V  est  (onction  linéaiie  de  /, 

JNous  avons  ainsi  calculé  tous  les  éléments  de  la  \aleur 
de  Ci  et  '!/.  11  suffirait  du  reste  de  counaître  une  de  ces 
fonctions  pour  en dédiiiie  l'autre,  en  vertu  de  la  symétrie 
des  équations. 

Les  fonctions  's,  et  'l  cju  il  s'agissait  de  déterminer 
auront  donc  les  formes  suivantes  : 

au  —  bi'  -^  p 

(  '2  i    /  I 


(2J) 


mil  -T-  nv  —  (j 
au  -^  b'  V  —p 


En  suljsti tuant  ces  valeurs  dans  (i),nous  voyons  nue 
la  famille  de  courbes  considérées  aura  pour  coii'espon- 
dante  sur  l'autre  surface  ci-lle  définie  pairé(|uation 

IJ.( au  —  bv  -r- p  )—  v( a' u  -r-  b' v  -^ p' )^  inu  -i-  nv -^  q . 

iSous  examinerons  quelques  conséquences  de  l'ana- 
lyse précédente  en  clioisissant  la  nature  des  fonctions 
•j  et  '1»,  celle  des  coordonnées  ii  et  c,  et  celle  des  deux 
surfaces  considérées. 

I. 

Sans  lien  supposer  sur  la  nature  de  la  surface  conle- 
iiant  les  courbes  que  l'on  veut  transformer,  nous  défîni- 
lons  la  position  d'un  point  sur  cette  surface  au  moyen 
d'un  axe  quelconque  OA  et  d'un  plan  O. MX  perpendicu- 
laire à  OA,  iNous    appellerons  /nn^ùiide  et  désignerons 


(   '4H  ) 
par  a  l'auglc  du  plan  passant  par  l'axe  OA  et  le  point  m 
considéré  avec  un  plan  origin(i  AOJN  ;  nous  appellerons 


lalilude   et  désignerons   par   ).    l'angle  du  rayon    vec- 
teur O/?/  avec  le  plan  O.MN. 

Examinons  la  famille  de  courbes  délinie  par  l'équation 
suivante 


(2f)) 


cntX(A  cosa  -i-  i^  sina)=  i, 


ef  étudions  la  transformation  d'après  laquelle  les 
courbes  (9.6)  sont  représentées  sur  un  plan  par  des 
droites. 

îlemarquons  dès  maintenant  que,  dans  le  cas  particu- 
lier où  la  surface  considérée  est  la  sphère  terrestie,  si 
nous  prenons  pour  axe  OA  la  ligne  des  pôles  et  pour 
plan  O.MjN'  celui  de  l'équateur,  a  et  À  ne  seront  autre 
chose  que  la  longitude  et  la  latitude  géographiques  d'un 
point,  et  l'équation  (26")  sera  l'équation  générale  des 
grands  ccîrcles  de  la  sphère.  Dans  ce  cas,  la  question  que 
nous  nous  soniuies  proposée  pourra  donc  se  formuler  de 
la  Diaiiière  suivante  :  Trouver  tous  les  systèmes  de  cartes 
de  géographie  dans  lesquels  les  grands  cercles  de  la 
sphère  sont  représentés  par  des  droites. 

il  sufiira,  pour  avoir  la  solution  du  problème  général, 
de  faire  dans  les  formules  {'i-\)  et  (20) 


cs  =  co?acOLA,  'j/ =  pin  a  cot  A, 


-r, 


v=y, 


(   '49 
ol  nous  aurons  ainsi 


<7.r  -+- 

by 

^P 

Cl!  X  -t- 

ny 

^'1 

'  -+-  v' 

cosa  col  A 

(?-7) 

(sin  a  cotX 
mx  -\-  Il  y  -i-  q 

On  déduit  facilement  de  ces  formules  les  équations 
des  transfoiniées  des  courbes  de  longitude  et  de  latitude 

„  a' X -\- b' y -^  p' 

ax  -\-  by  -^p 
l  (  m  X  -f-  ny  +  q  )2  cot^  X 
I       —{ax-^by-\-p)''--\-{a'x  +  b'y-\-p')-. 

Prenons  dans  le  plan  pour  origine  des  coordonnées 
le  point  représentant  l'une  des  intersections  de  l'axe  ()A 
avec  la  surface  (l'un  des  pôles  terrestres  dans  le  cas  de 
la  sphère).  Il  est  évident  cpie  la  courbe  de  longitude 
devra  être  représentée  sur  le  plan  par  une  droite  issue 
de  l'origine  5  par  conséquent,  d'après  (28),  nous  devons 
3i\o\vp=.  o,  //=  o,  et  les  équations  (28)  et  (9.1))  devien- 
dront 

(3o)  tans  a  r^  ' 

ax -\-  by 

, .,   ,  l  (ma"  +  «;'-f- <7  )col"2À 

I       =  (  a,r -+- Z>)-)- -r-(  a'.r-i- 6'j')-; 

d'où  l'on  voit  que  les  courbes  de  latitude  ont  toujours 
des  conicpies  pour  transformées. 

Le  canevas  de  cette  transformation  sera  donc  formé 
par  un  système  de  droites  concourantes  et  de  courbes 
du  second  degré. 

La  condition  qui  détermine  la  nature  des  coniques  est 
la  suivante  : 

1    [(  a/i  —  mbY--v{a' n  —  inb'y-\ço\P-\ 

]  (  ^'  "   hyperbole, 

1  — [  ab' —  ha' )-  j  =       |)arabolc, 

[  {  <  o  ellipse. 


(  '^^'^  ) 

Les  diverses  courbes  de  latitude  seront  gonéraleuieJil 
représentées  par  les  trois  coniques  suivantla  valeur  de  A. 
Ou  peut  dénionlrer  que  toutes  ces  coniques  ont  leur 
centre  sur  une  luèine  droite  dont  l'équation  est 

(  33)     (an  —  bm  )(a.r  -^  by)-^{  a'  n  —  h'  m  )(  a  x  -+-  h'  y  )  =  o. 

r  1 .  .         ,  .j     ,  ,  ,  ah 

La  concliiion  (02)  montre  que,  lorsqu  on   a  —  =  ^,  1 

les  courl^es  de  latitude  sont  toujours  {iguré(;s  par  des 
hyperboles;  ce  réseau  ne  sera  jamais  forme  uniquement 
d  hyperboles  équilatères. 

La  même  condition  (Sa)  montre  encore  que,  dans  le 
cas  où  m  =  «  =  o,  on  aura  uniquement  des  elhpses 
homothétiques  et  concentriques. 

„  .  .  ,  ah  m 

Un  voit  aussi  que,  lorsque  —  =  ^7  =  — 1  on  a  unique- 
ment des  paraboles  ayant  le  même  axe. 

L'équation  générale  (3i)  montre  que  les  termes  du 
deuxième  degré  ne  peuvent  disparaître  pour  toute  valeur 
de  Aj  les  courbes  de  latitude  ne  pourront  donc  jamais 
être  figurées  par  un  réseau  de  droites. 

Cherchons  donc,  ce  qui-  serait  d'un  grand  avantage 
pour  le  tracé  d'un  canevas  géographique,  si  elles  peu- 
vent être  toutes  représentées  par  des  cercles,  c'est-à-dire 
par  la  courbe  la  plus  simple  après  la  droite. 

Pour  que  l'équation  (3i)  donne  un  cercle  pour  toute 
valeur  de  A,  il  faut  que  les  conditions  suivantes  soient 
\éri liées  : 

m  =  //  =  o.         ah  -T-  rt'  A'  =  o.         a"-  +  a-  =1  h-  -r-  b-, 

et  alors  1  équation  se  réduit  à 

(  34  )  i  a-  -+-  a-  )i  .r"-  -i- 1-  )  =  7-  col-  À. 

Ainsi,  quand  les  couibes  de  latitude  sont  toutes  repré- 
sentées par  des  cercles,  ces  cercles  ont  pour  centri;  com- 


(  '■'•  ) 

luuu  le  point  correspondant  à  l'une  des  intersections  de 
Ja  surface  avec  l'axe  choisi  et  un  rayon  proportionnel  à 
la  cotangente  de  la  latitude. 

Des  conditions  nécessaires  pour  obtenir  des  cercles, 
on  déduit  h:^àza\  h'-~zç.a\  en  portant  ces  valeurs 
dans  (3o),  on  aura  l'équation  des  droites   de  longitude 

(35)  tans 


ax  zn  a  y 

a'  (,         y 

bi  nous  posons  —  =  tang'J  et—  =  tangv,  uous  aurons 

Les  lignes  de  longitude  feront  donc  entre  elles  sur  le 
plan  les  mêmes  angles  que  sur  la  surface. 

On  peut  donc  dans  le  cas  des  cartes  de  géographie,  en 
tenant  compte  de  la  forme  des  relations  (34)  et  (35), 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  p/ojection  centrale,  c'est-à-dire  la  perspective 
obtenue  du  centre  de  la  sphère  en  projetant  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  pôles,  est  le  seul 
sj  stème  de  cartes  dans  lequel  les  grands  cercles  sont 
représentés  par  des  droites  et  les  parallèles  par  des 
cercles. 

Il  est  un  cas  qui  a  échappé  à  l'analyse  précédente, 
puisque  nous  avons  pris  pour  origine  le  point  de  con- 
cours des  droites  de  longitude  :  c'est  celui  où  ces  droites 
seraient  parallèles.  ]Nous  pourrons  alors  prendre  pour 
axes  des  x  une  perpendiculaire  à  leur  direction  com- 
mune. D'après  (28),  nous  devrons  avoir  h' =  o,  6  =  o, 
et,  en  plaçant  convenablement  l'origine,  nous  pourrons, 
sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  que  y  ^  o.  p'  =  o. 


(  '^"^  ) 

Lfs    écjualious   des  lignes    forinaiil    le    canevas  clevieii- 
iieiit 

a  X  -h  p 
( 37  )  (  mx  -f-  iiy  )- col-  X  =  (  a.r  -4-/J  )- -i-  a'-.r-. 

Ia's  Iranslorniées  des  lignes  de  latitude  seront  toujours 
des  liypcrboles. 

('onune  cas  particulier  des  équations  (36)  et  (S^),  .on 
trouve,  quand  il  s'agit  de  la  sphère,  le  cas  de  la  projection 
centrale  sur  un  plan  perpendiculaire  à  ré(|uateur.  On 
voit  donc  que,  dans  tout  système  de  cartes  où  les  grands 
cercles  sont  ligures  par  des  droites  et  les  méridiens  par 
des  dioites  parallèles,  les  cercles  de  latitude  le  seront 
par  des  hvperlxdes. 

IL 

Fjnployant  les  mêmes  coordonnées  a  et  A  que  piécé- 
demmenl,  considérons  la  famille  de  courbes  tracées  sur 
ulie  môme  surface  et  données  par  l'équation 

(38)  Âa-4-B/tang  i(-  —  Xj  =  I. 

Cherchons  un  mode  de  transformation  tel  que  ces 
courbes  soient  représentées  sur  un  plan  par  des  droites. 

IJans  le  cas  où  4a  surface  donnée  sera  la  sphère  ter- 
restre, l'équation  (38)  sera  celle  des  loxodromies,  c'est- 
à-dire  des  courbes  coupant  tous  les  méridiens  sous  un 
angle  constant,  et  alors  le  problème  pourra  s'énoncer 
connue  il  suit  : 

Trouver  tous  les  système  de  cartes  dans  lesquels  les 
loxodromies  sont  figurées  par  des  droites. 

Il   sulliia  pour  lésoudie  la  ipiestion  de  (aiie,  dans  les 


(  '^^'^  ) 

l'oniiulcs  (24  )  ol  (25), 

cl  nous  obtiendrons  ainsi 

ax  -T-  by  -\-  p 


(3'.),) 


/2J  +  7 


I  /-K        ,  \         a'x-\-h'j 
(4o)  /  Lan;;- A     = 


•2  \  '2  /         m  X  -h  /ij'  -H  7 

Ces  deux  (MjuaLions  donnent  les  transformées  des 
eourbes  de  longitude  et  de  latitude.  Or  sur  la  surfaee  les 
eourbes  de  latitude  ne  se  coupeut  jamais,  [)uisc(u'elles 
se  trouvent  sur  différents  cônes  de  révolution  ayant  le 
même  axe  et  le  même  sommet.  Les  transformées  de  ces 
lignes  qui  sont  des  droites,  d'après  (4o),  devront  être 
parallèles.  Nous  prendrons  sur  le  plan  l'axe  des  x  [)aral- 
lèle  à  cette  direction  commune.  On  aura  donc  «' =  o, 
///  =  o. 

L'é([uation  (39)  doinie  les  droites  de  longitude.  Or 
sur  la  surface  les  lignes  de  longitude  passent  toutes  par 
l'intersection  de  l'axe  OA  avec  la  suiface.  Les  droites 
qui  sont  leurs  transformées  sur  le  plan  devront  donc 
toutes  avoir  un  point  commun.  Nous  prendrons  ce  point 
pour  origine,  et  alors  on  doit  avoir  p  =  o,  </  =  o. 

Les  é(]uations  des  deux  systèmes  de  courbes  formant 
le  canevas  seront  donc 

,   ,               ax-^by             ,           \  I"       V  \        b'y-\-p' 
(4i)      a=   . -— ^,  /tang-(-- A^  -  --^ ^- 


ny  -}.  \  -x         J  ny 

Si  l'on  veut  imposer  cette  condition  (pie  les  droites  de 
longitude  soient  parallèles  entre  elles,  il  laudra  que 
//  =  o,  et,  en  disposant  de  la  position  de  l'origine  pour 
laiie  jf  =  o  et//=  o,  les  écjuations  du  canevas  seront 


(tx  -\-  bv  ,  \      -       .  \ 

4-4)  a=  ■- ,  /larig- A      = 

<l  ■■'■  \  '^  I 


(  1-54  ) 

Lorsque  h  =  o,  les  deux  systèmes  de  droites  sont  rec- 
tangulaires, ce  qui  correspond  à  la  carte  marine  ou  pro- 
jection de  Mercator. 

III. 

Nous  pouvons  appliquer  la  même  méthode  pour  la  ré- 
solution du  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  tore  circulaire,  trouver  tous  les 
modes  de  transformation  permettant  de  représenter 
sur  un  plan  les  figures  tracées  sur  cette  surface,  avec 
la  condition  que  les  sections  centrales  du  tore  soient 
transformées  suivant  des  droites. 

C'est  le  problème  que  pourraient  se  poser  les  habi- 
tants de  Saturne  pour  construire  la  carte  de  leur  pays. 

'Prenons  pour  coordonnées  trois  axes  rectangulaires, 
l'origine  étant  placée  au  centre  du  tore  et  le  plan  des  XY 

1-ig.  2. 


coïncidant  avec  celui  de  l'équateur.  Soient  a  la  longitude 
d'un  point  M  du  tore,  telb;  que  nous  l'avons  entendue;, 
et  \  sa  latitude,  en  appelant  latitude  l'angle  du  rayon 
vecteur  MC  allant  au  centre  du  cercle  générateur  et  de 
la  droite  OC  joignant  le  ])oint  C  au  centre  du  tore. 
On  voit  facilement  que  l'on  aura 

\  =(R  -I-  /•  cosÀ)cos  a. 
Y  =(R  -1-  /•  cos).  isina, 
Z  =  ?in)>. 

L'équation    générale   des    sections    centrales   du   tore 


(  «55  ) 

pouiia  doiu-  s'ériiic,  au  inoyi'ii  de  la   longiliulc  cl   lali- 

tiulo, 

,    l»  —  /'cosX  ,^  R-i-/-cosÀ    . 

(  Î3  )  A  : — i —  cos  a  —  !i    1 — ^ sin  a  =  i . 

/•  sm  A  /•  ?iii  A 

Elle  est  donc  du  uiènic  lype  que  (i),  et  nous  n'avons, 
pour  résoudre  la  question,  qu'à  aj)pli(]uer  les  formules 
(24)  <^'t  (^S),  ce  qui  donnera 


1'  R  -1-  /•  cos  À                   a.r 

^P 

1        /siiiA                        nix 

^7 

r    : <iiia=   

^Uy 

-P' 

di' 

\     \\  -^  /•(•ns  A      .  (i  r  -^ 

r    : <iiia=   

/■  siii  A  DIS  -i-  ny  -\-  q 

Les  transformées   des   lignes  de  longitude  et   de  lati- 
tude formant  le  canevas  auront  pour  équations 

X  —  L'y  —p' 


{ t\'i)  taniia 


hy~p 


,  ,,.  ^      /li  — /-cosA.^       (a.r -\- bv  —  p)-^(a  X  —  b  r —p  )■- 

(41))         -. — ; = ; — —  • 

\       /•  sm  A       /  (  tnx  —  ny  -f-  q  )'- 

Ces  relations  sout  tout  à  fait  analogues  à  celles  que 
nous  avons  obtenues  (28  )  et  (29  ),  en  traitant  un  pro- 
blème piécédent.  Elles  n'en ditlèreut  que  par  le  cliange- 

,  -  H  —  ;■  cos  À     ,  ,  ,      , 

ment  de  e<jlA  en   -. — ^ L  étude  (iue  nous  en   avons 

/•sinA  ^ 

déjà  faite  s'applique  donc  au  cas  actuel. 


SLR  LE  SYSTEME  DL\E  COMOLE  ET  DL\  CERCLE; 

Pau  m.   li.  GODEFROY, 
Elève   de    l'École    Polytechnique. 


Je  me  propose  de  démontrer  nu  théorème  de  Géomé- 
trie sur  le  systèine  dune  conique  cl  d'un  ceiile  donnant 
immédiatement  comme    conséquences   particulières   les 


(   'Sf)  ) 
(oiniules  fcnidanientales  Je  la  ihéorio  du  cercle  oscula- 
leur  dans  les  coni(|iies. 

Considérons  une  conique  à  centre  :  soit  l'ellipse 

b'  x^  H-  a- y-  —  a-  b-  =  o. 

Les  cordes  coniumues  à  cette  ellipse  et  au  cercle 
[x  —  ^O'-HCj)  — i^)" —  11' =  o  ont  pour  équation 

b-^  j"2  _^_  a-i  j2  —  «2  b-i  -f-  À  [( ,77  —  a  )2  +  ( y  _  p  )2  _  R2  ]  _  „, 

où  X  prend  successivement  l'une  des  valeurs  tirées  de 
l'équation 

X3  R2  _  ) -2  (  «2  O,  _4_  ^,2  .j_1  _   ^,2  1,1  _  a-l  R-^  —  ^;2  R^  ) 

—  À  «2  ^,2  (  ^2  -}-  p2  _  «2  _  ^,2  _  I\2  )  _,_  „i  ^V  ^  q, 

exprimant  que  la  conique  passant  aux  intersections  de 
l'ellipse  et  du  cercle  est  un  système  de  droites.  Les  dis- 
tances de  leurs  points  d'iutersection  au  grand  axe  de 
l'ellipse  sont  données  par 

p. 

Soient  Ti,  y-itj's  It^s  trois  distances,  Ai,  *Ao,  A3  les  para- 
mètres correspondants  :  le  produit  des  distances  sera 
donné  par  la  formule 


pi 


Le  numérateur 

.33).!  À,  A3 

et  ledéuominateur 

a<>  -+-  a''  I.  Ài  -h  «2  V  ),,  X,  -4-  À,  l,  A3 

sont  des  fonctions  symétri([ues  données  par  l'équation 
du  troisième  degré  en  A  écrite  plus  haut;  tous  calculs 
faits,  l'cNpression  du  produit  se  réduit  simplement  à 

J.J2J3=--^' 


(   '^7  ) 

(le  tnrmc 


a*  rt. 


Un  arrive  dune  à  ce  rrsullal  (luiii;  yrauJc  .sin)[)licilé 
(jiic  le  produit  lies  distances  à  un  axe  des  points  d'iuter- 
seelion  des  lignes  eonjoiules  est  à  la  distanee  eorres- 
jxindaule  du  centre  du  e(îrele  dans  le  rapport  de  la 
(piatriènu!  puissance  de  l'axe  qui  lui  correspond  au 
carré  de  la  distance  focale. 

Jl  est  à  remarquer  que  ces  expressions  sont  indépen- 
dantes de  la  grandeur  du  cercle. 

Les  coordonnées  du  centre  du  (H'rcK;  osculateur  en  \ni 
point  (a*,  j)  d'une  coni([ue  sont  des  cas  particuliers  de 
ces  formules. 

Imaginons  que  trois  points  d'intersection  de  la  co- 
nique et  du  cercle  viennent  à  coïncider  :  a,  [i  seront  alors 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur.  Les 
trois  points  d'intersection  des  cordes  communes  viennent 
se  confondre  au  triple  point  où  le  cercle  rencontre  la 
conique.  On  a  alors  pour  a  et  [i 

a*    '  b*    ' 

formules  connues  par  beaucoup  d'autres  métliotles. 

Pour  la  parabole,  nous  agirons  un  peu  dideremment. 

Les  sécantes  communes  au  cercle  et  à  la  courbe  ont 
pour  équation 

A  est  une  des  racines  de  léqualion 

À^(  a-  -i-  ji^  )  -I-  À-  (  K-  —  ,3-  -f-  -ip  a ) 

—  X(a--t-  {j- —  R-  —  ipy.  —  p-  )-i-p'-  =  o. 

Pour  avoir  des  expressions  simples  et  indépt-ndantes 
du  ravou  du  cercle,  prenons  la  somme  des  distances  des 


(  1^>H  ) 

points  cl  iiilorsecliou  des  lignes  conjointes  à  la  tangente 

au  «jmniet  de  la  [)araljole. 

On  a  alors 

.r,  -f-  To  -^  u-3  =  a  —y?, 

et,  en  pi-enanl    eoinine   précédemment    le    produit   des 
dislances  à  l'axe  de  la  courbe, 

Ji  72  73  =  —?/>-• 

On  en  déduit,  pour  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
osculateur  au  point  (a',  )  )  de  la  parabole, 

•,.3 

expressions  connues. 

])e  légalité  .r,  -f-  .r^  +  a's  =  a  —  /?,  on  déduit  : 

Les  triangles  polaires  conjugués  à  uuc  parcihole  et 
à  tous  les  cercles  dont  les  centres  sont  sur  une  per- 
pendiculaire à  l'axe  ont  leurs  centres  de  gravité  éga- 
lement sur  une  perpendiculaire  à  l'axe. 


CO\DrriO\  Vm\  m  QI'ATUK  droites  SOIEM  les  (iÉ\ÉRA 

TuicEs s)'i\  mm  système  dix  HYPEUBOLOIDE; 

Pau  in  ancien   ÉLÈVE  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


Soient 


(') 
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k'S  ûqualioiis  ilcs  ijiialic  dioites;  posons 

Ciji  —  bi  :.,■  =  li, 
cy-hz    =/. 

et  soioiil 

X  —  r        Y  —  r        Z 


((iZi —  CiXi=^  nii. 
az  —  ex     —  m. 


biXi—aiyi=  .ii. 
hx  —  av    ^=  n. 


(2) 


b 


les  éi|ualions  cruiie  iiouvcIIl'  droite.  Pour  que  les 
(Iroiles  (  i  )  lassent  partie  des  géaératriees  d"mi  iiièine 
système  d'un  liyperboloïde,  il  laut  qu'une  iniinité  de 
droites,  telles  que  (ti),  les  rencontrent;  il  faut  donc  que 

l'on  ait 

Xi— X    Yi—r 

a  b 

ai  bi 


-   I 

c  =  o, 

Ci        I 


pour  i  ^  I,  2,  3,  4?  ^^  fj"^!  peut  s'écrire 

/r/,-t-  mbi-^  nci-r-  ali-^  bnii-^  ciii=  o: 

d'où  l'on  conclut 

oi     bi     Cl     (di^-  bfui  —  ctii  I 

a,     bi     Co     al-^-^  bm.T-^  cn=,   \ 

i  =  o. 
«3     ^3     Cz     al-i-^  bm^-^  cn^  \ 

«i     b;     C;     al^-h  bni;-T-  en.:,   \ 
l'osant  donc 


O;  bi  Cl  II 

«2  *^2  ^2  ^2 

«3  bi  C3  /:; 

(i\  b'  Ci  l\ 


«1     61     Cl     nii 


«1     ^^1 
«.,     b. 


=  N. 


rtL--6M  —  f  \  =  o. 


(    >6o  ) 
(ida  doit   nvoii-  lieu  pour  uuc  inljnitc  de   valcui's  de 
('/,  Z»,   c  et,  en   parlicnilicr,   [)()ui'  des   valeurs   a\  h',  c' ; 
a",  h" ,  c";  a"\  h"\  c'" .  telles  que  l'on  n'ait  pas 

h'  c' 
"  b"  c" 
'"     V"     c" 

sans  quoi  les  directions  a'.  //,  c';   a'\  />",  r"  ;  ^/",  h'",  c'" 
s(>raient  parallèles  à  un  même  plan^  doue  on  doit  avoir 

L  =  o,         Ai  =  o,         N  =  o  : 

telles  sont  les  conditions  cherchées. 


KECnOLOGSE. 


Nous  avons  le  regret  d'annoncer  rà  nos  lecteurs  la 
mort  de  M.  JMoret-Blakc,  ancien  professeur  de  Matlié- 
mati(jues  spéciales  au  lycée  du  Havre.  ÏNotre  infatigable 
collaborateur,  qui  a  fourni  aux  Nouvelles  Annales  \es 
solutions  de  tant  de  (Jueslions,  est  décédé  à  Salins  (Jura), 
le  20  mais  1 886. 


FIBLICATIOAS  UlîCEATES. 


TuAlTÉ     ÉLÉMENTAIRE      DES      DÉTEUMIK AK'J  S,     COIltenaUt 

299  exercices;  par  iNI.  L.  Lehoulleiix,  licencié  es 
Sciences,  professeur  de  Alatliématiqnes.  Genève,  II.  Sta- 
[)elmohr;   1886. 
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IVOTE  SIR  LA  BALWCE  DE  ROBEKVAL 

(Extrait  du  Cours  de  jVIécaniqiie  de  FÉcole  Polytechnique); 
Par  m.  h.  RESAL. 


Poinsot,  dans  sa  Statique,  ne  considère  celte  balance 
que  d'une  manière  abstraite,  sans  avoir  égard  à  des  ac- 
cessoires quijouent  cependant  le  rôle  principal  au  double 
point  de  vue  de  la  sensibilité  et  de  la  stabilité.  11  ne 
voit  qu'une  occasion  d'appliquer  sa  théorie  des  couples 
à  une  question  qu'il  considère  comme  paradoxale,  mais 
(jui  ne  l'est,  en  réalité,  que  lorsque  l'on  \(,'Ut  tout  expli- 
quer au  moyeu  de  la  simple  tliéorie  du  levier.  Il  arrive 
au  résultat  voulu  en  disposant  de  deux  couples  sur  le 
système  articulé,  comme  si  ce  s^'stème  était  invariable, 
méthode  dangereuse  qui,  dans  l'étude  d'autres  systèmes 
articulés,  pourrait  conduire  à  de  graves  erreurs. 

La  dernière  édition  de  Poinsot  a  ])aru  en  1842  ;  c'est 
postérieurement  à  cette  date  (|ue  la  balance  de  Roberval 
a  été  tirée  de  l'oubli  et  que  son  usage  s'est  considérable- 
ment répandu  pour  des  pesées  qui  ne  dépassent  pas  cer- 
taines limites.  Les  Ouvrages  actuels  de  Mécanique  et  de 
Physique  ne  la  signalent  qu'au  point  de  vue  de  Poinsot 
ou  la  passent  sous  silence.  Les  Biogiaphies  ne  la  men- 
tionnent pas  dans  les  articles  cousaciés  à  Roberval 
[Gilles  Personne  (de).  1602-1670]. 

Soit  AB  A'B'  un  rectangle  articulé  dont  le  plan  moyen 
est  vertical  ;  les  côtés  horizontaux  AB,  A'B'  peuvent  res- 
pectivement se  mouvoir  autour  d'axes  fixes  passant  par 
leurs  milieux  O,  O'  et  sont  symétriques  par  rapport  au 
plan  vertical  dont  la  trace  sur  le  plan  moyen  est  la 
droite  qui  joint  ces  milieux  5  leurs  centres  de  gravité  ^, 

Jnn.  de  )latlt,;„at.,  3«  série,  t.   V.  (Avril   1886.)  II 


(    '6.  ) 
g'  sont  censés  situés  en  contre-bas  de  leurs  directions. 
Les  côtés  latéraux  sont  identiques. 

En  admettant  que  la  forme  de  la  figure  soit  rendue 
invariable  au  moyen  d'entraves,  je  supposerai  que  l'on 
fixe  à  ces  derniers  côtés  deux  solides  dont  les  poids  se- 
ront désignés  par  [x,  jj.'. 

Soient  OA  =  /,  O^^'"  =  e,  0',:^''=  e' ^  fj,  ij  les  poids  des 
fléaux  AB,  A' IV;  Ph-/7,  P  deux  poids  adaptés  aux  deux 

points  //,  n  des  masses  -■,  — • 

En  enlevant  les  entiaves,  le  système  prendra  une 
forme  d'équilibre  dans  bujuelle  le  rectangle  sera  devenu 
un  parallélogramme;  ou  distinguera  par  l'indice  i  les 
lettres  qui  se  rapportent  à  la  déformation. 

Si  l'on  désigne  par  B  l'angle  AOA,,le  principe  du 
travail  virtuel  donne 

(P  -I-/7  -r-  |x)o./siiiO  —  (P  +  [j.')c;./?ine 

-4-  ^  0 .  e  cos  0  -t-  </'  0 .  e'  cos  6  =  o  ; 

d'où 

(/>  + p.  — [j.')Z 


:0  = 


qe  -^  q  e 


en  remarquant  que  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des 

tringles  latérales  n'a  pas  cliangé  de  position. 

Pour  ([uc,  après  avoir  supprimé  le  poids  additionnel  /:», 

les  côtés  AB,  A'B'  reprennent  l'horizontalité,  il  faut  que 

jjL  =  u',  et  alors  on  a 

,  pi 

(a)  tangO  =  ■ —• 

^     ^  qe  -^-  q  e 

^..1,  1  l^     l^'  1 

Si  Ion  svippose  que  les  masses  ~,  —  comportent  chacune 

un  plateau,  on  aura  la  balance  de  Pioberval  considérée 
dans  toute  sa  généralité. 

On  voit  ainsi  que  :   i"  les  plateaux   peuvent  être  si- 
tués à  une    distance   quelconque  des  côtés  AA',  BB'  et 


(  '6-^  ) 

placés  à  une  h-autcnr  ôi;aleni(înt  c]iiclcoiu|no.  pourvu  qu(^ 
les  masses  de  leurs  svslènies  soient  cigales;  i"  la  position 
des  charges  P  sur  les  plateaux  est  iudiil'érente  relalive- 
ntent  au  bon  lonctionnenient  de  1  instrument. 

La  for-mule  (rt.)  se  discutera  comme  celle  qui  se  rap- 
porte à  la  balance  ordinaire. 


(:0\STRlICTIO\  OES  POLMS  DOIBLES  DE  LA  PROJECTIOX  DE 
Li  COIUBE  D'!\ TEI{SECT10\  DE  DEIX  COXES  01  CYLIXDRES 
DU  SECOXD  DE(JRÉ.  COXSIDÉRATIOXS  SI  R  LE  THÉORÈME  DE 
DESAR(ÎIES; 

Paii  m.  h.  PICQUET. 


1.  Il  est  d'usage,  dans  certains  Cours  de  Géométrie 
descriptive,  après  avoir  construit  la  droite  qui  joint  les 
points  doubles  de  la  projection  de  la  courbe  d'int(;rsec- 
tion  de  deux  cônes  ou  cylindres  du  second  degré,  de  ne 
pas  achever  la  détermination  de  ces  points,  sous  pi^étexte 
que  la  construction  à  intervenir  ne  serait  ni  simple,  ni 
utile.  Si,  cependant,  on  peut  affirmer  d'un  côté  que, 
dans  la  résolution  d'un  problème  graphique,  les  éléments 
qui  doivent  concourir  à  la  connaissance  des  résultats  ne 
sont  jamais  en  trop  grand  nombre,  vu  Cju'il  est  toujours 
loisible  de  négliger  ceux  d'entre  eux  qui  pourraient  pa- 
raître entachés  d'erreur-,  il  est  évident,  d'autre  part, 
que  la  solution  du  problème  énoncé  ne  peut  atteindre 
un  degré  de  complication  bien  élevé,  puisqu'il  est  du 
second  degré  et  n'exige,  par  suite,  que  l'usage  de  la 
règle  et  du  compas.  Il  m'a  donc  paru  intéressant  de  re- 
chercher cette  construction,  et  voici  celle  que  je  pro- 
pose.   Elle  est  entièrement  fondée  sur  le   ihéoième  de 


(  i64  ) 
Desargues,  généralisé  par  Sturin,  qui  est  enseigné  au- 
jourd'hui dans  la  plupart  des  elasses  de  Mathématiques 
spéciales,  et  que  j'énonce  ainsi  pour  faire  voir  de  quelle 
façon  j'estime  que  l'on  doit  envisager  des  couples  de 
points  en  involution  : 

Toutes  les  conit/nes  d'ii/i  faisceau  linéaire  (^c'est- 
à-dire  circonscrites  à  un  cjuadrilathre  dont  les  sommets 
sont  réels  ou  imaginaires  conjugués  deux  à  deux)  sont 
coupées  par  une  droite  suivant  des  couples  de  points 
conjugués  liaj'moni(/ues  à  deux  points  fixes,  réels  ou 
imaginaires  conjugués. 

Cela  posé,  supposons  que  l'on  ait  construit,  comme 
d'habitude,  la  ligne  des  points  doubles,  et  considérons 
le  plan  qui  la  projette.  Ce  plan  coupe  les  deux  surfaces 
suivant  deux  coniques  ayant,  par  construction,  deux 
cordes  communes  perpendiculaires  au  plan  de  projec- 
tion et  dont  les  pieds  sur  ce  plan  sont  les  points  doubles 
cherchés.  Dans  le  plan  projetant,  une  droite  quelconque 
coupe  les  deux  coniques  et  ces  deux  cordes  suivant  six 
points  en  involution,  qui  se  projettent  aussi,  sur  la 
dioite  des  points  doubles,  suivant  six  points  en  involu- 
tion. Or  ces  points  s'obtiennent  immédiatement,  si  l'on 
considère  en  particulier  les  droites  d'intersection  du 
plan  projetant  avec  les  plans  auxiliaiies  qui  ont  servi  a 
déterminer  les  points  de  la  courbe  d'intersection.  Ce 
sont  précisément  les  couples  de  points  d'intersection  de 
la  droite  des  points  doubles  avec  les  couples  de  généra- 
trices fournis,  respectivement  dans  chaque  surface,  par 
les  divers  plans  auxiliaires.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  points  doubles  de  la  projection  de  la  courbe  d' in- 
tersection de  deux  cônes  ou  cylindres  du  second  degré 
sont  les  extrémités  du  segment  commun  à  une  infinité 
d'ijivolutions  dojit  r une,  quclconcpie,  est  déternnnée par 


(   '6'^  ) 
les  lieux  couples  de  points  d  interseclio/i  de  lu  droite  (fui 
les  joint  iivec  les  deux  couples  de  génératrices  résultant 
de  l'intersection  de  l'un  t/uelco/K/ue  des  plans  auxi- 
liaires avec  les  deux  surfaces. 

Le  problème  est  Joue  résolu  tliéoriqueiueiil,  et  la 
construction  peut  s'eiïectuer,  comme  on  sait,  au  moyen 
(le  cinq  cercles  (  '  ).  IMais,  en  choisissant  convenablement 
les  plans  auxiliaires,  elle  peut  se  simplifier  ])ar  l'emploi 
de  trois  cercles  seulement,  s'il  existe  deux  plans  limites, 
c'est-à-dire  si  la  trace  de  la  droite  des  sommets  sur  le 
plan  qui  jjrojette  la  ligne  des  points  doubles  n'est  pas  à 
la  fois  à  l'intérieur  des  traces  des  deux  cônes  sur  ce  plan. 

Choisissons  ces  phins  pour  plans  auxiliaires  :  chacune 
des  deux  involutions  est  alors  définie  par  deux  serments 
dont  l'un  est  de  longueur  nulle.  Ses  points  doubles  sont 
alors  :  l'un,  le  segment  a  réduit  à  zéro,  et  l'autre,  le 
conjugué  harmonique  b  de  a  par  rapport  à  l'autre 
couple^  ce  conjugué  harmonique  se  construit  immédia- 
tement au  moyen  d'une  parallèle  à  l'une  des  deux  géné- 
ratrices qui  fournissent  le  couple  dont  les  extrémités 
sont  différentes,  laquelle  est  déjà  tracée  sur  l'épure  si  la 
surface  correspondante  est  un  cylindre.  Le  segment 
commun  à  deux  involutions  dont  on  connaît  les  points 
doubles  s'obtient  alors,  comme  on  sait,  au  moyen  de 
trois  cercles.  D'où  la  règle  suivante  : 

Pour  construire  les  poi/its  doubles  de  la  projection 
de  la  courbe  d' intersection  de  deux  cônes  ou  cylindres 
du  second  degré,  on  cherchera ,  sur  la  droite  qui  les 
joint  les  points  a,  a  et  '^  situés  en  même  tem/ts  sur  les 

(')  Si  aa',  bb',  ce',  dd'  sont  les  quatre  couples  de  points  fournis 
par  deux  plans  auxiliaires,  et  A  un  point  quelconque  du  plan,  ces 
cinq  cercles  sont  les  suivants  :  Kaa'  et  Kbb'  qui  se  coupent  en  B, 
S.CC'  et  kdd'  qui  se  coupent  en  C,  et  ABC. 
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génératrices  auxquelles  donne  Lieu  l'un  des  plans  li- 
mites. On  tracera  le  conjugué  harmonique  h  de  a  par 
rapport  à  y.  et  [3.  On  fera  la  même  opération  avec 
l'autre  plan  limite,  ce  q  ai  fournira  deux  autres  points  a 
et  h' .  Par  les  points  a  et  h^  on  tracera  un  cercle  quel- 
conque; par  les  points  a'  et  b' ,  on  tracera  un  autre 
cercle  quelconque  rencontrant  le  premier.  L'axe  ra- 
dical de  ces  cercles  coupera  la  droite  des  points  doubles 
en  leur  point  Jidlieu,  et,  le  cercle  décrit  de  ce  point 
comme  centre  avec  la  longueur  commune  de  la  tangente 
menée  de  ce  point  aux  deux  premiers  cercles  passera 
par  les  points  cherchés. 

2.  Je  saisis  celte  occasion  pour  donner,  à  l'usage  des 
Cours  où  il  n'est  pas  question  d'iuvolution,  une  dé- 
monstration très  simple  du  théorème  de  Desargues. 

Lemhe  I  (immédiat).  —  Les  polaires  d' un  point  fixe 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  d' un  faisceau  linéaire 
sont  concourantes. 

Je  passe  sous  silence  sa  démonstration  qui  est  donnée 
dans  tous  les  Cours. 

Lemme  II.  -  -  //)  a,  dans  tout  faisceau  linéaire,  deux 
coniques,  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  tangentes 
à  une  droite  donnée. 

Ceci  résulte  de  ce  que  la  relation  qui  exprime  le  con- 
tact d'une  droite  et  d'une  conique  (équation  tangentielle 
de  la  conique)  est  du  second  degré  par  rapport  aux 
coefticients  de  la  conique.  Cette  relation  est  également 
donnée  dans  tous  les  Cours. 

Cela  posé,  si  Q  est  le  point  de  concours  des  polaires 
de  P,  il  résulte  de  la  définition  de  la  polaire  que  la 
droite  PO  coupe  toutes  les  coniques  du  faisceau  suivant 
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(li's  couples  de  points  conjugués  liai  iiutiiicpics  ;'i  i'cl  ;'i  Q. 

Tlcciproqueinenl,  sur  toute  droite  du  plan,  il  existe 
1111  couple  de  points  PQ;  ce  sont  les  points  de  contact  de 
la  droite  avec  les  deux  coniques  du  faisceau  (pii  lui  sont 
tangentes  :  car  la  polaire  de  P  par  rapport  à  l'une  d'elles 
est  la  droite  considérée,  et  par  rapport  à  l'autre,  c'est 
une  droite  passant  par  Q.  c.   q.   f.   u. 

Je  serai  heureux  si  je  puis  contribuer  par  ce  qui  pré- 
cède à  la  vulgarisation  du  théorème  et  à  son  introduc- 
tion dans  les  Cours  où  il  ne  ligure  pas  encore.  Il  y  mé- 
rite vraiment  une  place  et,  à  mon  avis,  une  place  plus 
large  que  le  théorème  de  Pascal,  dont  on  peut  presque 
dire  que  c'est  un  hasard.  iVon  seulement  le  théorème  de 
Pascal  n'a  point  d'analogue  dans  la  théorie  des  courbes 
et  surfaces  de  degré  supérieur;  mais,  quoique  beaucoup 
d'auteurs  aient  essayé  de  construire  par  un  théorème 
analogue  le  dixième  point  d'une  surface  du  second  degré 
dont  neuf  autres  sont  connus,  je  ne  pense  pas  qu'on 
puisse  véritablement  dire  qu'aucun  d'eux  ait  réussi.  Le 
théorème  de  Desargues,  au  contraire,  puise  sa  raison 
d'être  dans  ce  fait  que  les  courbes  auxquelles  il  s'ap- 
plique sont  les  coniques  d'un  faisceau  lincaire,  c'est- 
à-dire  dans  la  déflnition  même  du  système,  définition 
dont  il  n'est  qu'un  corollaire  évident;  il  donne  une  con- 
struction relativement  simple  de  la  suiface  du  second 
degré  dont  on  connait  neuf  points;  il  a  son  analogue 
dans  tout  faisceau  linéaire  de  courbes  ou  de  surlaces 
algébriques,  et  nul  doute  que  l'étude  des  involutions  de 
degré  supérieur  au  second  ne  permette  d'en  déduire  une 
construction  linéaire,  lorsque  l'une  de  ces  courbes  ou 
surfaces  est  déterminée  linéairement. 

Le  théorème  de  Pascal  n"a  guère  d'autre  application 
que  la  construction  de  la  conique  par  cinq  points,  donnés 
effectivement,   et  ses  cas  particuliers.   Le  théorème  de 
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Desargues  fournit  aussi  la  solution  linéaire  du  même 
problème,  en  donnant  le  second  point  d'intersection  de 
la  courbe  avec  une  droite  passant  par  l'un  des  cinq 
points;  en  outre,  il  permet  de  construire  linéairement 
(par  points,  si  l'une  seulement  des  conditions  est  un 
point)  une  conique  assujettie  à  cinq  conditions  linéaires 
quelconques,  dont  la  plus  générale  est,  comme  on  sait, 
d'être  liarmoniquement  circonscrite  à  une  conique 
donnée.  Si  cette  conique  se  réduit  à  deux  points,  la 
condition  consiste  alors  à  être  conjuguée  à  un  couple  de 
points,  et  le  théorème  lui-même  exprime  que,  sur  toute 
droite  du  plan,  il  existe  un  couple  de  points  conjugués 
qui  résulte  de  quatre  conditions-points.  Comme  cas 
particulier,  et  c'est  là  une  véritable  supériorité  sur  le 
théorème  de  Pascal,  le  théorème  de  Desargues  permet  de 
construire,  par  la  règle  seule,  autant  de  points  que  l'on 
veut  de  la  conique  passant  par  un  point  <T?o7z«é  effective- 
ment et  par  quatre  autres,  qui  sont  Les  points  communs  à 
deux  coniques,  déterminées  chacune  par  cinq  conditions 
linéaires  quelconques,  par  exemple,  par  cinq  points. 


mm\\\\\\m\  \m  systèmes  de  cartes  de  géographie 

DA\S  LESOIELS  TOUS  LES  CERCLES  DE  LA  SPHÈRE  SO\T 
REPRÉSEXTÉS  PAR  DES  CERCLES; 

Par  m.  m.  DU  CHATENET. 


Le  cercle  est  la  plus  intéressante  de  toutes  les  courbes 
que  l'on  peut  tracer  sur  une  sphère;  on  a  très  souvent 
besoin  de  le  représenter  sur  une  carte,  soit  pour  figurer 
les  parallèles,  soit  pour  exécuter  diverses  constructions 
graphiques.  11  sera  donc  avantageux  d'avoir  des  svslèmes 
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de  caïU'S  dans  lesquels  un  cercle  quelconque  de  la 
sphère  sera  représenté  par  une  courbe  simple  et  facile 
à  (h'crire,  avec  la  règle  et  le  compas.  Comme  on  ne  peut 
coiicevoir  de  cartes  telles  que  tous  les  petits  cercles 
soient  transformés  suivant  des  droites,  nous  cherche- 
rons quelles  sont  celles  qui  permettent  de  les  repré- 
senter par  des  cercles. 

Pour  fixer  sur  le  plan  de  la  carte  la  position  d'un 
point  de  la  sphère  déterminé  par  sa  longitude  a  et  sa 
latitude  a,  nous  adopterons  les  coordonnées  rectilignes 
ordinaires  x,  i  et  nous  poserons 

u  z=  X  -^  y  y/^  X ,  V  =^  T  — y  \f' —  i . 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  sphère 
en  prenant  l'axe  des  pôles  pour  axe  des  Z,  et  l'équateur 
pour  plan  des  XY.  Les  équations  d'un  cercle  seront  celle 
de  la  sphère  et  celle  d'un  plan  quelconque.  On  aura  son 
équation  sphérique  en  prenant  pour  unité  le  rayon  de  la 
sphère  et  remplaçant  XYZ  en  fonction  de  a  et  "a, 

X  =  cos  À  cos  a.  V  =  cos  À  sin  a,  Z  —  sin  À. 

L'équation  générale  des  cercles  sera  donc 

sin  A       (  A  cos  7.  —  B  sin  a)  cos  À  —  C  =  o, 
ce  qui  peut  aussi  s  écrire  comme  il  suit 
2  tang-  I  —  —  À  I  (  A  cos  a  —  B  sin  a  ) 

-^(C  —  r)tang2i  f-  —  X  )  —  C  —  i  =  o. 
Xous  poserons,  pour  la  commodité  du  calcul, 
p  =  tang-  (  -   —  À  )  (  cos  a —  \/ —  i  sin  a), 

2  \  2  J 

7  =  tanp-  (  -  —  \]  '  cosï       y  —  1  sin  al. 

2        9./  . 
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L  ('(jualioii  sphériquc  des  cercles  devieiidia  alois  de 
la  forme 

(l)  pq  -T-  V p  -f-  0^7  -H  H  =  o. 

Prenons  sou  équation  didérentielle  earaelérislique  en 

considérant  (/  connue  variable  indépendante. 

En  égalant  à  zéro  les  trois  dérivées  successives,  nous 

aurons 

dp  dp 

d'^p        r,  '^^9  dp  _ 

dq^  dq'^       "  dq  ' 

dq^  dq^  dq- 

En  éliminant  P  et  Q  entre  ces  trois  équatious,  nous 
obtenons  l'équation  dilïerentielle  cherchée 

^^  dq    dq^  \dq'-J 

Etant  donnée  la  position  d'un  point  de  la  sphère  par 
ses  coordonnées  /;  et  y,  nous  pourrons  connaître  sa  po- 
sition sur  la  carte  si  nous  connaissons  les  relations 

(3)  u  =  'ù{p,q),  v  =  <h(p,q), 

qui  lient  les  coordonnées  planes  aux  coordonnées  sphé- 
riques.  Le  problème  revient  donc  à  déterminer  la  forme 
des  fonctions  o  et  'l. 

L'équation  générale  des  cercles  sur  la  carte  est 

X-  -^  r'^  -r-  /nx  -^  ny  ^-  s  =  o. 

Remplaçons  X  et  y  en  fonction  de  «  et  v^;  cette  équa- 
tion deviendra 

(4)  «fc' -H  Mi/H- Nf  +  S  =  o; 
par  conséquent  l'équation  suivante 

(W)  'i-l^  M'i-^-N-Iz  +  S  =0 
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devra  èlro  celle  du  cercle  de  la  splièie  oorrespoiulaiil  au 
cercle  de  la  carte  délîiii  par  (4). 

Formons  sou  équation  ditréreiilielle  caractérislif|ue 
en  prenant  les  trois  déi'ivées  successives,  y  étant  consi- 
déré comme  variable  indépendante,  nous  aurons  les  trois 
équations  qui  suivent 

'j-y  ^  'I/o' ^  M  o'  —  N  <!/'  =  o, 

tpj,"  _!_  ,1^"  _i-  2  cp'  ^'  -+-  M  tp"  —  N  4/"  =  o, 

'^6'"  -  -y^'"  -^  3  o"  -y  ^  3  J."  o'  ^  M  (?'"  --  N  <!;'"  =  o . 

En  éliminant  M  et  ]N  entre  ces  trois  relations,  nous 
aurons  Téquation  ditrérentielle  cherchée 

(  6  )  1  Ci' 6' (  -].o"'  —  cp-y  )  =  3  ({/'^  o"2  —  3  ç'2  y'2 . 

Celte  écjuation  ne  doit  pas  dillérer  de  1  équation  (2) 
caractéristique  des  cercles  de  la  sphère.  ?»ous  exprime- 
rons donc  que  les  coe}fi{;ients  des  équations  (2)  et  (6) 
sont  proportionnels. 

Le  développement  de  l'équation  (6)  serait  extrême- 
ment compliqué;  mais  on   peut   facilement   calculer  le 

coefficient  de  -7-^*  Ce  sera,  après  réduction, 

/d^  d^  _do  cl^ 

\  dq   dp        dq  dp , 

\d^  d^ldp^s}       (d^  ^^^?  d^\dp       do  d'hl 
L  dp   dp  \  dq  )  \  dp  dq       dq  dp  /  dq       dq   dq  J 

Or,  dans  l'équation  (2),  le  coefticient  de  -y-Ç  est  simple- 
ment 2-^-11  faut  donc,  pour  que  les  relations  (2)  et  (6) 
puissent  être  identiques,  que  l'on  ait  à  la  fois 

do  d^  _  do  fl^  _ 

dp   dp  '  dq  dq 

Ces  conditions  seront  satisfaites  quand  on  aura 

do  _  d^  _ 

dq  '  dp 


2 
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En  vertu  de  la  syméuie  de  toutes  les  formules  pi-écé- 

,  1  ,.  .         (/o  d'il 

dentés,  les  conditions  -y^  =  o,  -7^  =r;  o  ne  sauraient  m- 
dp  '  dp 

troduire  dans  le  résultat  définitif  une  solution  distincte. 
Nous  voyons  donc  ainsi  que  '^  et  'l  ne  devioiit  chacun 
contenir  que  l'une  des  variables.  Dés  lors  le  développe- 
ment de  l'équation  (6)  devient  réalisable.  jNous  aurons, 
en  ellél, 

do  dp  , ,       d'fj 

<Û     = — —   ;  tl/     = ' 

'        dp  dq  '         dq' 

„_  do   d^p        d'^o  /dp\^  i„_  f/2'|> 

'^  ~  'ctpH^^'^  'd]yi\'d^)    '  "^  ""  ^2' 

,„       do    d^p        ^d"-^  dp  d'^p  d^iiIdpW^             ,,„      'd^<ii 

O      =:    — - -+■  3    '-■     -^    ~     -+-     '-    I     -^    1      »  «/      = • 

dp    dq^  dp-  dq    dq-         dp^  \d(] ,  dq^ 

En  portant  ces  valeurs  dans  (6  ),  l'équation  simplifiée 
deviendra 

dq  \dq)    \d^)    ^  "^  \d^)     y~dp    ^^  ""  K'dfi)   J  \dq) 

U/>/     r  ^^    «??^  W^V    J     '      \dql    \dp)    \dq^)    ' 

Les  conditions  pour  que  cette  étpiation  ne  diffère  pas 
de  (2 ) sont 

,       do  d^  o  I  d-  o 

1       dp    dp^  \  dp- 

\    d^  (pj^  _  ^/«^y 

dq    dq''  \  dq''-  j 

Ces  é(|uations  sont  facilement  intégrables  et  ont  pour 

solution 

ap  —  h  ,  a'  g  -^  b' 

p  —  c  '  q  -^  c 

ou,  en  résolvant  par  rapport  à  p  et  g, 

eu       b  c'  V  —  /; 


I 


On  tléduit  de  là 


ap  -f-  6        a'  Cl  -\-  b' 

ix  —  H  -f-  v  = ■ \ , 


p  -\-  c  q  ^-  c 

ap  -\-  b        a' (j 
p-hc  q 


I ap  -\-  b        a' q  -y-  b' 

•2JK  y/  —  i—  U  —  1=  — 


(  rt -(- a' )  R2 -f- (  ac' -+- ca' -T- è -i- 6' j  R  cos  a 

-f- (  è' -4-  ac'  —  b  —  a'c)Rsina  sj —  i  -I-  6c'  -I-  ch' 


V 


v-.= 


R'-  +  (c 

-^ 

c') 

R  cosa  -f- 

v/ 

-i(c' 

— 

c) 

R  sina  -+-  ce' 

na- 

a') 

R 

2  + 

(b  —  a'c 

+ 

ac'  — 

b' 

R 

cosa 

~ 

L     +( 

ac' 

— 

b' 

—  b  -h  ac 

') 

R  sina 

/ 

- 

\-hbc' 

-cb'^ 

R2  -(-  (  c  -h  c'  )  R  cos  a  ~  i/ —  i  (  c'  —  c  )  R  sin  a  H-  ce' 


en  posant 


R^tangif^-À) 


Pour  que  le  problème  ait  une  solution,  il  faut  que  les 
valeurs  de  x  et  )  soient  réelles. 

Pour  que  x  soit  réel,  il  iaut  les  conditions 

c  =  c',         b'  -   ac' —  b  —  a'c  =  o. 

Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  avoir 

a=^a',  b — a'c-t-a'c  —  i  —  o,  bc — c6'=o. 

Ces  diverses  conditions  se  réduisent  à 

a  =  a',         b  T^  b',         c  ~  c'. 

Les  formules  précédemment  obtenues  se  simplifient 
donc  et  deviennent 


(8)  u  = 

[9)  P  = 


ap  -h  b 

7 

p-r-C 

eu  —  b 

> 

a  —  u 

aR--4-(è  —-  ac  )R  cos  rt -h  bc 
R2  H- -2  c  R  cos  a -»- c'^ 


aq 

-f- 

b 

q 

— 

c 

cv 

— 

h 

a  — -  ç' 

f  ac  —  />  iR  sin  a 
R-  -1-  2  c  R  cos  a  -i-  c- 
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Les  formules  (  lo)  pourront  donc  servir  pratiquement 
à  fixer  sur  la  carte  un  point  de  la  sphère  connu  par  sa 
longitude;  et  sa  latitude  et  donnent  la  solution  générale 
du  problème  que  nous  nous  sommes  posé. 

Formons  les  équations  qui  représentent  sur  la  carte 
les  pai'allèles  et  les  méridiens  de  la  sphère,  c'est-à-dire 
sou  canevas  géographique. 

Nous  obtiendrons  l'équalion  des  parallèles  sur  la 
carte  en   multipliant  l'une  par  l'autre  les  relations  (c)) 

1  /-       ,\       (eu—  h)(cv  —  b) 


t.  /         (a  —  u ) (  a  —  V) 

ou 

1   1-       .  \       (ccr  —  by-^c^v^ 
(Ji)  tan-2- ^'=-7 \i r^' 

jNous  obtiendrons  l'équation  des  méridiens  sur  la 
carte,  en  divisant  l'une  par  l'autre  ces  mêmes  rela- 
tions (9), 


\/ — fsina       {eu  —  b){a- — v) 


cosa^/-i?ina        (cv  —  h){a  —  u) 
OU 

(12)     c{x--^y-)  —  {ac  -\~  b)x  —  (b  —  «c)j-  cola  -H  «6  =  o. 

Les  équations  (11)  et  (i2j,  d  après  la  nature  même 
de  la  question,  représentent  des  cercles. 

L'équation  (11)  montre  que  les  divers  cercles  de  lati- 
tude sont  figurés  par  des  cercles  ayant  leur  centre  sur 

une  même  droite,  l'axe  desx.  Lorsque  "a  =  -  ,  l'équation 

du  cercle  représente  un  point  figurant  le  pôle  terrestre 

dont   les    coordonnées    seront   0:  =  — ?   y  :=  o.    Quand 

c      "  ^ 

\=^ —  -,  l'équation  (11)  donne  un  cercle  réduit  à  un 

point  X  =  <7,  j  =  o,  figurant  l'autre  pôle.  Les  centres 
des   parallèles    sur    la    carte    se    trouvent    donc    sur   la 


;  ^1-^  ) 

droite  joigii.iiil  les  jxiiiils  (|ni  i('[)rrs('nl('iil  les  pôles  ter- 
res Lres. 

Pour  avoir  re(|uati()ii  tic  ré(|iiateiu-,  il  suftira  dans  (  i  i) 
de  laire  A  =  o,  ce  qui  donne 

(i3)        (I  —  c-){x-  ^ y-  )-^  -libc  —  a  ) X  -h  a-  —  b'  —  o. 

Lorsque  c  =  i,  l'equateur  se  réduira  à  une  droite. 

Lorsque  c  =  o,  les  parallèles  sont  ligures  sur  la  cai'te 
par  des  cercles  conccntri(jues  et  le  centre  commun  sera 
la  représentation  de  1  un  des  pôles. 

L'équation  (12)  des  méridiens  montre,  ainsi  qu'on 
pouvait  le  prévoir,  que  les  cercles  qui  les  représentent 
oui  tous  deux  points  communs,  les  pôles,  et  par  consé- 
quent leurs  centres  sur  la  perpendiculaire  menée  par  le 
milieu  de  la  ligne  des  pôles.  Lorsque  c  =  o^  c'est-à-dire 
lorsque  les  parallèles  forment  des  cercles  concentriques, 
les  méridiens  forment  sur  la  carte  des  droites  issues  de 
l'un  des  pôles. 

Lagrange  a  montré  que,  dans  tout  système  de  cartes 
où  les  angles  sont  conservés  en  vraie  grandeur,  les  coor- 
données d'un  point  de  la  carte  sont 

(l4)        ■T^-f{p)~J\{q),  7  =  v/=^[/i(^)-/(/.)l. 

Or  on  peut  déduire  des  équations  (8) 

I   /  aq  -^  h        ap  -^  b\ 
(i5) 


\  %\   q-^-c  p  —  cj 


7  = 


~  \   q  -h  c  p  ^-  c  / 


Ces  formules  rentrent  dans  la  famille  des  précé- 
dentes. On  peut  donc  dire  que,  lorsque  tout  cercle  de  la 
sphère  est  représenté  par  un  ceicle,  les  angles  sont  con- 
servés. 

On  peut   donnei-   aux  formules  (10)  une  forme  plus 


(  ^:6  ) 

^illlple  on  prenant  pour  origine  des  coordonnées  un  point 
de  l'axe  des  X,  tel  que  le  coefficient  de  R  au  numérateur 

de  .r  devienne  nul.  En  posant  m  = ,  on  aura,  dans 

ce  cas, 

m(Y\^ — r^)  2/7?rRsina 


iG  I        T 


R- ^- 2  cK  cosa-t- c2  "         R--i- 2C  K  cosa ->- c'^ 


On  sait  que  la  projection  stéréographique  Jouit  de  la 
propriété  qui  fait  l'objet  de  cette  étude.  Si  l'on  ap- 
pelle /  la  latitude  de  lextrémité  du  diamètre  passant 
par  le  point  de  vue,  les  formules  donnant  la  position 
d'un  point  sur  la  carte,  ainsi  qu'on  peut  le  démontrer 
géométriquement  par  une  recherche  directe,  seront 

n  RîCi  — sin/)  — (i -4- sin/) 


y  = 


cosl    R-(  I  —  sin  /)  -1-2  Rcos/cosa  -i-  i  -f-  sin  / 

2/1  R  sin  a 
R2(i  —  sin/)— aft  cos/6osa -r- 1 -r- sin  / 


Pour  que  ces  formules  soient  identiques  aux  précé- 
dentes, il  faut  et  il  suffit  que  ///  =  — -r?  c  = -^—-,',   par 

^  -i  cos  l  I  — ■  sin  /      ^ 

conséquent  à  des  valeurs  quelconques  de  m  et  de  c  cor- 
respondront des  valeurs  bien  déterminées  de  n  et  /. 

Aous  pouvons  donc  maintenant  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Paiiiii  tous  les  systèmes  qui  peuvent  servir  à  repré- 
senter sur  un  plan  les  figures  tracées  sur  une  sphère, 
la  projection  stéréographique  est  le  seul  dans  lequel 
un  cercle  quelconque  de  la  sphère  sera  représenté  par 
un  cercle. 


JJ 
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Par  m.  de  SAINT-GERMAIN. 


On  donne,  conin^ic  on  le  sait,  le  nom  de  brachisto- 
chrone.  à  la  ligne  que  doit  suivre  un  point  matériel,  solli- 
cité par  des  forces  données,  pour  aller  d'une  position  à 
une  autre  dans  un  temps  minimum  ^  quand  la  vitesse  du 
mobile  peut  être  déterminée  directement  par  le  théo- 
rème des  forces  vives,  ce  qui  implique  l'absence  de  ré- 
sistances passives,  la  braclnstoclirone  jouit  de  propriétés 
qui  permettent  de  la  déterminer  sans  recourir  au  calcul 
des  variations.  Je  me  propose  d'établir  ces  propriétés 
par  des  considérations  géométriques;  j'étudierai  ensuite 
la  bracliistochrone  dans  le  voisinage  du  point  de  départ; 
enfin  je  déterminerai  la  courbe  tout  entière  dans  un  cas 
assez  étendu  où  elle  n'est  pas  plane. 

Je  rappelle  d'abord  la  solution  d'un  problème  connu  : 
étant  donnés  deux  points  A  et  13  dans  deux  régions  de 
l'espace  séparées  par  une  surface  S,  trouver  sur  cette 
surface  un  point  M,  tel  qu'un  mobile  qui  se  meut  avec  la 
vitesse  a  dans  la  région  qui  contient  A,  avec  la  vitesse  h 
dans  la  région  qui  contient  B,  doive  suivre  la  ligne 
brisée  AMB  pour  aller  de  A  en  B  dans  un  temps  mini- 
mum. 

Soit  M'  un  point  quelconque  de  S,  infiniment  voisiu 
du  point  clierclié  M;  d'après  le  théorème  de  Fermât,  les 
deux  lignes  brisées  AMB,  AM'B  doivent  être  parcourues 
dans  des  temps  égaux,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
du  second  ordre;  on  aura  donc 

AAÎ  — AVr        BAI  —  BM' 

h  -j =  o; 

a  b 

Aiin.  de  Mathcmat.,  3'' série,  t.  V.  (Avril  iSS(i.)  I  :î 
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ou  reconnaîl  aisément  que  celte  égalité  revient  à  la  sui- 
vante : 

cosAMM'       cosBMM' 

(I) \ r =0. 


On  peut  prendre  la  direction  d(;  MM'  perpendiculaire 

sur  AM5  on  voit  qu'alors  elle  sera  aussi  perpendiculaire 

sur  HM,  et,  coinnie  elle  l'est  encore  sur  la  normale  MN 

à  S,  il  faut  que  les  droites  MA,  MB,  MN  soient  dans  un 

même  pian . 

Cela   posé,    j'appelle    angle    d  incidence  vl  angle  de 

transmission  les  angles  aigus  i  et  ;'  que  les  routes  AM  et 

MB  font  avec  la  normale  à  S',  si   l'on  prend  le  point  M' 

dans  le  plan  iVMB,  de  manière  qui;  AMM'  soit  aigu,  on 

aura 

AMM'=  90"  -  /,  BM.M'  =  90"+  /■; 

la  relation  (1)  exprime  que  les  sinus  des  angles  d'inci- 
dence et  de  transtnissiou  sont  entre  eux  dans  le  rapport 
àa  ak  b\  cette  relation,  jointe  à  la  condition  que  les 
plans  des  deux  angles  coïncident,  permet  de  déterminer 
le  point  M.  La  ligne  brisée  AMB  tourne  sa  convexité  vers 
la  partie  de  la  normale  à  S  qui  se  dirige  du  côté  où  la  vi- 
tesse est  la  plus  grande. 

Supposons  maintenant  qu'un  mobile  doive  aller  de  A 
en  B  en  traversant  un  grand  nombre  de  régions  séparées 
par  des  surfaces  données,  et  dans  chacune  desquelles  il 
se  meuve  avec  une  vitesse  donnée;  cherchons  la  ligne 
brisée  L  qu'il  doit  suivre  pour  aller  de  A  en  B  dans  un 
temps  minimum.  Soient  M,  M, ,  Ma,  . . .,  M„7Z  H-  i  som- 
mets consécutifs  de  L,  situés  sur  les  surfaces  S,  S,,  . .  ., 
S«.  Les  résultats  précédents  sont  applicables  aux  deux 
côtés  qui  se  coupent  sur  une  surface  quelconque  S/^;  donc 
le  plan  de  trois  sommets  consécutifs  M/,_,,  IMyr-,  M^^,  con- 
tient la  normale  à  la  svn'face  séparatrice  Sa  au  sommet  M^; 


(  »79  ) 
c'est  un  j)riMuier  caractère  de  L.  Pour  en  trouver  un 
autre,  considérons  les  angles  d'incidence  et  de  transmis- 
sion ù  et  />  relatifs  à  la  surface  Sk,  les  vitesses  v^  et  w/.^., 
dont  le  mobile  est  animé  avant  d'atteindre  cette  surface, 
et  après  l'avoir  traversée;  on  aura 

sini  _  sinr  sin  j'i        sin/'i 

Lorsque  les  surfaces  S/i  sont  des  plans  parallèles,  on 
voit  que  L  est  tout  entière  dans  un  plan  perpendiculaire 
aux  plans  S5  de  plus,   i-t  =  i,^  ro  =  i2,  ...;    le  rapport 

sin  i  ^  1  ,  ,     ^ 
a  une  même  valeur  pour  tous  les  sommets  de  L,  ce 

qui  caractérise  cette  ligne. 

Pour  le  cas  où  les  surfaces  Sa  sont  quelconques,  con- 
sidérons l'angle  sa  ==  ''f,  —  U-  dont  L  s'infléchit  en  traver- 
sant Sff,  et  traitons  les  s^  comme  des  infiniment  petits; 
on  aura 

z/r  tan  g  4 


sin  t/. 

sin  /•/- 

£A-  COS  If, 

t'/t 

«7,  +  i 

i'A  +  l—  i'/c 

unsi  1 

on  a 

^ 

i-l—V 

£1 

tangi, 

t'/iH-l  —  ^'/r  i'A- 


tansi 


—         -  .  .  ,  £«  _  tangf.„ 

La  somme  des  numérateurs  des  premiers  membres  di- 
visée par  la  somme  des  dénominateurs  donne  un  quo- 
tient compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 

,            1     tangiV      .  .1  , 
valeurs  de — :  si  1  écris 

t'A-  •' 

S  -h  £1  -i- . . .  -H  £„  ^  j  tang  i 

i'n+l  —  t'  '        t'        ' 

k  sera  très  voisin  de  l'unité  quand  la  longueur  MM, . .  .M„ 
sera  très  petite. 


(  i^o  ) 
Supposons  que  les  surfaces  S  deviennent  infiniment 
nombreuses  et  rapproeliées  les  unes  des  autres-,  la  ligne 
brisée  L  se  transforme  en  une  courbe  G;  la  limite  de 
E  -h  ci  -t- .  .  .  4-  £,i  est  la  courbure  totale  de  l'arc  vers  le- 
Cjuel  tend  la  ligne  polygonale  MM^-,  on  peut  supposer 
que  cet  arc  ait  une  longueur  infiniment  petite  dSx  sa 

courbure  totale  est  alors  —  ,  p  désignant  le  rayon  de  cour- 
bure; l'angle  i,  qui  figure  dans  l'équation  (3),  est  l'angle 
de  la  tangente  à  C  au  point  quelconque  M  avec  la  nor- 
male à  la  surface  S  qui  passe  en  ce  point-,  ).  devient  égal 
à  l'unité,  et  l'on  a 

Il  résulte,  d'ailleurs,  de  la  l'emarque  faite  sur  le  plan 
qui  contient  trois  sommets  consécutifs  de  L  que  le  plan 
osculateur  à  C  en  M  est  normal  à  S;  cette  condition, 
jointe  à  l'équation  (4),  détermine  la  ligne  C  que  doit 
suivre  un  mobile  pour  aller  de  A  à  B  dans  un  temps 
minimum,  étant  donnée  la  vitesse  qu'il  doit  avoir  en 
traversant  chacune  des  surfaces  S. 

Cela  posé,  imaginons  un  point  matériel  /?/,  soumis  à 
l'action  d'une  force  F,  telle  qu'on  puisse,  relativement  ta 
cette  force,  former  l'intégrale  des  forces  vives;  il  existe 
une  infinité  de  surfaces  de  niveau  correspondant  à  F, 
et  l'on  peut  calculer  la  vitesse  v  que  prendrait,  en  pas- 
sant sur  l'une  quelconque  S  de  ces  surfaces,  le  point  ni^ 
en  supposant  qu'il  se  meuve  librement  sous  l'action  de 
la  seule  force  F,  et  cju'il  parte  d'un  point  A  avec  une 
vitesse  connue  i^o-  D'autre  part,  nous  savons  déterminer 
la  courbe  C  que  devrait  suivre  un  mobile  ijl,  pour  aller 
du  point  A  jusqu'au  point  B  dans  un  temps  minimum,  en 
supposant  qu'il  doive  traverser  chacune  des  surfaces  S 
avec  la  vitesse  v  qui  vient  d'être  définie. 


(  '«'  ) 

llevenons  à  noire  point  ///  et  supposons  que,  partant 
lia  point  A  avci-  Ja  vitesse  Tq,  il  soit  obligé  de  suivre  une 
eourbe  parfaitement  polie  et  eoïneidant  avecC  ;  il  mettra, 
pour  arriver  au  point  B,  le  même  temps  que  le  point  'x  : 
il  en  résulte  que  C  est  la  bracliistoehrone  correspondant 
à  la  force  F,  puisque,  d'une  manière  absolue,  il  n'est  pas 
possible  d'aller  de  A  en  B  dans  un  temps  inférieur  à 
celui  qu'exige  Je  trajet  suivant  la  route  C,  étant  donnée 
la  vitesse  avec  laquelle  il  faut  traverser  chacune  des  sur- 
faces S. 

Je  n'insiste  pas  sur  le  cas  sinqile  où  les  surfaces  de  ni- 
veau sont  des  plans  parallèles,  comme  cela  arrive  quand 
le  point  m  est  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur  5 
la  brachistoclirone  est  plane,  et  l'on  en  trouve  une  équa- 
tion  dillérentielle  du  premier  ordre  en  exprimant  que 

— •  est  constant.   Pour  le  cas  où  les  surfaces  de  uiveau 
r 

sont  quelconques,  remplaçons,  dans  l'équation  (4),  cls 

])ar  i>  (h  :  nous  en  tirerons 

(5)  7  =  ^^«"s- 

Cette  équation  a  une  interprétation  mécanique  simple. 
Au  point  M  la  force  F,  normale  à  S,  est  dans  le  plan 
osculateur  à  C  et  fait  l'angle  i  avec  la  tangente,-  en 
outre,  comme  elle  est,  par  rapport  à  S,  dirigée  du  côté 
où  la  vitesse  de  m  est  la  plus  grande,  la  brachistoclirone 
tourne  vers  elle  sa  convexité^  donc  la  projection  de  F 
sur  la  normale  principale  à  C  sera  égale  à  Fsini  et  di- 
rigée en  sens  contraire  du  rayon  de  courbure.  Faisons  la 

masse  de  m  égale  à  1  unité;  -j-  sera  égal  à  Fcosi,  et 
tangi-T-  sera  la  projection  de  F  sur  la  normale  princi- 
pale à  C.  L'équation  (5), exprime  (jue  cette   projection 
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est  égale  en  grandeur  et  en  direction  à  la  force  centri- 
fuge :  cette  condition,  jointe  avec  celle  que  F  doit  être 
toujours  située  dans  le  plan  osculaleur  à  la  bracliisto- 
cbrone,  suffît  pour  déterminer  cette  courJ>e. 

De  ce  qui  précède,  on  peut  conclure  immédiatement 
que  la  pression  exercée  parle  mobile  m  sur  labracliisto- 
cbrone  est  double  de  la  composante  de  F  normale  à  la 
courbe;  toutes  deux  sont  dirigées  suivant  le  prolonge- 
ment de  la  normale  principale. 

On  peut  établir  deux  propositions  générales  sur  la 
forme  de  la  bracliistoclirone  dans  le  voisinage  du  point  de 
départ  A  quand  ^'o  est  nul.  En  premier  lieu,  je  dis  que 
la  tangente  en  A  a  la  même  direction  que  la  force  F  en 
ce  point. 

Supposons,  eu  effet,  que  la  force  Fo  en  A  fasse 
l'angle  'j  avec  la  tangente  à  C,  et  considérons  un  très 
petit  arc  AM  =  5;  au  point  M,  le  carré  de  la  vitesse, 
égal  à  afF cosi ds^  est  sensiblement  égal  à  aFo^coscp; 
la  composante  normale  de  F  diffère  elle-même  très  peu 
de  Fo  sinca,  et  l'on  a 

aFoScoscp  . 

L    =  (l-h  £)t'oSinC2, 

e  étant  une  très  petite  quantité.  L'arc  AM  peut  être  re- 
gardé comme  contenu  dans  le  plan  osculateur  en  A;  si 
donc  a  est  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  la  tangente 

en  A,  p  sera  égal  à  -^  >  et  l'on  tirera  de  l'équation  pré- 
cédente 

,         I  —  î  ds 

da  =  taiififo  —  ; 

■?.  "  '    s 

en  intégrant  à  partir  de  5  =  0,  on  voit  que  la  courbure 
totale  de  l'arc  AM  est  infinie  :  cet  arc  affecte  la  forme 
d'une  spirale  ayant  A  pour  point  asymptotique,   ce  qui 
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est  en  contradicliou  avec  l'idée  de  braclnsloclnone  ;   il 
faut  donc  que  l'angle  ï)  soit  nul. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  le  rayon  de  courbure  en  A 
est  nul,  pourvu  que  la  force  F  agissant  sur  un  point  quel- 
conque de  la  tangente  AT  à  G  soit  toujours  dirigée  sui- 
vant AT,  ce  qui  arrive  avec  les  forces  que  l'on  considère 
le  plus  habituellement.  La  perpendiculaire  MP  abaissée 
du  point  M  sur  AT  a  une  longueur  égale  à  cs"\  c  étant 
fini  et  m^i  :  au  point  P  la  force  F  agirait  suivant  AT^ 
au  point  M  elle  fait  avec  AT  un  angle  de  l'ordre  de  $'"■ . 
L'angle  de  la  tangente  en  M  avec  AT  est  sensiblement 

f/MP 

a  =  — ; — ■  =  /»C5'"~'  ; 
as 

l'angle  i  ne  diffère  de  a  que  d'un  iniininient  petit  d'ordie 
supérieur.  On  a,  d'ailleurs,  à  très  peu  près, 


t^2=  2Fo5 

et 

P  ' 

~  ds' 

l'équation  (5)  donne 

2F0S  X  m{in  —  1  )cs'"-~-  =  rn{i  -H  t  )FoC5'"-', 
£  étant  encore  très  petit 5  l'égalité  se  réduit  à 
2  (  /n  —  I  )  =  I ,  m  =  2 , 

ce  qui  conduit  à  une  valeur  infinie  pour  p. 

Je  vais  déterminer  la  bracliistochrone  en  supposant  le 
point  m,  de  masse  i,  attiré  vers  une  droite  fixe  Oz  par 
une  force  Fdirigée  suivant  la  perpendiculaire  7?iP abaissée 
sur  O::  •,  soit  F  =  '^' {j')i  '"  étant  la  longueur  de  uiV. 

Soient  ^,  J,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  bracliistoclirone  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oj  ,  Os;  les  composantes  de  F  en  ce  point 
sont 

a  {}•],      —  —  o  (ri,      o; 
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Ja   condition  pour  que  F  soit  dans  le   plan   osculateur 

est 

X ( dy  d- z  —  dz  d-y)  -~- y{dz  d-x  —  dx  d- z)  =  o ; 

d'où,  par  une  intégration  facile,  H  étant  une  constante, 

X  dy  — y  dx  =  H  dz. 

Rapportons  C  à  des  coordonnées  cylindriques  r,  9,  z\ 
je  désigne  par  des  lettres  accentuées  les  dérivées  rela- 
tives à  l'arc  .9  de  la  courbe,  que  je  prends  pour  variable 
indépendante.  La  dernière  relation  nous  donne 

(6)  /'26'=H^'. 

Soient  p  le  rayon  de  courbure  de  C  au  point  m;  A,  [Ji, 
V  les  angles  que  ce  rayon  fait  avec  la  perpendicu- 
laire Pm,  avec  la  normale  au  plan  zOm^  enfin  avec  Oz; 
on  a,  par  des  formules  générales, 

cosX  „         ^,,  cos  ut.        I   d.r-%'  cosv 

Un  moyen  facile  d'obtenir  ces  équations  serait  de  con- 
sidérer un  point  de  masse  i  se  mouvant  sur  une  courbe 
sans  être  soumis  à  d'autre  force  que  la  réaction  normale  5 
cette  réaction  est  égale  à  la  force  centripète,  et,  en  éga- 
lant ses  composantes  aux  composantes  connues  de  l'ac- 
célération, on  arrive  aux  formules  (7). 

On  a,  en  tenant  compte  de  la  relation  (6), 

I  =  r'-^  -^  r^  e'2  -f-  z'^  =  /-'2 ^  -g'-  -T-  ^'2  : 

/•- 

différentiant, 

,  „_  HV'    „      /H 


(^-i)zz=o. 

a 

)sX  _       /     ,    H2\  z'z"  cosjj.  _  H  _„  cosv ,, 


Les  formules  (j)  deviennent 

cosX 


(l'on 


La  projection  de  F  sur  la  normale  piincipale  étant 
égale  a  —  ?  on  a 

p2  cOS>,  P2 

—  cosA  X  — o  (r)=  —  >  9('")  =  -T* 


Le  tliéorème  des  forces  vives  donne  v-,  en  supposant 

,,  .        ,     cosX 

V  ^  o  pour  /•  =  rt,  et  nous  avons  1  expression  de  — ^ —  et 

de  —  :  il  vient 

? 

-(-^)^""/('-)-.w»)-.<^)](-2;)(-;)'. 

On  peut  tout  diviser  par  (  ï  —  — 7  )  ^  '  et  l'on  trouve 

o{a)  —  o{r)  z 

K  étant  une  nouvelle  constante.  Si  l'on  remplace  z'-  par 
sa  valeur 


lV-{dri^rid^-^)-^r^d(i^ 


on  aura  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  la 
bracliistoclirone  sur  le  plan  des  xj.  Eu  particulier,  pour 
»'(/')  =  c-/-,  ou  trouvera  que  cette  projection  a  la  forme 
d'une  hypocycloïde,  tout  en  étant  d'espèce  plus  trans- 
cendante. 


(  '86  ) 


ÉTLDE  SIR  LES  SECTIONS  PLWES  DES  SLRFACES. 
THÉORIE  \OLVELLE  DES  PLWS  CYCLÎQIES  ET  DES  01!R3L!CS; 

Par  m.  Victor  LAC  DE  BOSREDON, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Institut  catholique  d'Angers. 


Lorsqu'on  veut  étudier  la  forme  d'une  surface  définie 
par  une  équation,  on  coupe  la  surface  par  des  plans  di- 
vers, et  l'on  examine  la  nature  des  sections  ainsi  ob- 
tenues. On  trouve  facilement  les  projections  d'une  sec- 
lion  sur  les  plans  coordonnés;  mais  la  connaissance  de 
ces  projections  ne  donne  qu'une  idée  imparfaite  de  la 
section  elle-même. 

Pour  en  déterminer  la  forme  réelle,  il  est  essentiel 
d'avoir  son  équation  dans  son  propre  plan.  La  Géomé- 
trie analytique  fournil  des  formules  qui  permettent  de 
trouver  cette  équation  en  coordonnées  rectangulaires, 
lorsqu'on  donne  l'angle  '.p  que  fait  avec  la  partie  positive 
de  l'axe  des  x  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  xj^  et 
l'angle  8  que  fait  la  normale  au  plan  avec  l'axe  desz.  En 
supposant  le  plan  mené  par  l'origine  des  coordonnées, 
si  l'on  prend  sa  trace  sur  le  plan  xj  pour  le  nouvel 
axe  des  .r  et  une  perpendiculaire  à  cette  trace  pour  le 
nouvel  axe  des  y,  on  a  les  formules  suivantes 

l  X  ^=  x'  coso  — y  sinci  cosB, 
(i)  '  j>/ =  y  sino  — /'cosci  cosO, 

\  z  =  y'  sin6. 

Dans  ces  formules  l'angle  :p  est  compté  en  allant  de 
ox  vers  or  dans  l'angle  des    coordonnées  positives,  et 
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l'angle    9    en  allant  de  oz   vers  la   perpendiculaire   à  la 
trace  du  ])Ian  sécant  menée  dans  le  plan  ay. 

Si  le  plan  sécant,  au  lieu  d'être  mené  par  l'origincî, 
passait  au  point  («,  b,  c),  il  faudrait  remplacer  dans  ces 
iormules  x,  y,   z    respectivement   par   x  —  «,  y — &, 

Mais  il  est  rare  cjueles  formules  précédentes  puissent 
s'appliquer  directement;  car  on  ne  connait  pas  les  angles 
o  et  8.  Il  m'a  semblé  Cju'il  serait  utile  de  les  transformer, 
de  manière  à  les  rendre  applicables  dans  le  cas  général, 
c'est-tà-dire  lorsque  l'équation  du  plan  se  présente  sous 
la  forme  kx  +  Bj  +  C:r  +  D  =  o. 

En  partant  de  cette  idée,  j'ai  établi  les  formules  qui 
servent  de  base  à  ce  travail;  puis  je  les  ai  appliquées  à 
l'étude  des  sections  planes  des  surfaces  du  second  ordie. 
Après  avoir  établi  quelques  théorèmes  fondamentaux, 
j'ai  montré  avec  cjuelle  facilité  cette  méthode  conduit  à 
la  détermination  des  plans  cycliques  et  des  ombilics. 
Elle  peut  s'appliquer  d'ailleurs  à  l'étude  des  sections 
planes  d'une  surface  quelconque.  J'ai  indiqué  sur  x\n 
exemple  comment  elle  sert  à  la  résolution  des  pro- 
blèmes. 

Soit 

(2)  Aa- ^- Bj- +  C^  =  o 

l'équation  d'un  plan  sécant  mené  par  l'origine  des  coor- 
données. Il  s'agit  d'exprimer  sin'j,  cos»,  sin9  et  cos  0 
en  fonction  des  coefficients  de  cette  écjuation.  On  y  ar- 
rive aisément  par  les  considérations  suivantes. 

La  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  xj  s'obtiendra  en 
faisant  z  =  o  dans  l'équation  (2) .  On  trouve  ainsi 

A 

A  ^  —  B  V  =  o         ou         7  =  —  K  '"• 
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11  en  résulte 

A 

tangtp=—  -; 

d'où 

A2 

^•"■V-  A2+B-^ 

et,  par  suite, 

sino  =  — 

A 

,            ros  o  : 

D'autic  part,  on  sait  rjue  cos^)  est  donné  par  la  jvla- 
tion 

COS  1)  = 


VA2-f-B2-^G2 
Il  en  résulte 

sin  (j  —  -^ 


v/A2-f-B2-T-C2 

Dans  les  valeurs  de  sin '-2  et  eos'i  ainsi  obtenues  Je 
radieal  est  affecté  du  double  signe.  Cela  lient  à  ce  que; 
l'angle  o  est  donné  seulement  par  sa  tangente. 

Or  à  une  tangente  correspondent  deux  sinus  et  deux 
cosinus  égaux  et  de  signes  contraires.  Ces  deux  valeurs 
ne  déterminent,  pour  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan 
xj}^,  qu'une  seule  position.  Elles  correspondent  aux  deux 
directions  opposées  qu'elle  présente  à  partir  de  l'origine, 
La  direction  des  x' positifs  reste  ainsi  arbitraire.  Nous  la 
déterminerons  en  convenant  de  prendre  pour  l'angle  C5 
qu'elle  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x  l'angle 
qui  correspond  au  signe  -|-  du  radical  et  nous  écrirons, 
en  mettant  le  signe  de  ce  radical  en  évidence- 

A  B 


v/A2-r-B2  '  /A2-^B2 

De  cette  manière,  si  l'on  suppose  A  positif,  sina  sera 
toujours  positif,  et  coscp  sera  positif  ou  négatif  en  même 
temps  que  B.  Dans  le  premier  cas,  l'angle  cp  sera  compris 
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entre  o  et  -;  dans   le  seeond,  il  sera  compris   entre  - 

2  ^2 

et  -. 

En  particulier,  si  A  =  o,  o  sera  nul  ou  égal  à  —  suivant 
le  signe  de  B^  dans  tous  les  cas,  la  trace  du  plan  sécant 
coïncidera  avec  l'axe  des  x.  Si  B  =  o,  l'angle  es  sera  égal 

à  -;  la  partie  positive  de  Taxe  des  x!  coïncidera  avec  la 

partie  positive  de  l'axe  des  y. 

Dans  les  valeurs  de  sinO  et  cosO,  le  radical 

v/A2+B2+G2 

est  aussi  affecté  du  double  signe. 

Cela  tient  à  ce  que  l'angle  B  est  donné  seulement  par 
son  cosinus.  Or  à  ce  cosinus  correspondent  deux  valeurs 
de  8  égales  elde  signes  contraires,  ce  qui  détermine  deux 
inclinaisons  égales  du  plan  sécant  sur  le  plan  xj  à  droite 
et  à  gauche  de  sa  trace.  Nous  prendrons  encore  ici  le 
radical  yjhr  -h  B-  +  C-  avec  le  signe  -f-,  et  nous  écrirons, 
en  mettant  le  signe  en  évidence, 

sino  =  1  coso  = 


De  cette  manière,  sinQ  sera  toujours  positif  et  cos  9  sera 
positif  ou  négatif  en  même  temps  que  C.  Dans  le  pre- 
mier cas,  l'angle  0  sera  compris  entre  o  et  -;  dans  le 
second,  il  sera  compris  entre  ^  et  -.  En  particulier,  si 

A  et  B  sont  nuls,  9  sera  égal  à  o  ou  à  -  suivant  le  signe 
de  C  ;  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  plan  sécant  coïn- 
cidera avec  l'axe  des  z^  et  le  plan  sécant  se  confondra 

avec  le  plan  xy .  Si  C  est  nul,  l'angle  B  sera  égal  à  -j  et 

le  plan  sécant  perpendiculaire  sur  le  plan  xy. 


(   '90  ) 

Avec  ces  conventions,  les  angles  o  et  B  varieront  seule- 
ment entre  o  et  —.  La  grandeur  de  chacun  de  ces  angles 
sera  déterminée  par  les  signes  des  coefficients  A,  B,  C, 
joints  à  leur  valeur  numérique. 

Si  on  laisse  ces  coefficients  arbitraires,  le  plan  sécant 
A  a?  H-  Bj  -4-  C~  =  o  pourra  occuper  une  position  quel- 
conque autour  de  l'origine,  et  par  conséquent  le  plan 
A{x  —  a)  -h  B( j'  —  b)  -{-C{z  —  c)  =o  une  position 
quelconque  autour  du  point  («,  Z>,  c). 

En  substituant,  dans  les  formules  (i),  les  valeurs  de 
sino,  coscî,  sinf),  cos^t,  ainsi  déterminées,  on  obtient 
les  formules  suivantes  : 

B.r'  AGj' 


(3) 


z=y 


v/A2+B2        V/A2+B2  t/AS-+-B2-i-G2 
Ay'       ^ BCy 

v/A2~B2        v/A2-^B2v/A-^B2^C2 


>/A2+B2-^C2 


Pour  avoir  maintenant  l'équation  de  la  ligne  d  inter- 
section d'une  surface  par  un  plan,  rapportée  à  deux  axes 
rectangulaires  tracés  dans  le  plan  sécant,  il  suffira  de 
substituer  dans  l'équation  de  la  surface  les  valeurs  de 
a:,  j',  z  tirées  des  formules  précédentes. 

Nous  supposons,  bien  entendu,  que  le  plan  sécant 
passe  par  l'origine  des  coordonnées.  S'il  était  mené  par 
le  point  (a,  b,  c),  il  faudrait  remplacer,  comme  nous 
l'avons  dit,  x,  7  ,  z  par  x  —  «,j>  — b,  z  — c. 

Il  faut  remarquer  que  les  formules  (3)  sont  linéaires 
par  rapport  aux  variables.  Par  conséquent,  si  l'on  sub- 
stitue à  la  place  de  x,  j)',  z  les  valeurs  qu'elles  fournis- 
sent dans  une  équation  de  degré  /?/.  le  degré  de  cette 
équation  ne  changera  pas. 


(   '91   ) 

Donc  un  plan  coupe  toujours  une  surface  du  dej^r(>  m 
suivanL  une  conihe  dt."  l'oidrc  ///.  En  pailiculier,  un 
[)lan  coupe  une  surface  du  second  ordre  suivant  une 
conique. 

Les  formules  (3)  supposent,  il  est  vrai,  que  le  plan 
sécant  est  mené  par  rorigine  des  coordonnées.  Mais,  si 
l'on  veut  le  mener  par  un  point  quelconque  («,  Z»,  c) 
de  l'espace,  ou  pourra  prendre  ce  point  pour  origine  des 
coordonnées,  ce  qui  ne  changera  pas  le  degré  de  l'é- 
quation de  la  surface,  et  les  conclusions  resteront  les 
mêmes. 

On  peut  voir  encore  que  la  section  faite  dans  une  sur- 
face du  second  ordre  par  un  plan  quelconque  parallèle 
au  plan  sécant  de  l'origine  est  liomothétique  à  la  sec- 
tion déterminée  par  ce  dernier  plan. 

En  effet,  si  le  plan  sécant  de  l'origine  a  pour  équation 
Ax  +  Bj  +  Ce  :=  o,  tout  plan  parallèle  à  celui-là 
aura  pour  équation 

Ce  plan  coupe  l'axe  des  z  au  point  ^?  il  passe  donc  au 
point  jc  =  o^  7-  =  o,  z  =  --  •  Il  suffira  donc,  pour  avoir 
la  section  du  nouveau  plan,  de  remplacer  dans  les  for- 
mules (.3)  z  par  z ;'  ce  qui  n'altérera  pas  évidem- 
ment les  coefficients  des  termes  du  second  degré.  Ainsi 
se  trouve  établie  directement,  et  sans  aucune  transfor- 
mation de  coordonnées,  l'iiomothétie  des  sections  paral- 
lèles clans  les  surfaces  du  second  ordre. 

On  peut  déduire  des  formules  (3  ),  comme  cas  parti- 
culiers, cjuelques  autres  formules  très  utiles  dans  les 
applications. 

Si    A  ^  o,   les    foiinules   (3)    se    réduisent  aux    sui- 
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vantes  : 


(4; 

v/B2-f-C2 
Si  B  =  o,  on  trouve 

Cr' 


v/A24-C2 
A  y' 


Enfin,  si  C  =  o,  il  vient 


v/A2-hB2 


(6)  ',  A.r' 

J  =     , ' 

v/A24-B2 

-  =  j'- 

Le  plan  sécant  passe  dans  le  premier  cas  par  l'axe 
des  r,  dans  le  second  par  l'axe  des  j ,  dans  le  troisième 
par  l'axe  des  z.  La  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  ûcj 
se  confond  dans  le  premier  cas  avec  Taxe  des  x^  dans  le 
second  avec  l'axe  des  j,  et  dans  le  troisième  elle  est  re- 
présentée par  l'équation  même  du  plan  sécant 

Ax  -f-  Bj  =  o. 

Appliquons  cette  méthode  à  l'étude  des  sections  planes 
des  surfaces  du  second  ordre,  et  considérons  d'abord  les 
sections  circulaires. 
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Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre. 


I.  —  Su 


RFACES    A    CE^TRE. 


Les   surfaces    du   second  ordre   douées    d'un   centre 
unique  peuvent  être  représentées  par  l'équation  géné- 


r-   ,   -s- 

6^  =  7^='- 


Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  les  valeurs  de  x, 
7  ,  z  fournies  par  les  formules  (^3),  on  trouve 

t  [-A2C2^B2C2^(A2_^B2)2-|       _ 

A2--B2— C^L    a2     —     62     -"  c2         JJ---^      -n- 

On  obtient  ainsi  pour  section  une  conique.  Cette 
conique  appartiendra  au  genre  ellipse,  au  genre  hyper- 
bole ou  au  genre  parabole,  suivant  les  valeurs  attribuées 
aux  coefficients  des  inconnues.  Mais  on  peut  remarquer 
déjà  qu'on  n'aura  jamais  une  parabole  proprement  dite; 
car,  lorsqu'une  équation  du  second  degré  se  présente 
sous  la  forme 

A  .r2  -^  2  B  TV  —  Cy^  —  P  —  o. 

la  condition 

AC  —  B2  .^  o 

lend  le  trinôme  Ax--^  28x7  H- Cj)-   carré  parfait,  de 
sorte  que  l'équation  peut  s'écrire 

{x'/Â  —  r  \,^Y  _  F  ^  o. 
et  elle  représente  deux  droites  parallèles.  C'est  ce  qu'iu- 
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clique  aussi  le  discriuiiuant  de  requaiiougcueiale,  qui  se 
réduit  alors  à  F(AC  —  B-).  Il  est  nul,  si  AC  —  B-=  o. 

Clierchons  maintenant  à  quelles  conditions  la  section 
sera  circulaire. 

Pour  que  l'équation  (7)  représente  un  cercle,  il  faut 

d'abord  que  l'on  ait 

ABC  =0. 

Ainsi  l'un  des  trois  coefficients  A,  B,  C  doit  être  nul, 
c'est-à-dire,  que  le  plan  sécant  doit  être  mené  par  l'un 
des  trois  axes  coordonnés  ou,  en  d'autres  termes,  par 
l'un  des  trois  axes  de  la  surface. 

11  résulte  de  là  que,  dans  la  recliei^clie  des  plans  cy- 
cliques, nous  pouvons  employer  les  formules  réduite? 
(4),  (5)  et  (6). 

Ellipsoïde. 
Considérons  d'abord  l'ellipsoïde 

.T-2  y'i  z"' 

a2  "^  P"  """  ^  "^  '  ■ 

Supposons,  par  exeuiple,  B  =  o.  Il  faudra  substituer 
dans  l'équation  de  la  surface  les  valeurs  de  j?,  7  ,  z  tirées 
des  formules  (5).  On  aura  ainsi,  en  supprimant  les 
accents  des  variables, 

C2y2  .y.2  A2j2 


a2(A2-HC2)        62    ■    c2(A2-i-G2)~    • 
Cette  équation  représentera  un  cercle,  si  l'on  a 
C2       Aï 


X-  -~  C-  \  a-         c'- 
ou 

(8)  A*a2(62— c2)=  C2c2(a2— 62)^ 

ce  qui  exige 


(•  li.).-)  ) 

Donc    1  axe    l>   par  IcmjucI   il    lauL  iiiciui-  \v  plan  sécaul 
doit  être  l'axe  moyen  de  la  surlace. 

L'équalion  du  plan  sécant  se  réduit  alors  à 

Aa-H-  G^;  =  o. 

et,  si  l'on  remplace  G  par   sa   valeur   tirée   de  la  rela- 
tion (8),  elle  devient 

ex  \/«- —  b^zii  az  \fb- —  c^  =  o. 

On  voit  donc  qu'il  existe  dans  l'ellipsoïde  deux  plans 
cycliques.  Les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  xz  font 
avec  l'axe  des  x  des  angles  'i>  déterminés  par  la  relation 

,    c  J a:^  —  h- 
tang'|/  =± 


Ces  plans  sont  donc  également  inclinés  sur  le  plan  dé- 
terminé par  l'axe  moyen  et  l'un  des  deux  autres  axes  de 
la  surface. 

Le  cercle  de  section  a  pour  équation  dans  son  plan, 
à  canse  de  la  relation  (8), 

x^'—y^-^  b-, 

et  son  ravon  est  égal  au  demi-axe  b. 

Dans  les  résultats  qui  précèdent,  nous  avons  admis 
implicitement  que  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde  étaient 
inégaux.  Examinons  le  cas  où  la  sui'face  a  deux  axes 
égaux. 

Supposons,  par  exemple,  a  ^=  b.  Il  résulte  alors  de  la 
relation  (8)  que  A  =  o;  par  conséquent  l'équation  du 
plan  sécant  se  réduit  à  z  =  o.  Ce  plan  se  confond  avec 
le  plan  x?  ,  ce  qui  doit  être,  puisque  alors  l'ellipsoïde  est 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  z. 

Enfin,  si  l'on  a  à  la  fois  a  =ib=ic^  l'ellipsoïde  devient 
une  sphère.  La  relation  (<S)  est  vérifiée  idenliquement. 


(  '96  ) 
Donc  toutes  les  sections  faites  par  des  plans  menés  par 
un  axe  quelconque  de  la  surface  sont  des  cercles,  et 
comme  tous  les  diamètres  de  la  sphère  sont  des  axes  de 
la  surface,  il  en  résulte  que  toutes  les  sections  plaïies 
sont  circulaires. 


Hyperholoïde  à  une  nappe. 
Considérons  maintenant  l'iiyperboloïdc;  à  une  nappe 

X"^   ^    J2  -2    ^ 

02      '       P"    ~    C2    ~   '  ■ 

Pour  avoir  les  plans  cycliques,  il  sulïit  de  remplacer 
dans  la  relation  (8)  c-  par  — c-.  On  a  ainsi  l'équation 
de  condition 

(g)  A2a2(62-^  c"-)  =  CjcHb'-—  a'^), 

ce  qui  exige 

b  y  a 

On  obtiendra  donc  un  plan  cyclique  en  menant  le  plan 
sécant  par  le  plus  grand  des  axes  réels  de  la  surface. 
Le  plan  sécant  a  alors  pour  équation 

A  ^  -^  G  -5  =  o 

et,  en  remplaçant  C  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  (9), 

ex  sjh''-  ~  a^±  az  y/ô'^  _|-  c^  =  o. 

Il  existe  donc  deux  plans  cycliques,  également  inclinés 
sur  le  plan  déterminé  par  le  plus  grand  des  axes  réels  et 
l'un  des  deux  autres  axes  de  la  surface. 

Le  cercle  de  section  a  pour  équation  dans  son  plan 

ip2-t-j2=  62. 


(  U):  ) 

\  oyons  niaiiileiiaiil  si  l'on  pcul  ohicnir  nne  siu-tion 
circulaire,  en  menant  li;  plan  séeanl  par  1  axe  imagi- 
naire de  la  surface. 

11  faut  alors  supposer  C  =  o  et  appliquer  les  for- 
mules [6  ).  On  trouve  ainsi 


a2(A2-hB2)        62(A2— BM         r- 

Pour  que  cette  é(]uatiou  représente  un  cercle,  il  faut 

(jue  l'on  ait 

I        /B-  ^  ^  \ L 

A2— B2  \a^'^  b^ )  ~~~cî' 

condition  impossible  à  réaliser;  par  conséquent,  un  plan 
mené  par  l'axe  imaginaire  de  l'iiyporboloïde  à  une  nappe 
ne  peut  pas  être  un  plan  cyclique. 

Si  la  surface  est  de  révolution,  c'est-à-dire  si  a  =  Z7,  la 
relation  (g  )  est  impossible,  à  moins  que  l'on  n'ait  A  =  o. 
Le  plan  cyclique  se  confond  alors  avec  le  plan  xr. 

Hyperboloïde  à  deux  nappes. 

On  déduira  le  cas  de  l'iivperboloïde  à  deux  nappes 

X-         1-2         z-  _ 
a-        b-         c- 

de  celui  de  l'ellipsoïde,  en  remplaçant  dans  la  rela- 
tion (8)  h-  et  c-  par  —  ^-  et  —  c-.  Ou  trouve  ainsi 

(  lo  )  S.-a-[  b-  —  c-  )  =  G-c-(  a-—  b-), 

ce  qui  exige 

b  ^  c. 

On  obtiendra  donc  une  section  circulaire,  en  menant  le 
plan  sécant  par  le  plus  grand  des  axes  imaginaires  de  la 
surface. 


(   i98  ) 
Le  plan  sécant,  en  vertu  de  la  relation  (lo),  a  pour 
équation 

cx\Ja--+-  h--±z  az  \Jh''-- —  c2=  o. 

Il  existe  donc  deux  plans  cycliques,  également  inclinés 
sur  le  plan  détei'miné  par  le  plus  grand  des  axes  iuiagi- 
naires  et  l'un  des  deux  autres  axes  de  la  surface. 

Le  cercle  de  section  a  pour  équation  dans  son  plan 

par  conséquent  il  est  imaginaire.  Donc  le  plan  considéré 
ne  rencontre  ])as  la  surface. 

Mais,  si  l'on  coupe  l'hyperboloïde  par-  un  plan  paral- 
lèle à  celui-là,  et  ayant  pour  équation 

A57-h  G^  =  K, 

on  aura  des  sections  réelles  pour  des  valeurs  de  K  suffi- 
samment grandes.  En  eiïet,  ce  plan  coupe  l'axe  des  x  au 

K    ,1  1  .  K 

point  Y  *  J^i  passe  donc  au  point  x  =^  -r->  y  =  (y,  ^  =  o  ^ 

par  conséquent,  il  faudra  remplacer  dans  les  for- 
mules (5)  .r  par  x r-?  pour  avoir  la  section  faite  par 

ce  nouveau  plan  dans  la  surface.  Si  l'on  substitue  dans 
l'équation  de  rhvpeiboloïde  les  valeurs  de  :r,  j ^  z  tirées 
des  formules  (5)  ainsi  modifiées,  il  vient 


Va2         c^  j 


A  2'^    ^  2GK7  ,r2  _ 


A2+G2Va2         cV       Aa2/A2  4-G2        6-  A2a2 

Pour  que  cette  section  soit  circulaire,  il  faut  que  l'on 
ait,  comme  précédemment, 

-r-  Va-  \  <2-         c^  /  h- 


A2-t-G2\a2         cV  b'- 

oti 

K^-a-^h- —  C-)  =  ("fic-ia"--^  h-). 


(    '9.9  ) 
Siii)|)os()ii.s  t:c'ILe  coiitlilioii  r('iii[)li('  cl  divisons  l'cMjua- 
lioii  p;ir  K'  coL-riicitMiL  de.  x^,  nous  aurons 

Ou  obiieudra  donc  un  cercle  qui  sera  réel,  dès  f|U('  l'on 
donueia  à  K  une  valeui-  satisfaisant  à  l'inéiialité 


\V-  r  C2  62        -1  ., 


ou,  en  reuiplacant  le  rapport  -^  p^''  sa  valeur  tirée  de  la 
relation  (lo),  à  l'inégalité 


A^> 


a^{a^-\-c^) 


c'est-à-dire  dès  que  l'on  donnera  au  rapport ^  une  valeur 

absolue  plus  grande  que  al/— — j-j  c  est-à-dire  entin, 

dès  que  la  distanci;  à  l'origine  du  point  où  le  plan  sécant 
rencontre  l'axe  des  x  sera  supérieure  à  la  quantité 


V: 


a-^-\-b^ 


\  oyons  maintenant  ce  qui  arrive  lorsque  le  plan  sécant 
passe  par  l'axe  réel  a  de  la  surface. 

11  faut  alors   supposer  A  =  o   et  appliquer   les  for- 
mules (4).  On  trouve  ainsi 

:c2  G2j2  B272  ^ 

^  ~   62(B2-fG2)   "   C2(B2+  G2)    ~  '' 

et,  pour  que  cette  section  soit  circulaire,  il  faut  quel'ou 
ait 

ai  ~'       Bî3rci\^62  ^  c2  /' 

relation  impossible.    Donc  on  n'obtieut  pas  de  sectiou 
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circulaire  eu  lucuauL  le  plau  sécaut  par  l'axe  réel  de  la 
surface. 

Par  couséqueut,  les  seuls  plans  cycliques  de  l'iiyper- 
boloïde  à  deux  nappes  sont  les  plans  parallèles  aux  deux 
plans  représentés  par  l'équation 

ex  \l Or'-x-  6^  -iti  az  y/6"^  —  c-=  o, 

en  supposant  que  ih  désigne  le  plus  grand  des  axes  ima- 
ginaires de  la  surface.  (A  sawre.) 


SAYIN  REALIS. 


Le  12  février,  une  lettre  de  M.  Genocclii  m'apprit 
une  triste  nouvelle  :  Piealis,  notre  ami  commun,  venait 
de  mourir. 

L'illustre  professeur  de  Turin  ayant,  depuis  longues 
années,  fréquenté  le  regretté  défunt,  pouvait,  mieux 
que  personne,  rédiger  la  Notice  biographique;  mais  le 
mauvais  état  de  sa  santé  ne  lui  permet  pas  de  se  charger 
de  cette  tâche  honorable  et  douloureuse.  11  m'a  donc 
prié  de  le  remplacer.  On  me  pardonnera  d'avoir  accepté 
une  mission  pour  laquelle  les  renseignements  me  fai- 
saient défaut  :  mais  le  moyen  de  refuser?  J'ai  été,  pen- 
dant bien  longtemps  en  correspondance  amicale  et 
scientifique  avec  le  savant  dont  il  s'agit  d'esquisser  la 
vie  :  je  ni  exécute  donc.  Si  je  ne  parviens  pas  à  faire 
comprendre  l'estime  que  les  travaux  et  le  caractère  de 
Realis  m'ont  inspirée,  le  lecteur  voudra  bien  m'accor- 
der  les  circonsta/ices  atLenuantes  ('  ). 


(')  Les  pages  suivantes  sont  traduites,  en  grande  partie,  d'un  ar- 
ticle de  la  Gazette  de  Turin  (i5  février  i886),  rédigé  par  M.  Cla- 
retta,  parent  du   défunt.  En  outre,  M.  ravocat-comiiiandeur  Realis. 
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I. 


Sa^in  Realis  est  né  à  Turin,  le  i8  octobre  1818. 
Pierre  Realis,  son  père,  avocat,  Auditeni"  général  de  la 
(rarJe  suisse  palatine,  était  un  jurisconsulte  renommé. 
Le  jeune  Realis  fut  un  excellent  disciple  de  Plana, 
Bidonc,  Gitilio  et  des  autres  savants  qui  brillaient  à  l'U- 
niversité de  Turin  :  il  obtint,  le  26  juillet  iSSp,  le  titre 
d'Ingénieur  hydraulique  ('  ). 

En  1840,  il  manifesta  le  désir  de  visiter  d'autres 
terres  et  d'autres  peuples  (-).  Conduit  à  Paris,  par 
son  père,  il  v  perfectionna  ses  connaissances  scieuli- 
iiques-,  suivit  avec  succès,  pendant  trois  ans,  les  cours 
de  l'École  des  Ponts  et  Cliaussées,  ainsi  que  le  prouve 
un  certificat  de  l'inspecteur  de  cette  école,  daté  du 
5  juillet  1843. 

Pendant  son  séjour  à  Paris,  où  il  fit  quelques  amis, 
Realis  conçut  tant  d'affection  pour  cette  ville  et  pour  la 
France  (3),  qu'il  résolut  d'y  venir  passer  quelques 
mois  chaque  année. 

II. 

Revenu  dans  sa  patrie,  le  jeune  ingénieur  commença 
par  publier,  sous  le  titre  de  Mémoire  sur  la  construc- 
tion des  chemins  de  fer,  un  résumé  de  ses  études  pré- 
cédentes (  ')  ;  après  quoi  il  prit  part  aux  études  prépara- 
toires pour  la  construction  de  la  ligne  du  Tessin. 


frère  de  l'Ingénieur,  m'a  fait  transmettre,  par  M.  Genocchi,  certains 
détails  complémentaires. 

(')  En  France,  nous  dirions  plutôt  :  Ingénieur  hydraidicien. 

{')  Gazette  de  Turin. 

(')  Ibid. 

{')  Ici,  M.M.  Realis  et  Clarclta  ne  semblent  pas  être  d'accord  :  le 
premier  écrit  «  un  fruit  de  ces  études  {École  des  Ponts)  fut  la  pu- 


(   aorî  ) 

Eu  1846,  nom  nié  Iiii^tnieiir  dans  le  co//>s  du  Gc/iit; 
cwil,  avec  application  au  service  des  clieiuins  de  fci-, 
Realis  dirigea  la  coiistnictioii  d'une  partie  du  clieinin 
de  Turin  à  Gènes. 

Il  ne  resta  pas  longteuips  fonctionnaire,  heureuse- 
ment jîour  la  Science  des  Nombres!  Devenu  ingénieur 
libre,  il  pratiqua  sou  art,  tout  en  publiant,  cà  et  là  ('  ), 
des  travaux  qui  attirèrent  l'attention.  Les  lecteurs  des 
Revues  mathématiques  se  rappellent  couibi(ui  ses  Notes 
étaient  intéressantes  et  claires.  La  plus  récente  a  paru 
dans  le  journal  de  i\L  de  Longchamps,  après  la  mort 
de  l'auteur.  Ainsi,  il  a  travaillé  juscpi'à  son  dernier 
jour  (-)! 

in. 

Si  Realis  lut  utile  aux  Sciences,  il  ne  manqua  pas  de 
servir  autrement  son  pays.  En  effet,  pendant  quelques 
anuées,  il  fut  Membre  du  Conseil  communal  de  Turin^ 
Membre  du  Conseil  délégué  (?)^  Examinateur  à  l'Ecole 
d'application  du  Génie,  etc.  Mais,  chose  remarquable,  il 
se  tint,  de  la  manière  la  plus  absolue,  en  dehors  de  toiU 
éclat  (•')  et  ne  sollicita  aucune  espèce  de  distinctions. 

Convaincu  que  les  Académies  ont  fait  leur  temps  (*), 
il    n'appartint   à  aucune,  au  préjudice  de   ces  Compa- 


blication  de  l'Ouvrage  sur  la  construction  des  chemins  de  fer  », 
et  le  second  «  à  cette  occasion  (sa  nomination  de  Directeur)  il  pu- 
blia ...  ». 

(')  Gazette  de  Turin. 

(")  Dans  la  Lettre  citée  au  commencement,  M.  G.  disait  :  «  Je 
l'avais  vu...,  appelé  à  la  gare,  par  M.  L.,  député».  Cette  sortie 
était  imprudente  :  elle  lui  a  peut-être  coûté  la  vie! 

(  =  )  Gazette  de  Turin. 

(*)  Gazette  de  Turin.  Opinion  très  contestable,  comme  le  té- 
moigne l'utile  publication  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences. 


(  .o;i  ) 

giiics,  (|ui  auraifiiL  profilé  de  ses  oxcelleiiLes  Coimiuini- 
calions  (^  '  ). 

Non  seuloinent  llealis  ne  fut  d'aïuuuie  Académie, 
mais  il  ne  voulut  être  cité  dans  aucun  Dictionnaire  :  il 
ne  fut  pas  même  décoré  (-)! 

IV. 

A  la  lin  d'avril  1881,  passant  à  Turin,  je  fus  reçu,  à 
bras  ouvert,  par  Genocclii  et  son  disciple  Realis.  Celui- 
ci  me  lit,  avec  une  grâce  parfaite,  les  honneurs  de  la 
patrie  de  Lagrange. 

Noble  et  admirable  ville  de  Turin,  d'où  l'on  voit,  en 
méiue  temps,  des  montagnes  couvertes  de  neiges  et  des 
montagnes  verdoyantes!  Si  elle  n'est  plus  la  capitale 
d'un  rovaume,  elle  est  restée  une  capitale  scientiiique. 

Je  fus  frappé  de  la  vieillesse  anticipée  de  Realis,  sous 
le  rapport  physique  :  il  avait  mauvaise  vue  et  marchait 
avec  peine.  Heureusement,  la  tète  était  excellente! 
Quand,  en  compagnie  de  son  illustre  ami,  il  nie  condui- 
sit à  la  gare,  il  m'embrassa,  en  me  disant  :  «  au  re- 
voir. »  Hélas!  cet  adieu  devait  être  le  dernier. 

Après  une  courte  maladie  (une  bronchite),  Savin 
Realis  est  décédé  le  9  février,  à  l'âge  de  67  ans.  Si, 
parmi  les  Géomètres  contemporains,  il  n'a  pas  brillé  au 
premier  rang,  il  est,  surtout  dans  la  Théorie  des  Nom- 
bres, l'un  des  plus  justement  célèbres,  et  sa  mémoire  ne 

périra  pas. 

E.  Catalan. 

Liège,  i5  mars  1886. 

(')  Gazette  de  Turin.  Par  suite  d'un  étrange  oubli,  j'ai  à  me  re- 
proctier  de  n'avoir  pas  proposé  Realis  comme  Membre  correspondant 
de  la  Société  des  Sciences,  de  Liège. 

(  -  )  Gazette  de  Turin . 
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PUBLIC AT10\S  RECETTES. 


Le  proprieta  fondamektali  delle  curve  di  second' 
ordike  studiàte  sulla  eqxjazioive  generale  di  secowdo 
GRADo  IN  coordinate  cartesiane.  Lczioiii  date  nella  R. 
Università  di  Torino,  dal  prof.  Enrico d' Ovidio .  Seconda 
edizione  riveduta  ed  aumenlata.  In-8".  Torino,  Ermanno 
Loescher-,  i883.  Prezzo  :  lire  3,5o. 

Su  LA  corrispondenza  reciproca  fra  due  sistemi 
DELLO  spAzio.  Ricerclie  siiitelicbe  del  Dottor  Domenico 
Montesano.  In-S".   Napoli,  V.  Pesole;  i885. 

Essai  sur  le  postulatum  d'Euclide;  par  M.  /.  Des- 
champs,  professeur  au  lycée  de  Montluçoii.  In-8°.  Paris, 
A.  Hermann  ;  i885. 

Première  leçon  sur  les  déterminants;  par  M.  A. 
Tarlinville,  professeur  au  lycée  Saint-Louis.  In-8°.  Paris, 
Croville-Morant;   i885. 

Traité   de  perspective  linéaire,   précédé  du  tracé 

DES  OMBRES  USUELLES  (rAYON  A  4^°)  ET  SUIVI  DU  RENDU 
DANS     LE    DESSIN    d'arCHITECTURE    ET     DANS    LE    DESSIN    DE 

machines;  texte  et  dessins  par  M.  J .  Pillet.  Grand 
in-4".  Paris,  Delagrave,  et  Leipzig,  Le  Soudier;  i885. 
Prix  :  12'''". 

Annuaire  pour  l'an  1886,  publié  par  le  Bureau  des 
Longitudes;  contenant  les  Notices  suivantes  :  Les  treize 
tornados  des  29  et  3o  mai  1879,  aux  Etats-Unis,  par 
//.  Paye.  —  Sur  le  méridien  et  l'heure  universels,  par 
Janssen.  —  Discours  prononcés  aux  funérailles  de  Serret, 
par  H.  Faye  et  O.  Bonnet.  In- 18,  de  924  pages,  avec 
ligures  dans  le  texte.  Paris,  (jautliicr-Yillars  ;  1886. 
Prix  :   1''",  5o. 


(  .o5  ) 

Akkuaikk  1)i:  i/ouservatoiri':  de  IMoivtsolius  vovk 
l'ak  1886,  coiileiiaut  \vs  Notices  suivantes  :  Observa- 
tions météorologiques  faites  à  l'observaloire  de  Mont- 
souris,  résumées  par  Léon  Descroix.  —  iMétéorologic 
appliquée  à  l'Agriculture  et  à  l'Hygiène,  par  L.-H. 
Marié-Davy  et  Ferdinand  Marié-Davy .  —  Analyses 
(chimique  de  l'air,  des  eaux  météoriques,  des  eaux  d'é- 
gout  et  des  eaux  courantes,  par  Albert  Lèvj.  —  Sur  les 
poussières  organisées  de  l'atmosplière  (8^  Mémoire),  par 
le  D""  Miquel .  In- 18  Je  45o  P^gt's,  avec  des  figures  repré- 
sentant les  divers  organismes  microscopiques  rencontrés 
dans  l'air,  le  sol  et  leurs  eaux.  Paris,  Gautliier-Villars; 
1886.  Prix  :  2'"'-. 

Traite:  d'Algèbre  supérieure  5  par  G.  Saltnon.  2*  édi- 
tion française,  publiée  d'après  la  4*^  édition  anglaise,  par 
M.  O.  Chemin.  In-8-  Paris,  Gaulliier-\  illars;  1886. 
Prix  :  9''". 

TIRAGES  A  PART. 

Problème  des  n  reines;  par  M.  le  général  Parmen- 
TiER.  Extrait  du  Bulletin  de  l' dissociation  française 
pour  V avancement  des  Sciences;  i883. 

La  quadrica  dei  dodici  jnuiti  e  la  quadrica  dei  do- 
dici  piani  ed  Obblique  e  circoli  osculatori  aile  conicJie 
in  relazione  con  altri  elementi  geometrici  di  cui  sono 
casi  pariicolari;  par  M.  Alfonso  del  Re.  Extraits  du 
Giornale  di  Matematiclie,  t.  XXII;  i884- 

Remarques  sur  l'effet  d'une  force;  par  M.  Duroy 
DE  Bruignac.  Extrait  du  Bulletin  de  la  Société  des  in- 
génieurs civils;  1884. 

Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Fermât, 
et  ses  rapports  avec  la  théorie  des  substitutions  uni- 
formes; par  M.  G.  Koenigs.  Extrait  du  Bulletin  des 
Sciences  math,  et  asti.,  ?.''  série,  t,  VIII;  i884- 
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Studio  di  Irnsversali  ed  Inlorno  a  lahuie  fiuizioni 
isahiiriche-omogenee  et  Remarques  sur  les  fonctions 
liolonior plies  ;  par  M.  E.  Cesako.  Extrait  du  Qiornale 
di  Matemntiche,  t.  XXII  ^  1884. 

Bemerhungen  zu  deii  Kriinnnungshalbniesser-Con- 
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ERÏIATUM. 


3*  série,  t.  IV.  Page  i5i,  ligne  17,  au  lieu  de  A  -1-  a  =  A  -h  b,  lisez 
A  +  a  =  B  -4-6. 


ERI14TA  DES  T.4BLES  DE  L0G.4RITH)IES  DE  SCHRO.\. 


Page  12,  ligne  22  (log  13219).  Au  lieu  de  1986,  lisez  +1986. 


AVIS. 


Le  mauvais  état  de  la  santé  de  M.  Gerojio  ne  Jui  per- 
mettant pas  de  s'occuper  pour  l'instant  de  la  rédaction 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  tous  les 
articles  destinés  à  ce  journal  doivent  être  adressés  direc- 
tement à  M.  Brisse. 
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SIR  L\  DISTUIBl  riO\  MLTIELLE  DES  AOMBUES  POLVGOVES 
ISOLLTIOV  DE  LA  QIESTIOX  1170); 

Pvn  M.  E.  CESVRO. 


1.  Dans  le  svslèino  conijilet  des  nombres  polygones 
des  ordres  'x  et  v,  rangés  par  ordre  de  grandeur,  voyons 
coinineiit  les  nombres  d'un  ordre  sonl  distribués  par 
rapport  à  eeux  de  l'autre  ordre.  Pour  éviter  tout  mal- 
entendu, nous  su[)poserons  que  l'on  procède  comuie  il 
suit  :  on  range  d'abord  les  nombres  de  l'ordre  v  ;  puis, 
dans  chaque  intervalle,  on  range  les  nombres  de  Tordre 
a,  en  ayant  soin,  lorsqu'un  de  ces  nombres  coïncide  avec- 
nn  nombre  de  l'ordie  v,  de  le  considérer  comme  appar- 
tenant à  l'intervalle  f/ui  le  précède.  Ainsi,  pour  u.  =  3, 
V  =  4,  on  écrira  d'abord  la  suite  croissante  des  carres, 
et  l'on  entendra  par  tria/i^ulaires  compris  dans  l'iuler- 
valle  aS,  36,  les  nombres  28  et  36. 

2.  D'après  ces  conventions,  pour  qu'un  nombre  de 
l'ordre  jjl,  de  rang  inconnu  a:,  soit  compris  enti-e  deux 
nombres  donnés,  de  l'ordre  v,  consécutifs,  on  doit  avoir 

(v  2  )  a-  (  V  4   )«  <  (  IJL  1)J'-  (    |J.  —  4   '   '' 

7(v  —  2)(  a  -4-  i)-  — (v  —  I  ){  a  -+-  1  I. 

d'où  l'on  tire 

/  (  a  )  <  ^  ?  /  (  rt  -(-  I ,), 

après  avoir  posé,  pour  abréger, 

ij-  —  4  —  /(  ;j.  —  4  )-  -i-  4  (  u.  —  2  )  [(  ■/  --  -^  )  a-  —  (  V  —  4  )  </ 1 


/(«)  = 


2  (  ;x  —  2  ) 
Cela  étant,  si  l'on  considère  i  intervalles  couséculils, 

-inn.  ,tr    M„th,-ni..  3*  série,   t.    V.(Mai    iSSG.)  i4 
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à  partir  du  iiornbic  de  rang  a,   la  quolilé  d(;.s  ii()inhi'<'s 
d'ordre  •/.  ([ii'ils  renlerinenl  ost  é  vide  m  ment 

(i)  N/(«)  =  f/(  a  -+-  n]  —[/(«)]. 

3.  Afin  de  clierelier  des  limites  de  ]N/(rt),  voyons 
comment  se  comporte  la  fonction  f(^n-\-i)  —  f{'^)-, 
lorsque  a  croit  indéfiniment  depuis  l'unité.  On  recon- 
naît d'abord  qu'elle  varie  toujours  dans  le  même  sens,  et 
que  ses  valeurs  extrêmes  sont 

1  ^  ^  —  !-^—  \^{\i-~  ^f--^  4(i.t  — 2)(t  +  i)[(v  —  2)^'+  ^J  ^ 

,      J'    '~  2(lJ.-9.) 

(2) 


l«'='i/; 


Celles-ci  sont  doue  aussi  les  limites  cherchées.  Eu  les 
comparant  entre  elles,  on  trouve  que  la  première  est 
inféiieure  à  la  seconde  lorsque 

\}.  —  V     et     (  ;jL  —  2  )  f  V  —  2  )  —  4 

sont  de  même  signe,  c'est-à-dire  dans  les  cas  suivants  : 

['■  =  3.  ;j(.  =  j,     [i.  =  0,  <j.%    7. 

V  =  4  '"•    >•      ■'  =  i'       V  =  4  ou   '>.     V  <[  a. 

Jl  en  résulte,  eu  vertu  de;  (1], 

(3)  A,-i<N,(a^<B,-i-i. 
On  devra  écrire 

(4)  B/^i  <  \,(rt)<  A,-hi 
dans  tous  les  autres  cas,  à  savoir  pour 

[X  =  s,     \}.  =  î-  ».  '>.     ;j. ^    4' 

V   3;       fi.  V    =    '5.  V    ]>.    IJL. 

4.    Faisons  a  ^=  !).  v  =  4-  '-■«"^   inégalit(''s  (3  1  dcvien- 


(  2"  ) 

lient 


v/i  -f-  8(  A-f- 1  1-        ^,   ,  .    r- 


2 

En  particulier, 

o<  ^^^~  '  <Ni(a)<v/2^i<3. 

Donc  ^  ,  =  I  ou  2,  c'est-à-dire  ([ue  :  entre  deux  carrés 
consécutifs,  il  y  a  au  moins  un  triangulaire  et  deux  au 
plus.  C'est  la  première  des  propositions  énoncées  par 
Lionnet,  dans  la  Question  citée.  La  deuxième  en  est 
une  conséquence  naturelle.  11  est  évident,  en  eilèt, 
d'après  ce  qui  vient  d  ètie  dit,  que  deux  triangulaires 
consécutifs  compi'ennent  entre  eux  un  seul  carré,  ou 
bien  n'en  comprennent  aucun. 

o.    De  même,  pour  z  =  2,  on  tiouve 

V  7^  —  ^        ^  /- 

I  <    -^—_ <  ->  2  I  «  )  <  2  v/2  -1-  I  <  4  . 

Donc  ^>2=  a  ou  j5.  il  en  lésulte  que  deux  carrés  de 
même  parité,  consécutifs,  comprennent  entre  eux  deux 
ou  trois  triangulcdres.  L'impossibilité  d'avoir  Aa^  4 
prouve  que,  si  un  intervalle  de  deux  carrés  consécutifs 
contient  deux  triangulaires,  chacun  des  intervalles 
voisins  ne  peut  en  contenir  qu  un  seul.  C'est  en  cela  que 
consiste  la  deinière  ]>roposition  de  Lionnet. 

G.  Donnons  une  seule  application  des  inégalités  (4), 
en  faisant  <j.=z  A.  On  obtient 


/^-.<N,(«)<^/ 


Par  exemple,  pour  /  =2,  v  =^  3,  on  trouve 
o  <  y/I  —  I  <  N.  <  a  )<  /Ô  <  3. 
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Il  en  résulte  que  deux  triangulaires  de  mênie  paiité, 
consécutifs,  comprennent  entre  eux  au  moins  un  carré, 
et  deux  au  plus. 

7.  Les  expressions  (2)  montrent  que,  si  l'on  fait 
croître  i  indéfininient,  on  a 


A/  /v  —•2        1)/ 

i        y    \x  —  -1        i 

ConstHjiiernnient,  en  vertu  des  inégalités  (  3  )  et    (4)> 
on  peut  allirnier  que  l'on  a,  dans  tous  les  cas, 


lim  ;—  =  4/ 

lleniaïqnons,  en  passant,  ([ue  ce  résultat  est  indé- 
pendant de  a.  Cela  tient  à  ce  que  les  deux  ordres 
conservent,  l'un  par  rapport  à  l'autre,  une  fréquence 
constante. 

8.  8i  [A  et  V  sont  tels  (|ne,  dans  chaque  intervalle,  il 
ne  puisse  (exister  qu'nii  ou  deux  nombres  de  Tordre  [j., 
on  aura,  en  désignant  respectivement  par  a  et  [i  les 
nombres  des  intervalles  qui  se  trouvent  dans  l'une  ou 
l'autre  de  ces  conditions, 

a  -4-  [i  =  /,         a  -}-  ■?.  Ti  =  N,-. 

La  probabilité  que  le  second  cas  se  produise  est  donc 


liin  ^  =  lim 


i  V    !-*•  —  ^ 


Vax  particulier,  dans  la  ([uestion  traitée  par  Lionnct, 
ce  rc'sultat  devient 

v/'2  —  I  =  o,  41  i'^. i3. . . . 

Consé(juemment    :    Il  y    a  seulement    yo   à   parier 
contre  CjC)  environ  que  deux  carrés   consécutifs  com- 


(  ^'3  ) 
prcimont,  enlve  eux,  deux  triangulaires,  plutôt  iju  un 
seul.  Au  contraire,  si  l'on  ("ait  p.  =  4,  v  =î=  3,  on  trouve 
(ju'iV  y  a,  70  environ  à  parier  contre  ^9  que  deux 
triangulaires  consécutifs  comprennent  entre  eux  un 
carré.  La  valeur  exacte  de  la  probabilité  est 

—  =  0,1707 106.... 

9.   Soit  Q{n)  la  (juotité  des   nombres  de  l'ordre  [x, 
non  supérieurs  à  n.  On  doit  avoir 

(lx  —  i)q-^  —  (lx  —  OQ  ^        '  (;x—  2)(Q  +  1)--'  — (;/■—  4  )(  Q  -^  i! 


d'où  l'on  tire 
Asymptotiquenient, 


4  -f-  v/(  ;x  —  4  )^  +  8(  ;-»■  —  u  )  n 

2([J.  — '2) 


Q('')  =  v/^"'- 


Cela  étant,  imaginons  que  l'on  ait  mis  dans  une  urne 
tous  les  nombres  des  ordres  [x  et  v,  et  que  l'on  en  tire  un, 
an  basard.  La  probabilité  qu'il  soit  de  l'ordre  [j.  est 


^A 


/i^ 


v/v 


Par  exemple  :  Il  y  a  environ  gy  à  parier  contre  56 
f/u'un  nombre  est  triangulaire  plutôt  (pie  pentagonal. 
l^a  valeur  exacte  de  la  probabilité  est 


3  —  v/3 


0,(33397  i, 


\ole.  —   La  (itii'slioii    1470  a    aussi  clé  rcsolur  |)ar  MAI.  Collarl  cl 
Mmol-Ulanc. 
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ETLBË  Sin  LES  SECTIONS  PLWES  DES  SLKFACES. 
TIIÉOUIE  \OLVELLE  DES  PLWS  CVCLIOLES  ET  DES  OMBILICS 

[suite  (  '  )]; 

PvH  M.  Victor  LAC  DE  BOSREDON, 
l'iofcsseur  à  ia  Kaciillé  des  Sciences  de  Ilnstitut  catholique  dAiigers. 


11.     Sui'.KACES    DÉPOURVIES     I>K    CElVrHK. 

Les    Ibnuules    (3)   coiiduiseiil   aussi    facileineiU    aux 
scclions  circulaires  des  paraboloïdes. 

Ces  surfaces  sout  représeulées  par  l'équaliou  géuerale 


a- 


h'- 


Si  Fou  remplace  daus  celle  ck|uatiou  x,  y^  z  par  leurs 
valeurs  lirées  des  formules  (3),  il  vieut 


A-n     ,  '2 ABC  /  I  I  \ 


\V-    ,    A2\     ,       _     '2 ABC 

7 

•")     '  '    A--'+B='-^C-^l,a^  -  b^)^' 


\  cv^A2+B2-hG2' 

Pour  que  celte  seclion  soit  un  cercle,  il  faut  d'abord, 
comme  pour  les  surfaces  à  centre,  que  l'on  ail 

ABC  =  0. 

c'esl-à-dire  (jue  l'un  des  coeflieienls  A,  B,  C  doit  être 
nul.  Il  en  résulte  que  tout  plan  cyclique  doit  passer  par 
l'un  des  trois  axes  coordonnés,  c'esl-à-dire  par  l'axe  de 


(')    Voir  même  Tome,  p.  186. 


(  ■'••-j  ) 

la  siirtacH'  on  1  une  dos  normali's  au\  deux  [)laiis  priiici- 
[)au\'. 

l'uis(jiu'  le  [)laii  sécant  doit  passn-  par  rmi  drs  trois 
axes  coordonnés,  nous  j)ouvons  i-ncorc  faiic  nsagc  des 
lorniulcs  réduites  (/j),  (5j  et  (()). 

Paraboloïde  cUiplujac. 
Cousidéroiis  dabord  le  |)aral)oloide  elli[)Li(jne 

a-         h'  c 

et  supposons  A  =  o.  11  faudra  appliquer  les  formules  (  4  )• 
Eu  substituant  dans  l'équation  de  la  surface,  à  la  place 
des  variables,  leurs  valeurs  tirées  de  ces  formules,  on 
trouve 

Pour  que  cette  équation  représente  un  cei'cle,  il   faut 

que  l'on  ait 

I  C2 


«2       62(B2_^_C2; 
ou 

(12)  B2  62=  G2(a2— 6\), 

ce  qui  exige 

a  >  6. 
Alors  le  plan  sécant 

Bj--G.-  =  o 

passe  par  la  normale  à  la  section  princijiale  qui  se  trouve 
dans  le  plan  'r- 

Or  les  sections  principales  sont  les  deux  paraboles 
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Il  •  .  1  a- 

(loiil  les  paramètres  oui  respeetiveiiienL  pour  valeurs  - — 

et  —  •  La  section  principale  du  plan  ~)  est  donc  celle  de 

moindre  paramètre.  Ainsi,  dans  le  paraboloïde  ellip- 
tique, on  oLtieut  des  sections  circulaires,  en  coupant  la 
surlace  par  des  plans  perpendiculaiirs  à  la  section  prin- 
cipale de  moindre  paramètre. 

8i  dans  l'équation  du  plan  sécant  on  remplace  C  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (12),  il  vient 


y  s/ a-—  b-  ±  bz  =  o. 

Jl  existe  donc  deux  plans  cycliques  également  inclinés 
sur  le  plan  déterminé  par  l'axe  de  la  surface  et  la  nor- 
male à  la  section  principale  de  moindre  paramètre. 
L'équation  de  la  section  dans  son  plan  est 

.7-  -^1-  9,  Br 


cv/B2-4-C^ 


ou,  en  remplaçant  le  rapport  -7  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (12  ), 


x--{-y^  =  ±z  — ^-  \,'a'- —  b-. 

\  oyons  si  l'on  peut  obtenir  une  section  circulaire  en 
menant  le  plan  sécant  par  l'axe  de  la  surface.   Jl   faut 
alors  faire  C  =  o  et  appliquer  les  formules  (  6). 
On  trouve  alors  pour  la  section 


équation  d'une  parabole. 

Par  conséquent,  en  coupant  un  paraboloïde  elliptique 
par  un  plan  conduit  suivant  l'axe  de  la  surface,  on  ob- 
tient toujours  des  paraboles  cl  jamais  des  cercles. 


(  -^1  ) 

Pdiaboloïde  liypciboUijue. 

Passons  on(în  au  paraboloïdc  hyperljoli(|U(' 

X-       y-  2  - 

a-        b-         c 

Ou  déduira  ce  cas  du  précédent,  en  cliangeanl  b-  en 
—  b-  dans  la  relation  (12).  qui  devient  alors 

Cette  condition  ne  peut  jamais  être  remplie.  On  ne 
peut  donc  pas  obtenir  une  section  circulaire  au  moyen 
d'un  plan  mené  par  l'axe  des  j:.  Jl  en  sera  de  même 
évidemment  pour  l'axe  des  7. 

Menons  un  plan  par  l'axe  des  z^  c'est-à-dire,  par  l'axe 
de  la  surface.  Il  faut  supposer  C  =  o  et  employer  les 
formules  (6).  On  trouve  ainsi 

B2J-2  A2^-2  2r 


a2(A2^B2)        62(A2-f-B2)         c 

équation  d'une  parabole,  à  moins  que  l'on  n'ait 

B2        A  2 

a-        b- 

auquel  cas  l'équation  précédente  se  réduit  à  j)  =  o,  et 
la  section  se  réduit  à  une  droite  confondue  avec  l'axe 
des  X.  Alors  la  section  est  rectiligne  et  dans  aucun  cas 
elle  n'est  circulaire.  Il  n'existe  donc  pas  de  plan  cyclique 
dans  le  paraboloïde  hyperbolique. 
Dans  le  cas  où  l'on  a 

Ë:  _  lL'  - 

a-         a-  ' 
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si  l'on  l'cmplaci;   H  par  sa  valeur  tirée  do   celle   lelaliuii 

dans  l'équaliou 

Xx  -\-  B  r  =  o 

du  plan  séeaiil,  on  Iroiive 

bx  ±  ay  ==  o. 

Il  exisle  donc  deux  plans  passant  paf  l'axe,  qui  eou- 
[)ent  la  surface  suivant  une  droite.  Ces  plans  sont  égale- 
ment inclinés  sur  cliacun  des  plans  piincipaux.  Puisque 
la  section  a  pour  équation  ■}==  o,  c'est  une  droite  se 
confondant  avec  l'axe  des  x  situé  dans  son  plan,  c'est- 
à-dire  se  confondant  avec  la  trace  du  plan  sécant  sur  le 
plau  xy.  Les  deux  droites  de  sections  sont  par  consé- 
quent représentées  dans  l'espace  par  les  équations 

;:  =  o,  -  ztf  =o. 

a        o 

C'est  en  elïét  ce  que  l'on  trouve  lorsque  dans  l'équa- 
tion de  la  surface  ou  fait  z  ^  o  :  cette  équation  se  réduit 

à  '—  —  ~  =0?  et  elle  se  décompose  en  deux 
-  ±Y  —o. 

a        0 

Ainsi  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  admettent 
des  plans  cycliques,  excepté  le  paraboloïde  hyperbolique. 
On  peut  même  supprimer  cette  exception,  si  l'on  consi- 
dère les  sections  rectilignes  que  l'on  obtient  dans  ce  cas 
comme  des  cercles  d'un  rayon  infini. 

IJI.  —   Cône  ohlufiie  à  base  circulaire. 

Etudions  encore  les  plans  cycliques  du  cône  oblique  à 
base  circulaire. 

Si  l'on  prend  le   plan  du  cercle  de  base   pour   plau 


(  ^'M)  ) 

des  xy,  le  centre  de  ce  cercle  pour  origine  des  coordoii- 
iiées,  et  si  l'on  fait  passer  le  plan  ~j:par  le  soiuiuel,  le. 
cône  aura  pour  équation  en  coordonnées  i-ectangulaires 

{az  —  ex)- -T-  c-y-  =  /•- ( ;;  —  c f- 
ou 

( 1 3  )     ( a^  —  /■-  )  c-  -4-  c'^ x-  -h  c-y^  —  2  ac  xz  -^  ■!  r-  c  z  =  /•*  c- , 

eu  désignant  par  a  et  c  les  coordonnées  du  sommet. 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  les  valeurs  de  .r, 

1  ,  z  tirées  des  formules  (3),  on  trouve,  pour  le coefiieient 

du  ternie  en  xj  , 

2  Bac 


v/A2-+-  B2-i-  C2 


Pour  que   le  plan  Aj?H-R)  +Cc  =  o  soit  un   [)lan 
cyclique,  il  faut  donc,  en  premier  lieu,  que  1  on  ait 


B  =  o. 


Ainsi  le  plan  sécant  doit  passer  par  l'axe  des  }  . 
En  faisant  cette  hypothèse  et  appliquant  les  formules 
(0  ),  on  trouve 


A2+C='  A2+C2 

,    .,       ■i.KCacy-         lAcr^y  ,    , 

—!-  C-X-—r-       r-^     ■     "VT-   -I-       ,  =  V- C- . 

Pour  que  la  section  soit  circulaire,  on  doit  donc  avoir  en 
second  lieu 

( «2 _  ,.2  ^  A2  +  G-^  c2  ^  2  AG ac  =  c'- (  A^  -f-  G^ ) 

ou  bien 

A[  A(a- —  /•-—  C-)  -r-  -iCac]  =  o. 

On  satisfera  à  cette  équation  en  posant  soit 

A  =  o, 


(     220     ) 

soit 

A  (a- — r- — c2)-i- -iCac  =  o. 

Dans  le  premier  cas  l'ëqualion  du  plan  sécant  se  ré- 
duit 3  2  =  0.  Donc  le  plan  xy  est  un  plan  cvclic[ue,  et 
il  eu  est  de  même,  par  conséquent,  de  tout  plan  parallèle 
au  plan  xy  :  le  résultat  était  évident  a  prioi'i. 

Dans  le  second  cas,  on  a 

A  lae 

C  a- —  /•■- —  f^  ' 

par  suite,  l'équation  du  plan  sécant  se  réduit  à 

(i4)  (a^ — /■- — c^)z  —  -ictcx^^o. 

Ainsi  il  existe  dans  le  cône  oblique  à  base  circulaire 
deux  séries  de  plans  cycliques.  La  première  se  compose 
de  plans  parallèles  au  plan  xy^  la  seconde  de  plans  pa- 
rallèles avi  plan  représenté  par  l'équation  (i4)- 

Cherchons  les  angles  que  fait  la  trace  de  ce  dernier 
plan  sur  le  plan  xz  avec  les  génératrices  du  cône. 

On  obtiendra  les  équations  de  ces  génératrices,  en 
faisant  j  =  o  dans  l'équation  du  cône.  On  trouve  ainsi 

az  —  ex  =^  ±  r{z  —  c). 
11  en  résulte 

az  —  ex  =  r{z  —  c  ) 

pour  la  première  génératrice,  et 

az  —  ex  =  —  r{  z  —  c) 

pour  la  seconde.  Si  l'on  désigne  par  a  et    a'  les  angles 
qu'elles  font  avec  l'axe  des  x,  oii  a  donc 

c                                        c 
tanjra^ ^  lan£ra'= 


D'un  autre  côté,  l'angle  o  que  fait  la  trace  du  plan  se- 


(  '^-al  ) 

catil  avec  l'axe  des  .r  est  donne  par  la  lelalioii 


—  »-           «2_,.2_c2' 

mats 

C                 r 

2rtc                  rt  —  r        a—  /• 

a'-- 

_  7-2 f.2                                ,.                  ^ 

a  —  /•  a  —  r 

Tl  en  résulte 

d'où 

tango  =  taiig(a-i-  a'  ), 

0  ^  a  -7-  a'. 

Par  conséquent  la  trace  du  plan  sécant  est  antipaial- 
lèle  à  l'une  ou  l'autre  des  génératrices  que  l'on  considère. 
Ce  plan  est  donc  le  plan  antiparallèle  du  cône  oblique  à 
base  circulaire. 


Ombilics  des  surfaces  du  second  ordre. 

II  est  très  facile,  au  moyen  des  résviltats  précédents, 
de  déterminer  les  ombilics  des  surfaces  du  second  ordre. 
Psous  nous  bornerons  au  cas  de  l'ellipsoïde^  le  calcul 
serait  le  même  pour  les  autres  surfaces. 

Ou  sait  que  les  ombilics  sont  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  parallèles  aux  sections  circulaires. 

Dans  l'ellipsoïde  les  plans  cycliques  ont  pour  équation, 
comme  nous  l'avons  vu. 


cx\J a- —  b-  riz  az  \J b-  —  c-  =  o. 

Or  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  au  point  (:r,j  ,  s)  est 
représenté  par  l'équation 


Xar        Yv        2,z 


Pour  (pi  il   soit  parallèle  aux  plans  cycliques,   il  faut 
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que  l'on  ait 

a^csja^ — h-  _       c^a\/b^ — c-        o 

Il  en  résulte  d'abord 

7  =  0, 
puis 

-2  J.2     f)i (.î 


C-        a'  a- 


Puisque  le  point  [x^y^  z)  se  trouve  sur  l'ellipsoïde, 
on  a  aussi,  à  cause  de  j'^  =  o, 


En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente, 
on  trouve 

-2  Iji  —  ^2 


et  par  suite 

X-         a-  —  h'^ 


a-        a-  —  c- 

Ainsi  les  coordonuées  des  ombilics  réelsde  l'ellipsoïde 
sont  détermiuées  par  les  équations 

a"-        «- — 6^  ^-        6- — c2 


y 


a'-         a'- —  c-  C-        a 


2 ^2 


Application  à  la  résolution  des  problèmes. 

\  oyons  eulin  coninxeiit  les  fornuiles  (3)  peuvent 
servir  à  la  résolution  des  problèmes.  Supposons  (ju'on 
ait  à  résoudre  la  question  suivante  : 

Chercher  le  lieu  de  la  droile  d'intersection  de  deux 
plans  rectangulaires  menés  par  deux  droites  données, 
et  déterminer  les  sections  faites  par  des  plans  perpen- 
diculaires à  chacune  de  ces  droites. 

Si  l'on   prend  1  une   des   droites  pour   axe  des   .r,   la 


(  ..;^  ) 

perpendiculaire  comiuiinc  aux  deux  droiles  pour  axe 
des  )  ,  et  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  au  plan  .ly 
menée  par  le  point  de  rencontre  de  l'axe  des  x,  avec  la 
perpendiculaire  commune,  on  lrouv(;  aisément  (jue  le 
lieu  est  représenté  par  l'écpiation 

y^  -h  z-  —  nixz  —  ay  =  o, 

a  désignant  la  longueur  de  la  perpendiculaire  commune, 
et  /«le  coefficient  angulairedela  projection  de  la  seconde 
droite  sur  le  plan  zx. 

Pour  obtenir  les  sections  perpendiculaires  à  la  pre- 
mière droite,  il  suffît  de  faire  dans  l'équation  du  lieu 
a:  =  K,  et  l'on  trouve  immédiatement  que  ces  sections 
sont  des  cercles,  puisqu'ils  se  projettent  en  vraie  gran- 
deur sur  le  plan  zy. 

Un  plan  perpendiculaire  à  la  seconde  droite,  mené  par 
l'origine,  a  pour  équation 


Il  passe  par  l'axe  des  r.  Pour  avoir  l'équation  de  la 
section  faite  par  ce  plan,  il  suffit  donc  d'appliquei-  les 
formules  (5).  Elles  deviennent  ici 

ni  y'  ,  y' 

-  -  -^  y  =  x',        -  -      •' 


y/l  4-  m-'  "  y/ 


Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface, 

on  trouve; 

y''  ni-y'- 

a-2-4 •^- -^ ^ — -  _  rt.y'—  o 

I  -+-  m'^        I  ^-  ni- 

ou  bien 

x'^-^  y'-—  ax'  =  o, 

é<[iiatioi)  d'un  cercle. 

Il  en  résulte  que  tous  les  plans  menés  perpendiculai- 
rement à  l'une  ou  à  l'autre  des  droites  données  sont  dt:5 
plans  cyclitpies. 


(     2'24 


SIR  LA  HAUCHE  Dl  CAVALIER; 

Par  m.  Fritz  HOFMANN. 


Théorè:\ie.  —  Dans  un  échiquier  de  n-  cases  (  // 
nombre  impair  =  2 m  -h  i),  comme  par  exemple  dans 
un  échifjuier  de  495^1  cases,  la  marche  du  cavalier  ne 
peut  pas  être  fermée  ;  c'est-à-dire  que  le  cavalier  ne  peut 
pas  reveidr  à  son  point  de  départ  après  avoir  touché 
une  fois  toutes  les  cases  de  V  échiquier . 

Démonstration.  —  On  peut  luciier  par  un  c(!ntre 
(l'origine  O  {  fig-  1)  clés  droites  parallèles  à   tout  inou- 


I-is. 


-2  +  /-Jf 


veinent  du  cavalier.  Il  y  a  huit  espèces  de  ces  droites, 
didërenles  en  direction,  qui  aboutissent  toutes  aux 
points  qui  ont  pour  coordonnées  ±  i  =b  2  \J —  1  ou 
dz  2  ±  ^  —  I ,  en  donnant  au  plan  de  la  figure  la  signi- 
fication du  plan  des  nombres  léels  et  imaginaires. 

Quand  le  cavalier  décrit   une  courbe  quelconque  sur 


l'écliiquior  pour  alleiiulre  un  point  ^tl,  on  auia  les  coor- 
données du  pi^iul  ,tl  en  forniaul  la  soni/uc  des  droites 
qu'on  a  menées  sueeessivement  parallèles  à  ses  mouve- 
ments par  le  point  O,  après  avoir  supeiposé  \ajig.  i 
sur  l'échiquier,  de  sorte  que  le  point  de  départ  du  cava- 
lier  ait   les    cordonnées  0,0  y — i  de  l'origine  O. 

Quand  la  courbe  décrite  par  le  cavalier  est /e/v/z^'e 
(Jig.  2),  on  conclura  que  la  somme  des  droites  par  O 
qui  représentent  ses  mouvements  est  égale  à  o  ■+-  o\  —  1 . 

Fis.  2. 


V 

1 
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i   -^ 
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Or  supposons  que  le  cavalier  revienne  à  sa  case  primi- 
tive après  avoir  touclié  toutes  les  cases  (après  avoir  fait 
2m  H- I  mouvements).  On  donnera  aux  huit  points 
dz  i±  2  \  —  1,  ±2±  ^  —  I  de  la  ligure  des  indices 
qui  nous  signalent  le  nombre  de  fois  qu'un  niouvement 
dans  une  certaine  direction  a  été  exécuté  : 
a.  b.  c,  (l.  e.  f.  .^.  h. 
jNous  aurions  d'abord 

(I)  a  —  b-^c^d-^e  -^/-i-  g  -{-  h  =  nombre  impair. 
En  même  temps  {Jig-  f  ) 

(II)  a -^  ib  ^' ic -^  d  —  e    — 2/ — -i g —  A   =0. 

(III)  2  a-!-  b   —  c  —  d  —  ie  —   f  -^  g  -i-  2  /ï  =  o  ; 
Ann.  de  Mnthémnt.,  3'  série,  t.  V.  (!\Iai  iSSG.)  I.j 


(  ..6  ) 
en  égalant  à  zéro  les  deux  parties,  réelle  et  imaginaire, 
de  la  somme  des  di'oites  menées  par  O. 

Mais  on  peut  démontrer  que  les  deux  équations  (II) 
et  (III)  ne  sauraient  coexister  avec  (I). 

Car  on  tire  de  (il),  après  avoir  supprimé 

2(b-T-C—f—g), 

n  ^-  d  —  (  e  -+-  /^  )  =  nombre  pair  ; 
de  même 

h  ^  g  —  (c  -f-_/  I  =  nombre  pair, 

après  avoir  supprimé 

lia  —  fl  —  c  -^  h) 


e  -^  h  ^=  nombre  pair 
c -^  f  =  nombre  pair; 


dans  (III). 

Il  s'ensuit  que 

a  -{-  cl 

et 

b-^g 

a  -^  b  ^  c  -^  d^r-  e  ~f  -^  g  ^  h  =  nombre  pair. 

Donc,  toutes  les  fois  que   la  marche  du   cavalier  est 
fermée,  le  nombre  de  ses  mouvements  a  été  pair. 

c.   Q.   F.    D. 


APPLICVTIO\S  DES  FORMLLES  GÉNÉRALES  Qll  DOWEXT  L\ 
SOLlTiaN  COMPLÈTE,  M  NO^IBRES  EXTIERS,  DE  L'ÉQllA 
TIO\  IIOMOGÈXE  DU  SECOXD  DEORÉ  (;0\TE\AXT  lJi\  NOMBRE 
OIELCOXOIE  D'IXCOWLES  C); 

Pau  m.  DESBOVES. 


Si  l'on  représente  par  F(X,  Y,  Z,  U,  . . .  )  =  o  l'équa- 
tion proposée,  que  l'on  désigne  par  (j:,j>',  z,  ti,  . .  .)  uue 

C)    Voir  rarticle  publié,  o' série,  t.  III:  i88'). 


sululioii  (juelconque  de  celle  c'jjualion,  puis  ijik,'  l'on 
pose 

X  =  F(r,  p.  r/,  A-,  .  ..). 

r/\  r/N  rf\  d\ 

dr  dp  ^         dq  ds  ' 

on  a.  comme  il  a  été  démontré,  la  solution  complète,  en 
nombres  entiers,  de  l'équation  proposc'c,  par  l(\s  for- 
mules 

X  =iM/-  —^x, 

Y  =  Mp  -  Ny, 
(i)  \  Z  =M(j  —^z. 


On  peut  d'ailleurs  simplifier  ces  formules,  sans  les 
rendre  moins  générales,  eu  faisant  nulle  Tune  des  va- 
riables /',  /?,  </,  \,  . . .  ,  /■  par  exemple,  dans  M,  N  et  les 
formules  (i).  Si  Ton  désigne  par  M,,  N,  ce  que  de- 
viennent M,  iS  quand  on  y  fait  /'  =  o,  on  aura  les  nou- 
velles formules 

X=  — \i^, 

Y  =  Mip  -  N,j, 
(2^  ;  Z  =  Mi^  —  N,^, 

L  =  Mj.s  —  X,;/. 


Des  valeurs  de  /?,  </,  ,v,  ..  .,  qui  correspondent  à  une 
solution  connue  (X,  Y,  Z,  U,  .  .  .),  peuvent  d'ailleurs 
s'obtenir  par  les  formules 

p  =  xY  —y\. 

,o  ,  q  =  xZ  —  z\. 

(3)  {   ^ 


Problî:me  I.  —  Etant  donnra  l'tujuatioii 
(4)  \^—b\''--^dW=zZ^. 


(  '^-8  ) 
troiwer  des  formules  c/ui  en  donnent  la  solution  com- 
plète en  nom,bres  entiers. 

On  a  dans  ce  cas 

(5)  n^=  hp^-—cf-,         Mi=  dpx  +  ihpy —  iqz. 

Or  l'équation  (4)  est  évidemment  satisfaite  en  prenant 
jr  =  i ,  j'  =  o,  s  =  —  I .  On  a  donc 

M,=  dp  +  iq, 

et  alors  les  formules  (2)  donnent 

/  X  =  «72—  hp'^, 
(d)  )Y  =  dp^^^pq, 

[  Z  =  <jr2  _j_  f,p2  _j_  dpq  _ 

Ces  formules,  à  la  notation  près,  sont  identiques  aux 
formules  (5)  et   (7)  du  Mémoire  sur  la   résolution  de 

l'équation 

aX'"  ^  6 Y'"  =  cZ"  (  '). 

Seulement,  dans  le  INIémoire  cité,  on  n'avait  pas  démon- 
tré cjue  les  formules  (5)  et  (7)  donnaient  la  solution 
complète,  en  nombres  entiers,  de  l'équation  (4).  C'est 
du  reste  ce  qu'on  aurait  vu  directement  en  prenant 
/,  =  X  +  Z,  ^^Y. 

Remarque.  —  On  satisfait  encore  à  l'écpiation  (4)  on 
prenant  x  =  Z»,  j'  =  —  d.,  z  =  h.  Alors  on  obtient  les 
formules  suivantes,  un  peu  moins  snnples  que  les  for- 
mules (6), 

/  X=(q-^-bp-^)b, 

(7)  I   Y=  dq'--i-2bpq, 

(  Z  =  {q^^hp^-\-dpq)b. 

Problè:me  II.  —  Trouver   la  solution  complète,   en 

(')  Nouvelles  Annales.  1'  série,  t.XVlII;  1879. 


(  -'-9  ) 
nonibies  enlicrs,  de  l'é(/ nation 

(S)  \^'-^\^=  c/J, 

lorsque  c  est  égal  à  i  ou  à  la  somme  des  carrés  de  deux 
nombres  entiers  m  et  n  (^^). 

On  a 

Si  l'on  suppose  d'abord  f  =  i ,  ou  peut  prendre  x  =  i , 
j  =  o.  z  =  —  15  alors  on  a 

N,=/)2_^2,  M,  =   2*7, 

elles  formules  générales  donnent 

X=p^—q'-,  \  =  '2pq,  Z=p^--^g\ 

Remarque.  —  Si  c  était  égal  à  un  carré  m-,  on  rem- 
placerait cZ-  par  (mTL)-^  et  l'on  serait  ramené  au  cas 
précédent. 

Supposons    maintenant    que    l'on    ait    c  ::=  m- -f- /i-, 

alors  on  prendra  x  ^=^  J?i,  y  =  n,  z  =  i  et,  par  suite,  on 

aura 

Mj  =  2.pn  —  icq . 

Eu  employant  les  formules  générales,  on  a  donc 


/  X  =  (cq-  —  p-  ^'fi, 

\   Y  =  p'-n  —  'icpq  -4-  cnq-. 


(gj  {   \  ^=  p-ii  —  •icpq -^  cnq- 

\  Z  =   /)2    — mpq  -^  cq- . 

Remarque.  —  Pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de 
X,  \,  Z,  en  grandeur  et  en  signe,  on  devra  mettre  les 
signes  -h  et  —  devant  les  seconds  membres  des  for- 
mules   précédentes.    11    en    est   de  même  pour  les  for- 


(')  D'après  un    théorème    de    Legendre,  les    deux    cas   con5idérë<i 
sont  les  seuls  dans  lesquels  l'équation  (8)  peut  être  résolue. 


(  -3o  ) 
mules  (6).    Seulement   alors   il  faut   prendre   ensemble 
les  deux  sigzies  -+-  ou  les  deux  signes  —  devant  les  se- 
conds membres  des  deux  premières  formules. 
Soit,  comme  exemple  numérique,  l'équation 

(10)  X2^  Y2=:loZ2. 

Le  nombre  lo  étant  égal  à  3-  H-  i-,  on  a  une  première 
solution  (3,  I,  i).  Alors  les  formules  (9)  deviennent 

X  =  3(107'-  —  />■-), 

V  =  p- —  lopq  -f-  \oq-, 

Z  =/»'^ —   xpq   -^  iq- . 

Faisons-y,  par  exemple,  yy  =  i ,  q  —  1 ,  on  obtient  la 
solution  (27,  3i ,  i3).  Si  l'on  avait  fait /j  ^  i ,  ^y  =  1 , 
on  aurait  letrouvé  la  solution  initiale  (3,  1 ,  1). 

Problème  111.  —  Trouver  la  solution  complète  de 
V  éijualion 

(11)  aX2^6Y2+f/XY  =  cZ2, 
lorsqu  on  a 

(12)  c^=a-^b^d. 

Il  suffît  de  faire  x  =  j'  =  3  =  i  et  de  changer  c  en 

—  c  dans   les   formules  (3)  de  l'article  déjà  cité.  On  a 

ainsi 

/  X  =—bp^-\-cq''-, 

(i3)  \  \  =  ib  -h  d)p-^  cq- — i.<'pq, 

\  Z= — bp- — cq--^  ( cl  -^  ib)pq. 

La  remarque  relative  aux  signes  des  seconds  membres 
qui  a  été  faite  à  la  suite  du  problème  précédent  est  en- 
core ici  applicable. 

On  peut  remplacer  les  formules  (i3)  par  des  for- 
mules c[ui  s'en  déduisent,  en  y  changeant  p  en  — cp. 
La  généralité  des  formules  n'en  est  pas  d'ailleurs  dimi- 


(  ^^-3i  ) 
mice,  puiscjuc  si,  dans  les  nouvelles  lonnules,  on  rcni- 
[)la(.:e  y  par  — c//,  on  a  les  mêmes  valeurs  dt;  X,  Y,  Z, 
abstraction  i'aite  des  facteurs  communs,  qu'en  prenant 
/;  et  q  dans  les  formules  (i3).  Les  nouvelles  formules 
nous  seront  très  utiles  dans  la  résolution  des  équations 
biquadraiiques. 

On  a  d'abord,  en  divisant  par  c  les  seconds  membres 
des  équations  (i3),  après  y  avoir  changé  p  en  — cp^ 

\  =  q- —  bcp'-. 

\  =  (6  -f-  d)cp'^-\-  q'--r-  'icpq, 

Z  =  —  bcp-  —  gr-  —  ( a 6  -1-  d)pq  ; 

puis,  si  l'on  complète  les  carrés  de  q  +  cp  et  </  -f-  hp  et 
qu  on  remplace  b  -h  d  —  f,  e —  b  respectivement  par 
—  a,  a  +  d^  il  vient,  en  tenant  compte  des  signes, 

\  Z  =±[{q -^bpy--^  b{a-^  d)p--^  dpq], 

les  signes  supérieurs  étant  pi-is  ensend>le  ainsi  que  les 
signes  inférieurs  dans  les  deux  premières  formules. 

Problème  IV.  —  Trouver  la  solulion  complète,    en 
nombres  entiers,  de  V équation 

05)  X2-f-  Y2-fZ^=  U2  (I). 

On  obtient 

Ni  =/>-+  q-—  S-.  AI]  =  'ipy  —  îq  :;  —  2su, 

et  si  l'on  prend  a-  — .  a,  j)  =-2,  c  =  i ,  »  =  3,  on  a 
Ml  =  2(->./>  -^  q  —  3s). 


(')  Voir  les  Nouvelles  Annales,  p.  m  el  021  ;   iS-i'^. 


(  -'^^  ) 

Les  formules  (2)  donnent  alors 

X  =  _2(/j2-t-5r2_52)^ 

Y  =  1  p (■?. p  -\-  q  —  35)  —  i( p>--^-  q- —  S-), 
Z  =  -iq^ip  -\-  q — 35)—  (/>2  -\-  (ji^  s- ), 
U  =  25  {ip  -h  q  —  3s)  —  3{p--r-  q- —  s-). 

Si  maintenant  on  effectue  les  calculs  indiqués,  on  voit 
qu'on  a  la  solution  complète  du  problème  proposé  au 
moyen  de  l'identité 

/   [■2(p'--hq^-—s-^)y--^  l^lip  —  sy^—q'^-^piq  —  5)]}2 

(16)  j  ^[{g—s)-  —  p-^-i-^q(p  —  s)]i 

'        =  I  3[(7^  —  s)^—q^]  -+-  -isip  ~q)  |2. 
On  a  d'ailleurs  par  les  formules  (3) 

(17)  y?  =  2(Y  — X),         q  =iZ  —  \,         s=LJ  — 3X, 

(X,  Y,  Z,  U)  représentant  une  solution  donnée  dans  la- 
quelle X,  Y,  Z,  U  ont  les  signes  =ii.  Veut-on,  par 
exemple,  retrouver  la  solution  initiale  (2,2,1,3),  on  ne 
prendra  pas  tous  les  nombres  2,  2,  i,  3  avec  le  signe +, 
car  on  trouverait  la  solution  illusoire  (o,  o,  o,  o).  Mais, 
si  l'on  prend  X:;=  —  2,Y=2,Z  =  i,U=3,  on  repro- 
duira la  solution  donnée  en  faisant  ^=2,  y  =  1,  5=3. 
Soit  maintenant  la  solution  (2,  3,  6,  '^),  on  aura 

jo=:l,      q  —  5,      4  =  4      *3u      y>  —  5,      q  = -,      s  =  10,      .... 

On  trouvera  d'une  manière  semblable  les  valeurs  de 
/?,  q,  s  correspondant  aux  solutions  (23,  i4>  2,  27), 
(53,  34,  2,  63),  (36,  200,  27,  2o5),  ...,  auxquelles 
M.  Catalan  est  arrivé  de  différentes  manières. 

Généralisation.  —  On  peut  se  proposer  plus  généra- 
lement de  trouver  toutes  les  solutions  de  l'équation 

X2^  Y2-|-Z2  +  ...=  (X2+   ri-2+  v2_^..  JU2. 


(  -^s»  ) 

le  iiomJ)rc  des  iiiconnues  dans  le  premier  membre  étant 
quelconque  et  a,  [i,  y,  .  .  .  étant  di;s  nombres  entiers 
donnés  en  même  nombre  que  ces  inconnues.  On  par- 
tira alors  de  la  solution  initiale  (a,  P,  y,  .  ..,  i)  et  l'on 
appliquera  les  formules  (2).  ^ 


SUR  LES  COIRBES  DANS  LESQUELLES  LA  PROJECTION  DU 
RAYO\  DE  COURBURE  SUR  LE  RAYON  VECTEUR  EST  AVEC 
LUI  DANS  UN  RAPPORT  CONSTANT; 

Par  m.  m.  du  CHATENET. 


Soit  ut  le  rapport  constant  du  rayon  vecteur  /•  pas- 
sant par  un  point  fixe  à  la  projection  du  rayon  de  cour- 
bui-e  p  sur  le  même  rayon  vecteur.  L'angle  B  de  la  nor- 
male avec  le  rayon  vecteur  sera  l'angle  de  projection  et 
la  propriété  caractéristique  des  courbes  que  nous  exa- 
minons sera  exprimée  par  la  relation 

r  =  mo  cosO. 

Or  on  a,  en  coordonnées  polaires, 


En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente, 
nous  aurons  l'équation  dilîérentielle  des  courbes  jouis- 
sant de  la  propriété  indiquée 

cl-^r       ,  ,  (dry-       ,  ,    , 


(     2^4    ) 

Celte  équaliou  peiiL  s'écrire  couime  il  suit  : 

(2)  .    IdrX-       -^»-'  =  "- 

Le  numérateur  de  la  fiaction  n'étant  autre  chose  que 
Ja  dérivée  — r- '  i  intégration  donnera 

/o  i    dr        , 

(3j  arc  tang  -  -j—  -^^(/?? — i)coz=o 

/■  «co 

en   supprimant  la  constante,  ce  qui,  dans  le  cas  actuel, 

ne  nuit  pas  à  la  généralité  de  la  question  :  il  suffira  en 

ed'et  de  donner  à  l'axe  polaire  une  direction  convenable. 

Ou  aura  donc 

I    dr 

-  — , '-  lang(  m  —  i  )oj  =  o. 

/•  d^M 

Cette  équation  est  facile  à  intégrer  et  donne 

(4)  /•'«-•  =  «'«-1  COS(/?i l)OJ. 

C'est  l'équation  générale  des  courbes  dont  nous  avons 
parlé. 

D'après  (3\  ou  voit  que  l'angle  B  de  la  normale  avec 
le  rayon  vecteur  est  égal,  eu  valeur  absolue,  km  —  i  fois 
l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  une  direction  détermi- 
née. On  en  déduit  immédiatement  que  la  normale  à  la 
courbe  et  le  rayon  vecteur  font  avec  cette  même  direc- 
tion des  angles  qui  sont  entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant égal  à  m. 

Le  rayon  de  courbure  aura  pour  expression 

>• 

m  cos(m  —  i)  w  ' 


(  --35  ) 
vn  lemplacuiiL  o>  par  sa  valeur  tirée  de  (4),  nous  aurons 

11  est  une  solution  de  la  question  qui  n'est  pas  eon te- 
nue dans  la  formule  générale  (4)-  L'équation  (a)  sera 
en  elï'et  vérifiée  si  l'on  a  en  niènie  temps 


T  >•       '  •  1  I    dr  ,.     ,     ,, 

L  intégration    donne  -  -r-  =  n  •.    clou   Ion    voit  (lue 
^  /•  dio  '  1 

l'angle  de  la  tangente  avee  le  rayon  vecteur  sera  con- 
stant. Une  seconde  intégration  donnera 

/•  =  ae"fK 

équation  qui  représente  la  spirale  logarithmique.  Ou 
connaît  les  deux  propriétés  caractéristiques  de  cette 
courbe  :  l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur  est 
constant  et  le  rayon  vecteur  est  égal  ta  la  projection  du 
rayon  de  courbure  sur  lui. 

Nous  pouvons  de  la  formule  générale  (4)  tirer  quel- 
ques applications  particulières  en  donnant  dillérentes 
valeurs  à  m. 

i"  ni=  2.  —  Dans  ce  cas  ré([uatiou  (4)  donne 

/•  =  a  cosoj. 

La  courbe  est  alors  un  cercle  et  les  propriétés  des 
angles  et  du  rayon  vecteur  sont  évidentes  par  elles- 
mêmes. 

2*'  m  =  3.  —  La  courbe  qui  correspond  à  ce  cas  a  pour 
équation 

C'est  la  lemniscate  de  Bernoulli. 


(  ^^36  ) 

Pour  construire  la  normale  en  un  point  de  la  leinnis- 
cate,  on  tracera  le  rayon  vecteur  du  centre  de  la  courbe 
et  l'on  mènera  une  di'oite  faisant  avec  lui  un  angle 
double  de  celui  qu'il  fait  avec  l'axe. 

Le  rayon  de  courbure  sera  égal  au  tiers  du  segment  de 
normale  compris  entre  la  courbe  et  la  perpendiculaire 

élevée  du  centre  sur  le  ravon  vecteur.  Il  sera  égal  à  —  ? 

•'  "  3/- 

c'est-à-dire  inversement  proportionnel  au  rayon  vecteur. 
3°  m  =  ^-  —  La  courbe  correspondante  a  pour  équa- 
tion 

■2  a 


C  est  une  parabole  rapportée  «à  son  foyer  et  à  son  axe. 

La  normale  à  la  parabole  fait  avec  le  rayon  vecteur 
du  foyer  un  angle  égal  à  la  moitié  de  celui  du  rayon 
vecteur  et  de  l'axe. 

Le  rayon  de  courbure  est  égal  au  double  du  segment 
de  normale  compris  entre  la  courbe  et  la  perpendicu- 
laire élevée  du  foyer  sur  le  rayon  vecteur.   Il  a    pour 

expressioji  t  / 

4°  '"  =^  I-  —  La  courbe  fournie  par  cette  valeur 
de  m  a  pour  équation 

r  =  -  (i  +  costo). 

2 

C'est  une  épicycloïde  engendrée  par  un  cercle  de  dia- 

a 
mètre  -  • 

2 

La  normale  à  répicycloïde  s'obtiendia  en  faisant  avec 
le  rayon  vecteur  du  point  de  rebroussement  un  angle 
égal  à  la  moitié  de  celui  du  rayon  vecteur  et  de  la  droite 
joignant  le  point  de  rebroussement  au  sommet  de  la 
courbe. 


(  -'^7  ) 

Lo  rayon  de  rourhurc  osL  égal  à  nue  fuis  et  demie!  le 
segment  de  normale  compris  entre  la  courbe  et  la  per- 
pendiculaire élevée  au  point  de  rebroussement  sur  le 
rayon  vecteur.  Il  aura  pour  expression  |  \]ar. 

5°  7«  =  —  I.  —  La  courbe  qui  corrt'spond  à  ce  cas  a 
pour  équation 

a  „        „        „ 

-  ou  x^  —  y-^a-. 


\/cos2  w 

C'est  une  byperbole  équilatère  rapportée  à  ses  axes. 

Dans  l'byperbole  équilatère,  la  normale  fait  avec  le 
rayon  vecteur  du  centre  un  angle  égal  au  double  de 
celui  qu'il  fait  avec  l'axe. 

Le  rayon  de  courbure  est  égal  au  segment  de  normale 
compris  entre  la  courbe  et  la  perpendiculaire  élevée  au 

centre  sur  le  ravon  vecteur.  Il  sera  égal  à  --• 


SLR  LES  CEHRES  DE  COIRBIRE  DE  L'ELLIPSE 
ET  DE  LA  PARABOLE; 

Par  m.  René  GODEFROY, 
Élève   de    l'École    Polytechnique. 


Centre  de  courhure  de  l'ellipse.  —  Soit  une  ellipse 
de  centre  O,  de  demi-axes  a  et  b.  La  solution  repose 
sur  ce  fait  que  la  normale  en  un  point  ]N  de  l'ellipse 
rencontre  le  rayon  correspondant  OM  du  cercle  circon- 
scrit à  l'ellipse  en  un  point  P  appartenant  au  cercle  con- 
centrique à  l'ellipse  et  de  rayon  a  +  h.  îMenons  une 
normale  voisine  de  celle-ci  à  laquelle  correspondent  les 


(  -^^38  ) 
points  jN',  M',  P'.  Elle  coupe  la  première  au  point  U.  Les 
droites  N]\',  PP'  se  coupent  au  point  T. 

Soient  R  le  rayon  de  courbure  eu  A,  d  le  diamètre 
conjugué  de  ON,  NA  ;=  h  sa  distance  au  point  N. 


Le   triangle  PNT,  coupé  par  la  normale  P']\',  donne 

lieu  à  la  relation 

NR  _  IW  TF 
PR  ~  PF  TN^* 

Quand   P'R  viendra  en  coïncidence  avec  PR,  on  aura 

NN'       ..      N\'       ,.     MM'       d  a  ri 


lim 


PP' 
TP' 


,.      N\'       ,.     MM'       d 
^"^MÂr^^^"^PP'  =  â^ 


TP 


PO 


'"^TN  =  PA 


a  —  h 


""'TN'- 

carP.N  =  d. 

\  R  W 

Remplaçons  dans  la  première  relation  ^-7-  par  ~, rz-, 

'■      '  ^  In  ^        a  —  R 

et  le  deuxième  membre  par  les   valeurs  trouvées    :  il 

vient 

R  d 


d  -i-R       d  ^  n 

d^ 
h  ' 


R 


c'est  la  formule  connue  de  Dupin. 


(  ^'^9  ) 

On  peut  opc-rer  un  peu  diiïereniuienl  au  nioven  d'un 
artifice  que  nous  utilis<;rons  encore. 

Les  diamètres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 
INRjN',  PRjN'  sont  entre  eux  comme  les  bases  ]NjN',  PP' 
de  ces  triangles.  Le  premier  a  pour  limite  le  rayon  de 
couibure  en  N,  le  second  le  diamètre  du  cercle  passant 
au  centre  de  coui'bure  et  tangent  en  P  au  cercle  a  -h  h, 

,          ,                     1         (a-^b)(R-^d) 
lequel  a  pour  valeur  7~:~] 

On  a  donc 

R  d 


ou 


(a 

-^b){R-r-d)          a-^b 

d-^h 

R                 d 

d^\\~  d-^h^ 

«=^f- 

On  peut  passer  de  cette  formule  à  une  constru(;ticn 

FijJ.    2. 

IV 


géométrique  connue,  ou  l'établir   au  moyen    de    celte 
construction. 

Soient  P,  Q  les  points  d'intersection  de  lanormale 
en  N  avec  les  axes  :  d  étant  le  demi-diamètre  perpendi- 
culaire, on  a 

^P.XQ  =  d\ 


(     240    ) 

On  voit  de  siilr.e  sur  la  ligure  que 

NP  _  6  i\Q  _  a 

d        a  d         b 

d'où 

Menons  par  P  une  perpendiculaire  à  NPQ  jusqu'en  NO 
et  du  point  de  rencontre  une  perpendiculaire  au  grand 
axe  jusqu'en  R  sur  jNPQ,  on  a 


R 


f/2 

~Ti 


l\P  NR 


^A       "       NQ 

ce  qui  justifie  la  construction. 

Les  solutibns  précédentes,  en  raison  même  de  la  pro- 
priété dont  elles  dérivent,  ne  sont  pas  applicables  aux 
deux  autres  sections  coniques. 

L'usage  du  principe  que  nous  venons  d'indiquer  donne 
facilement  le  centre  de  courbure  de  la  parabole. 

Centre  de  courbure  de  la  parabole.  —  Soient  N,  JN' 
deux  points  de  la  courbe.  Les  normales  en  ces  points  se 

Fig.  3. 


rencontrent  en  R  et  coupent  l'axe  aux  points  P,  P'.  Soient 
|{  le  rayon  de  courbure  en  N,  a  l'angle  de  la  tangente 
avec  l'axe 5  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  RPP'. 


(  M.  ) 

RjNjN'   ont    rospc'clivrmcnl  pour  diainèUcs.  ;'i  la  limite, 

f{ N 

— ~  el  l\.  Les  bases  sont,  pour  le  premier  lrian"le,  la 

cosa  "^  ^  ^     ^ 

dillérence  des  rayons  vecteurs  des  points  ^  et  ^i';  pour 

le  second,  celle  diliérence  divisée  par  cosa  :  leur  rapport 

est  cosa.  On  a  donc 

— =  cosa.  li  =  -7 . 

K  cos  a  sin-a 

expression  connue  d'où  se  déduit  immédiatement  la 
construction  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  par 
l'intersection  de  la  normale  et  de  la  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  menée  au  point  symétrique  du  point  de 
la  courbe  par  rapport  au  foyer. 

Autre  méthode  pour  L'ellipse.  —  Les  normales  jNR, 
N'R  en  deux  points  voisins  JN,  IN'  sont  bissectrices  des 
angles  FÎNF',  FN'F'  des  rayons  vecteurs.  On  a,  par 
suite,  la  relation 


donc 


1    x-r.-v-'       angleNFX'        aneleNF'N' 
angleNRA  =  — -^ '- 


,.      >F\'        ,.     NF'N' 

lim  \  H  \  2  9, 


NN'  iNN'  N.N' 

Le  premier  membre  est  l'inverse  du  rayon  de  cour- 
bure !NR.  Les  deux  rapports  du  deuxième  membre  sont 
les  diamètres  des  cercles  tangents  en  jN  à  la  conique  et 
passant  par  les  symétriques  de  JN  par  rapport  aux 
foyers  F  el  F';  les  rayons  de  ces  cercles  sont  les  seg- 
ments NP,  jNQ  que  les  perpendiculaires  sur  les  rayons 
vecteurs,  menées  aux  foyers,  déterminent  sur  la  normale. 

On  a  donc 

2       _        I  I 

VR  ~  XP  "^  NQ ' 

Aiin.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  V.  (Mai   i886.)  l6 


(  ^^4->.  ) 

ce  qui  luoiilre  que  le  centre  de   courbure  est  conjugué 
liaiMnonique  du   point  de  la  courbe    par    rapport    aux 


Fig.  4- 


N    N' 


points  P  et  Q  et,  par  suite,  que  le  ra^'on  de  courbure  est 
la  moyenne  barmonique  des  segments  NP,  JNQ  de  la  nor- 
male. 

On  voit  avec  quelle  facilité  nous  sommes  arrivés  à  ce 
résultat  remarquable,  auquel  conduit  aussi  presque  im- 
médiatement la  métbode  des  variations  angulaires  de 
M.  Mannbeim  [Nouvelles  Annales,  t.  X^  1  et  XVIII). 
Le  principe  dont  nous  venons  de  faire  usage  avait  été 
appliqué  déjà  à  la  même  question  (Salmon,  Sections  co- 
niques, méthodes  infinitésimales),  mais  la  considération 
de  ces  cercles  finis  dépendant  d'éléments  infiniment  pe- 
tits donne  ici  à  la  solution  une  élégance  et  une  simpli- 
cité plus  grandes.  Le  procédé,  fondé  sur  le  fait  que  la 
normale  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs, 
convient  également  aux  deux  autres  sections  coniques, 
jouissant  de  la  même  propriété.  Pour  la  parabole  en 
particulier,  on  est  conduit  à  la  construction  citée  plus 
liant  à  propos  de  l'expression  du  rayon  de  courbure  de 
la  courbe.  Ce  procédé  purement  descriptif,  appliqué  di- 


(  ■>^43  ) 
lectcmeiu  à  la  parabole,  est  la  plus  simple  des  solutions 
de  la  question. 

Poneelet,  dans  ses  Applications  d' A nal}  se  et  de  Géo- 
métrie, arrive  directement  à  ce  résultat  que  le  rayon  de 
courbure  de  la  parabole  est  double  de  la  portion  de  nor- 
male comprise  entre  la  courbe  et  sa  directrice. 

On  passe  sans  peine  de  la  construction  donnée  précé- 
demment à  cette  dernière  ou  réciproquement. 

Supposons  le  centre  de  courbure  construit  de  la  pre- 
mière façon  :  soient  P  le  point  de  la  normale  sur  la  di- 
rectrice, jN'  le  symétrique  de  PV  par  rapport  au  foyer  F, 

Fig.  5. 


A  la  projection  de  ]N  sur  la  direclrice.  M  étant  le  point 
où  la  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  au  fover  ren- 
contre la  normale,  le  rajon  de  courbure  ]XR  =  2MN; 
mais  les  deux  triangles  rectangles  IV FM,  NAP  étant 
égaux,  il  s'ensuit  NM  =  PM;  donc 


IS'R  =  al'N. 


Le  raisonnement  inverse  donne  la  construction  la  plus 
connue  en  partant  de  celle  de  Poneelet. 

\  oici  une  autre  solution  également  très  rapide  i)our 
le  cas  de  la  parabole. 


(  '^44  ) 

K,u  rlfux  points  voisins  N,  N'  de  la  courbe,  les  nor- 
males se  coupent  en  R  et  les  tangentes  en  A;  ces  der- 
nières rencontrent  l'axe  en  M  et  en  M' 5  la  perpendicu- 
laire à  l'axe  en  M  rencontre  la  normale  au  point  P. 
Les   circonférences    circonscrites   aux   triangles    NRN', 


Fie.  6 


MAM'  ont  pour  diamètres  limites  le  rayon  de  courbure 
R  et  MP^  leurs  bases  sont,  pour  le  premier,  la  dilïerence 
des  rayons  vecteurs  de  N  et  ]N'  divisée  par  cos  a,  a  étant 
l'angle  de  la  tangente  en  N  avec  l'axe ^  pour  le  second, 
cette  différence  même  ^  on  a  donc 


d'où 


R 
MF 


cos  a 


PQ  étant  la  portion  de  normale  comprise  entre  l'axe  et 
sa  perpendiculaire  au  pied  de  la  tangente. 

On  passe  encore  sans  difficulté  de  ce  résultat  à  celui 
de  Poncelet. 

S  étant'le  point  où  la  normale  rencontre  la  directrice, 

on  a 

PS  +  NQ  =  NS, 

comme  se  projetant  sur  l'axe  suivant  une  longueur  égale 


(  ^45  ) 

au  rayon  vecteur  du  [)oint  ?s .  Ajoulanl  de  part  et  d'autre 

SJN,  il  vient 

PQ=  2S.\, 

ce  qui  moutre  la  concordance  des  résultats. 


COXCOLUS  GE\ER\L  DE  1881 


Malhèmal icjues  èltimeniaires . 

On  donne  un  cercle  O,  et  sur  ce  cercle  deux  points 
A,  A'.  On  considère  tous  les  couples  de  deux  cercles  C. 
C  tangents  entre  eux  et  tangents  au  cercle  O,  le  pre- 
mier en  A,  le  second  en  A'. 

1.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  des  cercles  C, 
C;  puis,  prenant  un  point  sur  ce  lieu,  reconnaître, 
d'après  la  position  de  ce  point  sur  le  lieu,  le  mode  de 
contact  des  cercles  C  et  C  qui  correspondent  à  ce  point, 
et  le  mode  de  contact  de  chacun  d'eux  avec  le  cercle  O. 

2.  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes 
communes  extérieures  aux  cercles  C  et  C  d'un  inème 
couple. 

3.  A  un  point  ^  du  lieu  précédent  correspondent  deux 
couples  de  cercles  C  et  C  Soit  M  le  point  de  contact  des 
cercles  de  l'un  de  ces  couples,  et  soit  !M'  le  point  de  con- 
tact des  cercles  de  l'autre  couple.  On  considère  le  tri- 
angle i\MM'. 

Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce 
triangle,  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit,  le  lieu 
du  point  de  concours  des  hauteurs.  \  érifier  que  tout  point 
commun  à  deux  de  ces   trois  lieux  appartient  à  l'autre. 

■4.   Soit  T\  le  rayon  du  cercle  O  et  9  l'ancrle  desravons 


(  -4(^  ) 

de  ce  cercle  terminés  en  A  et  A'.  Calcnler  les  rayons 
d'un  couple  de  cercles  C  et  C,  tels  que  le  rapport  de  la 
somme  des  aires  de  ces  cercles  à  l'aire  du  cercle  O  soit 
égal  à  un  nombre  donné  m.  Discuter  le  problème  dans 
le  cas  particulier  où  0  est  droit  et  reconnaître,  pour 
chaque  solution,  selon  la  valeur  de  m,  le  mode  de  con- 
tact des  cercles  C  et  C,  et  le  mode  de  contact  de  chacun 
d'eux  avec  le  cercle  O. 

Philosophie. 

Etant  donné  un  triangle  ABC  et  une  di'oite  L  non  si- 
tuée dans  le  plan  du  triangle,  on  joint  aux  points  B  et 
C  un  point  quelconque  D  de  la  droite  L,  de  façon  à  for- 
mer un  quadrilatère  DBAC,  dont  les  côtés  ne  sont  pas 
nécessairement  dans  un  même  plan. 

1.  Démontrer  que  le  quadrilatère,  qui  a  pour  som- 
mets les  points  luilieux  des  côtés  du  quadrilatère 
DBAC,  est  un  parallélogramme. 

2.  Etudier  les  variations  de  la  surface  de  ce  parallé- 
logramme, quand   le  point  D  se  déplace  sur  la  droite. 

3.  Trouver  la  position  que  le  point  D  doit  occuper  sur 
la  droite  L,  pour  que  le  parallélogramme  soit  un  losange 
ou  un  rectangle. 

4.  Examiner  si  ce  parallélogramme  peut  devenir  un 
carré. 

Seconde. 

1.  On  donne  les  rayons  /•  et  R  de  deux  cercles,  le 
premier  inscrit,  le  second  circonscrit  à  un  même  triangle 
isoscèle.  Trouver  la  distance  des  centres  des  deux  cercles, 
la  base  el  la  hauteur  du  Irianirle  isoscèle.    Discussion. 


(  "-47  ) 
!2.  Ou  donne  trois  droites  A,  B,  C  de  l'espace,  non 
parallèles  à  un  luème  plan;  on  demande  de  construire 
une  quatrième  droite  D,  qvii  coupe  les  trois  premières 
de  telle  sorte  que  les  segments  interceptés  sur  cette  droite 
par  les  droites  A,  B,  C  soient  égaux  entre  eux.  Dis- 
cussion. 


ÉCOLE  WVALE  (CO\COLRS  DE  188.)). 


ylritJwiédque. 

i.  Calculer  le  rayon  du  cercle  dont  la  surface  vaut 
un  hectare.  On  n'emploiera  que  les  deux  premières  déci- 
males du  nombre  t:,  et  l'on  ne  conservera  au  résultat  que 
les  chiffres  exacts. 

2.   Démontrer  que  trois  nombres  impairs  quelconques 

a,  è,  c  ont  le  même  plus  grand   commun  diviseur  que 

,              1        .                      1           ,     ,               a  -\-  b      a  -^  (•      h  ^  c 
leurs  demi-sommes  deux  a  deux  :   ,    ^   -• 

■1  2  2 

Al^ehre. 

On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC  dont  O  est  le 
centre  de  figure.  On  mène  AO,  BO,  CO,  et  l'on  pro- 
longe ces  trois  lignes  d'une  même  longueur 

0A'=  0B'=  OC'=r.r. 

On  joint  les  trois  points  A',  iy,C'  entre  euxet  aux  som- 
mets A,  B,  C  du  triangle  donné.  Désignant  par  R  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné,  et  par  V  le  vo- 
lume du  tétraèdre  qui  aurait  pour  base  le  triangle  équi- 
latéral A'B'C,  et  pour  faces  latérales  les  trois  triangles 
isoscèles  AB'C,  BC'A',  CA'B',  on  demande  : 


(  '^48  ) 

i"  Los  valeurs  de  x  pour  lesquelles  V  esL  équivalent 
aux  ^  du  cube  construit  sur  x,  V  =  f  ^■^-  Interpréter  la 
valeur  négative; 

2"  Les  valeurs  de  x  qui  rendent  V  maximum  ou  mi- 
nimum ; 

3"  L'étude  des  variations  de  V,  quand  x  varie  de  —  00 
à  -i-R. 

Trigonométrie. 

Dans  un  triangle  rectiligne  obliquangle  ABC,  on 
donne 

A  =  i34°42'48".         rt  =  i44"'7  756,         6  =  98'",  642; 

calculer  B,  C,  c.  Comme  vérification,  on  calculera  C  par 
la  formule 


■--.-V 


(  p  —  a){p  —  b) 
ab 


Géomélrie. 

\  .  Enoncer  les  théorèmes  qui  conduisent  à  la  mesure 
du  volume  engendré  par  un  polygone  plan  tournant  au- 
tour d'un  axe  situé  dans  son  plan. 

2.  Comment  passe-t-on  de  la  mesure  du  volume  en- 
gendré par  un  secteur  polygonal  régulier  à  la  mesure 
du  volume  du  secteur  sphérique? 

3.  Etant  données  deux  circonférences  O  et  O'  et  une 
direction  fîxeMN,  par  le  centre  de  simililudeS'de  ces  deux 
circonférences,  on  mène  une  sécante  quelconque  S' A' A 
et,  par  les  deux  points  homologues  A  et  A',  les  deux 
cordes  AB  et  A' B'  parallèles  à  INLX;  on  mène  AB'  et  BA' 
f|ui  se  coupent  en  C  : 

1°  Démontrer  (jue  si,  par  le  point  C,  on  mène  une 
parallèle  DE  à   !\IN,   le  lieu  des   points   D  et  E  est  une 


(  ■■'■%  ) 

circonférence.  En  déduire  que  le  lieu  du  poiiil  C  esL  le 

diamètre  de  cette  circonférence  perpendiculaire  à  MN. 

2"  Démontrer    plus    généralement    que,    si,    par    le 

point  P  qui  divise   AA'  dans  un  rapport  donné—'  on 

mène  une  parallèle  PQTiS  à  MN,  le  lieu  des  points  P 
et  S  est  une  circonférence.  En  déduire  que  le  lieu  des 
points  Q  et  R  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  le 
diamètre  de  cette  circonférence  perpendiculaire  à  MN. 

Qéoinétrie  descriptwe. 

On  donne  une  sphère  dont  le  centre  se  trouve  dans 
le  premier  dièdre  k  égale  distance  du  plan  horizontal  et 
du  plan   vertical   ojO=  toC  —  5o""",  et  dont  le  rayon 

Rr=  25'""'. 

On  demande  de  construire  les  projections  d'un  tronc 
de  pyramide  triangulaire  ABC  A'B'C  satisfaisant  aux 
conditions  suivantes  : 

i"  Les  plans  de  base  ABC,  A'B'C  sont  tangents  à  la 
sphère,  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  et  font  un  angle 
de  45"  avec  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal. 

a**  Les  arêtes  latérales  A  A',  BB',  CC  prolongées  passent 
par  le  point  to;  elles  sont  tangentes  à  la  sphère  et  font 
entre  elles  des  angles  égaux. 

On  placera  l'arête  AA'  dans  le  plan  de  profil  O'coO  et 
de  manière  à  faire  avec  le  plan  horizontal  le  plus  grand 
angle  possible. 

On  indiqueia  les  intersections  de  la  sphère  avec  les 
faces  du  tronc  de  pyramide. 


(    25o    ) 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE  (COXCOLRS  DE  I880). 


Ma  th  énia  l  iq  ne  s . 

1.  On  donne  un  angle  droit  XOY,  un  point  A  dont 
la  distance  à  OY  est  a  et  dont  la  distance  à  OX  est  h. 
Mener  par  ce  point  une  sécante  NAM,  telle  que  l'on  ait 

Discuter. 

2.  Quelles  valeurs  laut-il  donner  à  x  pour  que  la 
fonction 

^X'* 9.0  .7-2  -I-  I  R 

x^ —  Sx'-' -h  4 
ait  une  valeur  inférieure  à  3? 

Calcul  tvigonoinél rique . 

Calculer  les  angles  d'un  triangle  dont  on  donne  les 
trois  côtés  : 

a  —  3645,43, 

b  =  4i56,28, 
c  =  5o^y,5C). 

Géo  inél  rie  descrip  tive. 

On  donne  dans  le  premier  dièdre  un  point  A  dont  la 
cote  y.n'  est  19"""  et  dont  l'éloignement  y.a  est  22'",  et  un 
point  G  dont  la  cote  yg'  est  53'""',  dontl'éloignement y^ 
est  48""",  et  dont  la  distance  au  plan  de  profil  de  A  vers 
la  droite  est  aa'"'".  La  droite  AG  est  une  diagonale  du 
parallélépipède  rectangle  dont  une  face  est  horizontale. 


(  25i   ) 
une  autre  parallèle  au  pian   verlical.    Trouver  :  i"   les 
projections  du  parallélépipède^  2"  celles  de  lasphère  qui 
lui  est  circonscrite. 

l^ar  les  milieux  M,  JN ,  P  des  trois  arêtes  DU,  BC,  EF, 
ou  fait  passer  un  plan;  trouver  les  intersections  de  ce 
plan  avec  le  parallélépipède,  avec  la  sphère,  et  les  vraies 
grandeurs  de  ces  sections. 

Pour  la  mise  à  l'encre,  on  supprimera  la  portion  de  la 
sphère  située  au-dessus  du  plan  sécant,  et  la  portion  du 
parallélépipède  située  au-dessous. 


ECOLE  FORESTIERE  (CONCOURS  DE  I880 


Malhéniatiques. 

1.  Démontrer  le  théorème  qui  donne  l'expression  de 
la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  d'un  triangle  en  fonc- 
tion du  troisième  côté  et  de  la  médiane  correspondante. 
En  conclure  une  expression  de  la  somme 

Am'-hBM'-i-Cm', 

où  M  est  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  du 
triangle  ABC,  et  faire  voir  que,  dans  ce  plan,  le  lieu  des 
points  pour  lesquels  cette  somme  est  égale  à  une  con- 
stante donnée  est  un  cercle  K;  condition  de  possibilité. 
Si  l'on  fait  tourner  le  triangle  ABC  autour  d'une  pa- 
rallèle DE  au  côté  BC,  telle  que  la  distance  BD  soit 
égale  à  d^  le  volume  engendi'é  par  le  triangle  est  égal  à 
sa  surface  multipliée  par  la  circonférenccî  décrite  par  le 
centre  du  cercle  K. 

2.  Effectuer  la  division ;  trouver  la  loi  du  quo- 


(   :^5:>.    ) 
tient  et  eherclier,  par  les  règles  de  la  division,  à  quelle 
condition  le  quotient  prolongé  indéfiniment  représente 
la  fraction  proposée. 

3.  Un  partieulier  achète  pour  -oooo''^  d'obligations 
de  chemins  de  fer  rapportant  lô'""  d'intérêts*,  l'année 
suivante,  il  en  achète  d'autres  au  même  cours  pour  19  600''. 
Au  bout  de  deux  ans,  il  cède  toutes  ses  obligations  au 
prix  courant,  joint  à  leur  prix  les  intérêts  simples  qu'il 
eu  a  retirés,  plus  la  somme  de  laSo*^"",  et  achète  avec  le 
tout  des  obligations  rapportant  i5*'"  de  rente  au  cours 
de  aSo*"".  Il  se  fait  ainsi  6000''"  de  rente.  On  demande  le 
nombre  et  le  prix  des  premières  obligations. 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 

\ .  Résoudre  un  triangle  connaissant  le  côté  «,  l'angle 
opposé  A  et  la  hauteur  correspondante  h.  Discuter  le 
problème^  trouver  la  condition  de  possibilité,  et  la  vé- 
rifier en  construisant  le  triangle  géométriquement. 

2.   Etant  donnés  dans  un  triangle  les  côtés 

rt  = 'iSgnj'",  i5,         6  = -23 125'",  72,  c  =  1-344'")  29, 

calculer  les  angles  x\,  B,  C,  la  surface  S,  le  rayon  R  du 
cercle  circonscrit,  le  rayon  ;■  du  cercle  inscrit,  et  les 
rayons  /•,,  /"o,  r^  des  cercles  exinscrits. 


E^SEIGi\EME\T  SECO^DAIUE  DES  JEli\ES  FILLES. 


Certifica t  d  ^aptitude . 

Une   sphère,  de   rayon  R,  et  un  cône  dioit,  dont   le 
rayon  de  base  égale  R  et  la  hauteur  '.R,  sont  posés  sur 


(  ^>5;5  ) 

un  plan  P,  le  cùnc  rcposaul  sur  sa  bas(!.  On  coupe  les 
deux  solides  par  nu  plan  Q  parallèle  au  plan  P  et  situé  à 
une  distance  JC  du  plan  P  :  i"  délerniiuer  x  de  façon 
que  les  sections  faites  par  le  plan  Q  dans  les  deux  so- 
lides aient  la  même  surface 5  2"  déterminer  x  de  façon 
que  le  volume  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  plans 
P  et  Q  soit  égal  à  /i  lois  le  volume  du  segment  sphé- 
rique  compris  entre  ces  mêmes  plans.  Pour  quelles  va- 
leurs de  71  le  problème  est-il  possible  P 


Agrégation. 

i"  Mesure  du  parallélépipède  , 

2"  D'un  point  P  pris  sur  le  prolongement  du  dia- 
mètre AB  d'une  demi-circonférence  de  rayon  R,  on  lui 
mène  une  tangente  PC  et  l'on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  droite  ABP.  La  droite  PC  engendre  l'aire  latérale 
d'un  cône  et  l'arc  BC  engendre  une  zone.  On  demande 
à  quelle  distance  de  O  il  faut  prendre  le  point  P  pour 
Cjue  le  rapport  de  l'aire  latérale  du  cône  à  l'aire  delà 
zone  soit  égal  à  un  nombre  donné  m.  Le  problème  est-il 
toujours  possible,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée 
à  nii' 


CONCOLIIS  GEXERAL  DE  I880. 


Mathématiq lies  spéciales. 

Etant  donné  un  liyperboloïde  à  une  nappe,  on  consi- 
dère toutes  les  cordes  de  cette  surface  qui  sont  vues  de 
centre  sous  un  angle  droit,  et  l'on  demande  : 

i"  L'équation  du  cône  lieu  géométrique  des  cordes  D 


(  254  ) 
qui  passent  par  un  point  donné  S,  ainsi  que  les  positions 
du  point  S  pour  lesquelles  ce  cône  est  de  révolution  ; 

1^  La  courbe  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les 
cordes  D  situées  dans  un  plan  donné  P,  ainsi  que  les 
positions  du  plan  P  pour  lesquelles  cette  courbe  est  une 
parabole  ou  une  circonférence  de  cercle. 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  trois  points  O,  A,  B  non  en  ligne  droite. 
On  porte  sur  les  droites  AO,  BO,  à  partir  des  points  A 
et  B,  et  du  même  côté  de  AB,  les  longueurs  AC,  BD 
égales  à  h.  On  porte  aussi  sur  les  mêmes  droites,  mais 
de  part  et  d'autre  de  i\B,  des  longueurs  AC,  BD'  égales 
à  //. 

1°  Démontrer  que  la  perpendiculaire  à  CD  en  son  mi- 
lieu passe  par  un  point  fixe  w,  quand  h  varie  ^  démon- 
trer de  même  cjue  la  perpendiculaire  à  CD'  en  son 
milieu  passe  par  un  point  fixe  oj',  quand  A'  varie. 

2"  Construire  la  di-oile  CD,  connaissant  sa  longueur  ^ 
même  question  pour  la  droite  CD'. 

3°  Démontrer  qu'à  une  droite  CD  correspond  une 
droite  CD' et  une  seule,  parallèle  à  CD^  déterminer  le 
système  de  ces  deux  droites  parallèles  de  façon  qu'elles 
soient  égales  entre  elles. 

4°  On  donne  OA  =  rt,OB  =  ^,  et  l'on  demande  de 
calculer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  l'angle  AOB,  pour 
que  la  distance  des  points  oj  et  <../,  tels  qu'ils  ont  été  dé- 
finis ci-dessus,  soit  égale  à  une  longueur  donnée  /. 
Discuter  le  problème. 

Philosophie. 

On  donne  un  cercle  O  et  un  point  G  intérieur  à  ce 
cercle  :   i°  démontrer  qu'il   existe  une  infinité  de   tri- 
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angles  ABC  iiistrils  dans  ce  cercle  cl  tels  que  les  jue'- 
dianes  de  chacun  d'eux  se  coupent  en  G  ;  a"  trouvei'  le 
lieu  géométrique  des  milieux  des  côtés  des  triangles  ABC  ; 
3"  examiner  si,  pour  toutes  les  positions  de  G,  on  peut 
prendre  un  point  quelconque  de  la  circonféi^ence  O 
comme  sommet  d'un  des  triangles  ABC;  quand  il  en  est 
autrement,  déterminer  l'ai'c  du  cercle  O  sur  lequel  sont 
situés  les  sommets  des  triangles  ABC  ;  4°  démontrer  que 
la  somme  des  carrés  des  côtés  des  triangles  ABC  a  uïie 
valeur  constante. 

Troisième. 

1.  On  donne  sur  une  circonférence  deux  points  fixes 
A  et  B,  que  l'on  joint  à  un  point  quelconque  JM  de  la 
circonférence,  et  du  centre  on  mène  sur  M13  la  perpen- 
diculaire OK,  qui,  par  sa  rencontre  avec  MA,  forme  le 
triangle  MKP.  On  propose  de  déterminer  les  lieux  géo- 
métriques que  décrivent  :  i°  le  point  de  rencontre  des 
médianes;  i°  le  point  de  rencontre  des  bissectrices; 
3"  le  point  de  rencontre  des  hauteurs;  4°  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  IMKP,  lorsque  M  se  dé- 
place sur  la  circonférence  O. 

2.  On  trace  deux  cercles  ayant  pour  ravon  o"'.2  et 
dont  les  centres  O  et  O'  sont  distants  de  o'",  i  ;  on  de- 
mande de  calculer  la  surface  de  la  partie  OAO'B  com- 
mune à  ces  deux  cercles. 


ÉCOLE  DES  MI\ELKS  DE  SAI\T  ÉTIEWE  (COACOIRS  DE  1885). 


Mathématiques . 

Admissibilité.  —   Construire  la    courbe  représentée 
par  l'équation 

{y  —  x-^  i){y  -f-  X  -x-i)ix  —y  -^  i)  =  r . 


(  '^^^  ) 

On  exposera  clairement  la  niélltode  employée  pour 
construire  un  point  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce 
point. 

Adm[ssio]\.  —  On  donne  une  parabole  j- =  2/7 ;r. 
Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  cercle  passant  par 
les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  et 
par  le  sommet  de  la  parabole  ait  un  rayon  constant  R. 

Calcul  tvigonomét riq ne . 

Dans  le  quadrilatère  DACB,  on  donne 
AC  =  25i,328,         BG  =  219,912,         60=1061,85976, 
HAG  =  •i7°47'  }4",77,         DBA  =  67° 22' 48",  48,         DAB  =  90°; 

calculer  les  autres  éléments  et  la  surlace. 

SESSION    SUPPLÉMEKTAIRE. 

On  a  un  triangle  rectangle  ABC,  et  l'on  considère  les 
hyperboles  équilatères  circonscrites.  Du  sommet  de 
l'angle  droit,  on  mène  des  normales  à  ces  coniques  : 
trouver  le  lieu  des  pieds  de  ces  noiniales. 


COXCOIRS  POIR  LES  BOIRSES  DE  LICENCE  (PARIS,  1885). 


1.  Discuter  la  courbe  représentée  par  l'équation 

{  x'*  —  5^-  -r-  4  )y''  —  4  '^J'  +  :r-  =  o. 

2.  Reconnaiti^e  la  nature  des  différentes  surfaces  re- 
présentées par  l'équation  du  second  degré 

X- -^ y-+  hz--T-  lazx  -^  ibyz  -^  icz  ^  o, 

quand  les  coefficients  h,  «,  ^,  c  prennent  toutes  les  va- 
leurs possibles;  déterminer  les  sections  circulaires  de 
ces  surfaces. 


(  ^^■>7  ) 
SllU  l/AIJiOllITilME  Vabc.iY")- 

Tak  m.   .MviRiŒ  n'OCAGNE. 


1.  Nous  repi'ésentons  par  [<7^c  .  .  . /]f"^  lo  résultat 
que  l'on  obtient  en  remplaçant  par  l'unité  les  coefficients 
numériques  dans  le  développement  de 

(a-f-  6  -H  c  -+-. .  .  +  /)«. 

Cet  algorithme,  que  nous  avons  étudié  dans  une  Note(') 
et  utilisé  dans  notre  Théorie  élémentaire  des  séries  ré- 
currentes (-),  a  fait  l'objet  de  reeherclies  intéressantes, 
les  unes  antérieures,  les  autres  postérieures,  de  la  part 
de  M.M.  Trudi,  Fergola,  Torelli,  Cesaro,  etc.  Ce  dernier 
a  fait  voir  (•'^)  que  cet  algorithme  est  isoharique  com- 
posé. 

2.  iMettons  à  part  tous  les  termes  qui  contiennent  a 
à  une  puissance  quelconque  et,  dans  ces  termes,  met- 
tons a  en  facteur  commun.  Nous  voyons  alors  bien  aisé- 
ment que  l'on  a 

(I)  [abc...  /]("'=  \bc...  /]('"-^  a[abc  ...  /]'«-!'. 

Cette  formule  se  trouve  dans  noire  première  Note. 
Inutile  de  dire  que,  l'algorithme  considéx'é  étant  symé- 
trique par  rapport  à  toutes  les  quantités  qu'il  renfeiine, 
on  peut  prendre  pour  a  l'une  quelconque  de  ces  quan- 
tités. 

Appliquant   successivement  la  même  transformation 


(')  Nouvelles  Annales  de  MathémaLiques,  3"  sorie,  t.  II,  p.  280. 

(  -)  IbicL,  3"  série,  t.  III,  p.  63. 

(^)  IbicL,  a"  série,  l.  IV,  p.  C7. 

.iiin .  (le  MachémaC .,  3"  série,  t.V.  (Juin  18S6.)  IJ 
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k[abc  ..  .  /](«-",  à  [abc  .  .  .  l}"-^\  .  .  . ,  on  déduit  de  la 
formule  précédente  la  suivante 

^^^  '/  -^a2[6c.../]î«-2'-:-...4-a'^ 

qui  se  trouve  également  dans  ma  première  Note. 

Appliquant  la  transformation  contenue  dans  celte  for- 
mule même  à  [bc  .  .  .  /]'"',  à  [^bc  .  .  .  /]'"'',  .  .  . ,  on  met 
cette  expression  sous  la  forme. 

[abc  . .  .  /]'«'  =  [c  . . .  /](«)-^  6[c  . . .  /](«-i)-h  62  [c...  ^]'«-2)-4-. .  .-I-  b", 

-~  a[c  .  .  .  lY"-i^-^ab\c  .  ..  /]'«-2)-i-.  .  ._f-rt6«-i, 
—  «2[^c  . .  .  /]'"-2)_^_  ,  _^a-b"-^ 


^    ^     '  ~[ab]('-)[c...l]'"-^^-ï-...-h[ab]''^K 

En  continuant  à  opérer  par  le  même  procédé,  on  ar- 
rive à  la  formule  générale  que  voici  : 


I        =:S[a.../]>'[A'-.../]'H-'...[5...?i]'p'[t^...^](0), 


la  somme  S  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  possi- 
bles des  indices  A,  [j.,  .  .  . ,  p,  f),  telles  que 

X  -r-  [JL  -+- . . .  ^-  p  -f-  0  —  n. 

Cette  formule  importante  comprend  toutes  les  précé- 
dentes. 

3.  Si  p  des  quantités  comprises  entre  les  crochets 
sont  égales  à  une  même  quantité  a,  nous  écrirons  l'al- 
gorithme de  la  façon  suivante 

[a'v) «6... /]'«); 

quelquefois  aussi,  pour   abréger   l'écriture,    nous  écri- 


(     2. H)    ) 

ions  K  au  lieu  di-  ah  ,  .  .  /.  Ainsi  ralgoritliinc  prtVt'dciil 
[)r('iKlra  la  forme 

[a'/''K]("'. 

En  vertu  de  la  formule  (4),  prise  dans  le  cas  où  le 
nombre  des  crochels  soumis  au  signe  S  n'est  que  de  deux, 
ou  a 

[a<A')K]f«'  =  [K](«^-h[a'p)]'i'[K];«-"-j-.  .  . 

-i-  [  a'p)  ]!'•'  [  K]("  -"  +  ... -4-  [  a'/')  ](«) . 

Mais  chaque  terme  de  [a-^  ]>''  étant,  égal  à  a',  ou  voit 
que 

[a'/'j  ]('■'=  a' [i '/')]"■'. 

Donc 

^^.      \    [2('/''K]"''  =  [KJ'«'-+-a[i(/^']'i'[K](«-'>  +  ... 

(  -f- a' [i7>'|'' [K ]!"-'"-!-... -^  a" fi (/')](«'. 

4.  JNous  allons  calcul(>r  [i^/"]'"'.  Pour  cela,  posons 
successivement 


y    l«'-^  ^')=  V  (a,  6), 
(  =  n  n 

i  =  n      1  2 

/  =  0      j  n 

i  =  n     2  3 

Cette  suite  d'égalités  définit  ce  que  nous  entendons 
p 
par  la   notation    >  (a,  b)  dont  nous  allons  faire  usage. 


(     260    ) 

On  a 


(a)^  i-f-  a  -4- «2-1-.  .  .-(-  r/«-'-f-«", 


\^(a)—  n-  «7.  -!-  «2  _u .  .  . _i_  a""', 


1 
1 


Faisant  la  somme,  on  en  déduit 

(a)  =  (rt -H  i)-î-  na  -+-(/?•—  !)«-  +  ... -r-  2«"-'  -f-  «" 


par  suite, 

2 

%  f  rt )  r=  n  -f-. f  /?  —  ^  ) a  -\-  (  n  —  'i.) a-  -h . . .  -i-  «"-' , 

H—  1 

2 

1 

II 

Faisant  encore  la  somme,  on  a 

3 


2(<'.)= 


a"-^-{-a". 


La  loi  de  formation  des  coefficients  du  développement 


(  ^-6.   ) 
de   7  apparaît  1res  luLtcmenL.  On  voit  que  ce  sont  des 
iiuinbres  ti'iaucrulaircs.  On  a 


p 

^_  (  n  -^  \)  (  ji  —  ■).)...(  n  -^  p  —  I) 

Ld~  I  . 2  . . .  (/?  —  I  ) 

n 

(6)  {  n(  n-^  i) .  . .(  n -h  p  —  i) 

*  ' a  -i- 

1  .2  .  .  .(/J  —  I). 

2.3  ...  /> 


I.2...(/^  — I) 

D'ailleurs,  la  formule  (2)  donne  successivement 

1 

^^( a)  =  i  -h  a  —  a- -^ .  .  .  .  —  a'^  =  [i  a]'"  . 

n 
i 

V  («)  =  [i  a  ]'<"—[irtT'—...  —  [i  «]'"'  =  [''■-  «]'"> 

n 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
/' 

rt 

La  même  formule  permet  encore  de  développer  cette 
expression  comme  il  suit  : 

p 

(7)      V(a)=  [i(/')]U)—  a[i(/')](«-i)-i-.  .  .-f-  a«-i[i(/')](i'-+-  a". 

n 

La  comparaison  des  formules   (6)    et   (7),   qui  sont 
vraies,  quel  que  soit  n,  montre  que 

L  J  l.2...(/>  — I) 

Cette  formule  est  très  remarquable.  En  effet,  si  l'on 
se  reporte   à  la    déûnition  que  nous   avons  donnée  de 


(     202    ) 

[^abc  .  .  .  /]'" \  on  voit  que  [i  (/'']'")  est.  égal  au  nombre 
des  termes  du  développement  de  la  puissance  /z'^"'*^ 
d'un  polynôme  à  p  termes. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  fournit  donc  une 
détermination  de  ce  nombre,  indépendante  delà  théorie 
des  combinaisons. 

Représentant  par  C^-f^  le  nombre  des  combinaisons 
de  m.  objets  pris  p  à  p,  on  pourra  écrire  la  formule  pré- 
cédente 

(8')  [,(P)](«)=C/Iï^_,. 

5.   La  fornuile  (2)  donne 

[a^K]'«'=:[K]'«'-T-3"[K]'«-"-i-. .. -H  .r'«[K  ]'«-"" -f-. .  .-^x". 

Dérivons  m  fois  les  deux  membres  de  cette  égalité 
par  rapport  à  x\  cela  nous  donne 


r/'«[.rK](« 
dx>"- 


=  1.2  ...  w[K]'«-'"' -1-2.3  ...{m  -^i)x{KY'^-"^-'^>  -h... 
-i- ( /t  —  m-T-\){ii  —  m  -T-  1)  ...  Il x^-"^ 

i  TT-i,  1  2.3  ...  (m  -t-  0         r  T-T( 

^  1    1  ...  m 

(i  ^  i)(i-h  1}  .  .  .(  i -+- fn)      rr-Ti  -, 

-i-  ^ ^a7'rKlf'i-'«-')-f-... 

i  .1  ...  m 

(n  —  m  -r-i)(/i  —  ni  -T-  -2.) ...  71  1 

-+- X"--'"    • 


Or,  d'après  la  formule  (8), 

(  t  H-  i){i  ^-  1) . .  .{i  -^  )n) 


i .%  .  .  .  m 


i .1 ...  m 


=  U(m  +  \)V.i)  ; 


La  formule  précédente  devient  doHC 

-f-^'[i''«+"]'-''[K ]"*-'"-'■' -h.  . . 


(..(I.i  ) 

ou,  t'ii  \(:ilii  (II-  la  roniiulf  (.^), 

d'"  ï  .r  KV"- 

Par  application  di'  celte  Ibnuule,  ou  a 

Dérivons  m  fois  les  denx  membres  de  cette    identité 
par  rapport  à  x;  il  vient 

r^ — =i.a...(o  —  i)  —, — • 

dx"^+p-^  ^^  '  dx'n- 

]Mais,  toujours  d'après  (9),  on  ai 


dxm+p-l 


\.-i ..  .(m  -(-/>  —  i)[.r^'"+/^'K]'«- 


Comparant  les  deux  dernières  égalités,  on  en  déduit  la 
formule 

^"*^  dx"^  =/?(/?-+-i)...(7?+ m  — [)[.»('«+/"  K]'«-'"î, 

qui  généralise  (9). 

6.  D'après  la  formule  (2),  on  a 

t  =  n  —  \ 

V     [a6]^')  =  [«6]^o)  +  [a6]H)-i-...4-[aèJ"'--i) 

=  [ia6]î"-i'. 
Mais 

i  =  n  —  1 

>éiJ  a  —  b  a  —  6  a  —  b 

l  -0 

_  fi-t-a -H.  .  .-+- a'M  — (1  + è -4-. .  .+ è'O 
rt  —  6 
a'i+i  _  I        6"+'  —  I 
a  —  I  b  —  I 


{  ^M  ) 

ou 

j  =  n    -  1 

.^^  a  —  0  a  —  b 

=  ai  [  a6  ]("-!'  — [a6  ]'"'+!. 

Rapprochant  cette  formule  de  la  précédente,  on  voit 
que 

{a  —  i)(b  —  \)[\ab ]'"-"  —  ab [ ab ]'«-•'  -\- [ ab ]'"'  =  i . 

Remplaçons   dans    cette    formule    n    successivement 
par  Ji  —  1 ,  7i  —  2,  .  .  . ,  cela  nous  donne 

{a  —  \){b  —  \)[i  a6];"-2)—  «6[a6]("-2)  +  [«6 ](«-!)  =  i , 
(«_ij(6  —  i)[ia6](«-3)— a6[a6](«-3)  +  [«6](-'-2)=  I, 

(a  — 1;((^  —  ij[i«6]'o'      —  a6[a&]("'      -+-[«6]'"      =i; 

écrivons  aussi 

[a6]'o'  =  i, 

et  faisons  la  somme  des  n -\- i    dernières    égalités;    il 
vient,  en  tenant  compte  de  (2), 

(a  —  i){b  —  i)[i(2'«6]'«-i'  —  a6[i  ct6](«-i)  +  [i  ai]'"'  =  n-^\. 

De  même, 

(a  —  i)(6— i)[i(2'a6](«-2  — «6 [i  «6]'«-2'-+-[i  a^) ](«-!)=«, 
(a  — i)(Z>— i)[i-2)a6]t«-3'— a6[ia6](«-3)-f-[i«Z>]^«-2)=/i  — I, 

(a  — ij(/>— i;[i  2.'rt6]  "       —ab[\abY^'      -l-[ia6J'"      =2, 

[ia6](o'      =1. 

Faisant  encore  la  somme  nous  avons 

Continuant  à  appliquer  le  même  procédé,  on  arrive. 


(  :^65  ) 
de  proclu;  en  [)i-oclie,  à  la  formule 

\     («  —  I  )(^—  !)[•*'"  «^1*"~" 

Si  dans  cette  formule  on  fait  a  =^  b  =  o,  on  a 

ou,  d'après  (8'), 

qui  est,  on  Je  reconnaîtra  sans  peine,  l'expression  d'un 
llieorème  connu. 

Pour  a  =  b  =  f  ^  ]a  formule  (  i  i)  donne 

ou,  en   faisant   passer  le   premier   terme    du    prejuier 
membre  dans  le  second, 

qui  est  encore  Texpression  du  même  théorème. 
7.   a^  b,  .  .  . ,  l  étant  les  racines  de  l'équation 

et  Sa"  représentant  la  somme  a" -h  Z»"  +  .  .  .  4-  /",   on 
sait  que 

7(17  -  ^  ^  "^  "^  ^^  "^- •  •""  J^  "^^  •  •• 

Mais  la  formule  (5)  de  ma  première  IVotc  donne 
1       _    I         [ab...l\^' 

(a6.../l(2'  [«6... /!('«' 

^p-H2  Zl'+lli 


(  .(56  ) 
Donc 


^  \ab..AYi 


Maai  Z'^^  ^ — 

t  =  0  (  —  0 

L'ideiilifiralion  des  deux  meiii!)res  de  eelle   formule 
fait  voir  que 

*^'^^     ]  +(/>  — 2)  A2[a6... /]<«-'-' -h... 

8.   Dans  cette  formule  faisons  rt=Z»=...=;/=i. 
Cela  nous  donne 

p  =p[iip^]—p(p  _i)[i(/^)]('i-i) 

1.2 

ou 

1  =ll'/'']('"—(/J—l)[l(/^' ](«-') 

ou  encore,  en  vertu  de  la  formule  (8'),  et  en  repré- 
sentant toujours  par  C','^  le  nombre  des  combinaisons 
de  m  objets  ii  à  7ï,  c'est-à-dire  le  quotient  du  produit 
de  71  nombres  consécutifs  dont  le  plus  grand  est  7?i,  par 
le  produit  des  Ji  premiers  nombres  entiers,  C^'^  étant 
pris  égal  à  i  pour  7^  =  o  et  à  o  pour  n  ^  m. 

Remplaçant  dans  cette   formule  p  —  i  par/7,  ou  peut 
l'écrire 


(  ■>-67  } 
\).    Nous  allons  lirtT  do  la  iorniulc  (12)  tl'auli'cs  cu- 
rieuses conséquences.  Si    les  (juanliLes  r/,  A,  .  .  .,/sonL 
respeclivenienl  égales  aux  jy  racines  p"^'"^^  de  l'unité  W), 
(Oo,  .  .  .,  (1)^;,   c'est-à-clire  sonl  racines  de  l'équation 

zi>  —  1  =  0, 
la  formule  (12)  donne 
'■  =  /' 

i  =0 

i  =  p 

Or    on  sait  que    7  to"  est  égale  à  p  ou  à  o,  suivant 

i  =  0 

que  n  est,  ou  non,  divisible  par/^. 

Donc  [(Oi  (Oo...  oj^]^"^  est  égal  à  1  ou  à  o  suivant  que  /i 
est,  ou  non,  divisible  par/7. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  conviendrons  d'adopter 
certaines  notations.  Ainsi  nous  poserons 

[ajiWj  .  .  .  tOp](")  =  O'"'. 

Si  dans  cet  algorithme  nous  supprimons  l'élément  to/, 
nous  obtenons  un  résultat  que  nous  représenterons 
par  iî['".  Si  nous  supprimons  les  éléments  to/  et  toy,  nous 
écrirons  ^/'j^  et  ainsi  de  suite. 

La  formule  (i)  donne 

(0,  est  d'ailleurs  l'une  quelconque  des  racines  p^'-''"^'^  de 
l'unité.  En  nous  reportant  à  la  remarque  faite  plus  liant, 
nous  voyons  qu(; 

Pour  n  =  vp <></"  =  I 

Pour  n  —  vp  -{-i t>','"  =  —  oj, 

Pour  II  =1  vp  -T-  'JL  \ 

Pour  n  =  çp^3  f  ^^,„,  ^  ^ 

( ' 

Pour  n  ^  vp  -\- p  — ^  I    / 


(  268  ) 
De  môme  la  formule  (  i)  donne 

De  cette  formule   on   déduit,    en    se  reportant   à    ce 
qui  précède,  que 

Pour  n  =L  vp iî'j",'  =  I 

Pour  n  =  vp  -k~i f>'/y  =  — ( (0,  -I-  W2 ) 

Pour  n  —  vp  -^1 û'i'y  =  oj|  m^ 

Pour  II  =  f ^  -1-  3 
Pour  a  =  l'p  -i-  /i 


Pour  n  =  i>p  —  p  — 
De  même  encore,  la  formule 

déduite  de  (i),  montre  que 

Pour  n  ^=  vp . 

Pour  «  =  ty>  -t-  I 


"VVs 

= 

1 

^\% 

= 

— 

(co 

1-f-  w 

2  +  W:i  ) 

■"=12  3 

= 

w, 

OJo 

^-0)1 

CO:-  -+-  M 2 

«0; 

^\'^h 

^ 

— 

CO, 

W2  OJ:j 

^'A's 

= 

o 

Pour  /i  —  p^  -!-  3  , 
Pour  n  =  cyD  -i-  4 
Pour  n  =  vp  -+-  5 

Pour  «  =;  p/)  -{- p 

Ces  résultats  se  généralisent  avec  la  plus  grande  faci- 
lité. On  a 

I^our  n  =  vp --l'y ...  i  =  ï 

Pour  II  =  i!p  -4-  i <)ij'y     ,■  =  —  (  coi  H-  coo  -^ .  .  .  -1-  co/) 

Pour  n  ^  ip  -^  2 --'"2 ...  (  =  ^'^1  ^2  -+-  W]  CO3  -1- .  . .  -t-  oj/_i  CO/ 

Pour    7Z  =  f/J  -!- 3 --l"-]  ...  i— — (co,  OJ2C03-f-  C0iC02C0i  -h.  .  . 

-|-C0/_2C0/_iC0/) 

Pour  n  =  {p  -\-  i <>(/!'     ,■  =  (—  1  )'  co,  coo  .  .  .  Mi 

Pour  7î  =  ty?  -t-  i  -f-  I 
Pour  n  =■  vp  -\-  i  -\- 1 

Pour  n  ^:^  vp  -\- p  —  1 


(  '^69  ) 


■^  ^:2  -^  1  11  -:.  ï 

«  's:  '5^  c^  55  '3?  .^  o 

^^  o    s  =:  <  :  '3  'o 

~*^  -r^   "^  C:   --^  -o  o  ï 


<!;    ;£ 

"< 

J 

1 

'-^ 

+ 

+ 

<D      S 

1 

"s 

:^ 

"'^       ^. 

< 

■V^ 

•  -i 

,*^ 

-H 

a 

+ 

+ 

S    ^ 

- 

_^ 

'::: 

ri,     D 

^ 

C( 

ce 

O     ^ 

* 

•^ 

■  -^ 

r  1 

0 

~^. 

i 

1 

H      ^ 

* 

^ 

^■>*. 

i_,     ^ 

*  "^ 

^ 

— 

•- 

5; 

"^ 

C;        '^ 

•^ 

■~ 

. 

•V 

■_^ 

cr> 

"«0 

2" 

'■"     ^ 

0 

C;;^ 

— 

~^ 

"i^^ 

M 

s:» 

5- 

•  :s 

<2" 

-<; 

•     o 

— 

Qj 

^  ■*<> 

0 

'0 

:2 

'~J 

1 

1 

•        ^ 

r^ 

et    ^ 

'Ij 

1 

1 

1-5 

^ 
^ 

9-/ÎJ2 

»>i 

■| 

0 
t/5 

1 
T 

o 

0 

tn 

3 

^  -^ 

"*• 

"S 

-:;     0 

Ç; 

■"^ 

:t 

_^ 

■j:       t.       -^ 


<!J      (13      ^      V. 

"^  ^  ci  -^ 

3  ^^^Pi 


•5      ?  _H    î 

?f    =cs    '-    1?.        S     I    -2 


;::;      T    T 


♦~  w         C        5  — 


.^    .=   -^     S   <       -     "   cv   ~        =         •       • 

~J-       W  C.  ^  j,  (V, 


-J  +  + 


+ 

T 

-L 

1 
T 

-0 

_ 

+ 

+ 
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Faisant  la  somme  de  toutes  ces  égalités,  nous  avons, 
en  vertu  de  la  formule  (2)  et  en  faisant  usage  des  nota- 
tions proposées  au  n°  i, 

1 

^f  r/Z;.  .  .  /  )  = /?[i  K]("' 4~  (/>  -  i)  Al  [i  K](«"i) 

+  (/?  —  2)  Aaf  iK]^"-2'-i-. ..+  A/,_i[rK ]("-/'+". 

Opérant  sur  cette  nouvelle  formule  comme  nous  ve- 
nons de  le  faire  sur  la  formule  (12),  pnis  encore  de  la 
même  manière  sur  le  résultat  obtenu,  et  ainsi  de  suite, 
suivant  la  méthode  employée  dans  tout  le  cours  de  ce 
travail,  on  finit  par  obtenir  la  formule  générale 

\y(ah..J) 

(i5){    „ 

=  jD[i^'?'K]("'^(/>  — i)Ai[i<?)K]';"-i' 

Ainsi  l'on  a 

7 

n 

V(a)  =  [i(7'a]î«). 

n 

Cette  dernière  formule  a  déjà  été  trouvée  au  n"  i. 
il.   Dans  la  formule  (i5),  faisons 

Cela  nous  donne 
</ 

j  .2  ^ 


(    'V  ) 
ou.  (raj)rès  la  fonmilo  (S'), 

ou  encore 

q  .i=p 

(.6)       5;(i'/")=y(-o'-'q,G^t7,ïi.,. 


12.   Remplaçons  enfin,  dans  la  formule  (i  5),  rt,  Z»,  .  .  ., 
/  par  les  p  racines  y;"""'^  de  l'uniLé.  Nous  aurons 
1 

n 

OU,  d'après  la  formule  (5)  et  en  nous  conformant  aux 
notations  du  n"  9, 

=  o  ^[l '7' ](«'-!-  [i  (</)](«-!)  Q(l> 

-^  [i('7)]'«-2'a(2>_i__  _  _^  ri(<7)|I)0(«-l)_i-  0(/i)  !. 

Or  nous  avons  vu  que  0'^    est  égal  h  i  ou  à  o  suivant 
que  A'  est,  ou  non,  divisible  par />.  Donc,  si,  divisant  // 

par  p,  on  trouve 

n  =  vp  -\-  p, 

ou  voit  que  la  formule  précédente  devient 

=  ^j[,  (7' ]'")-{-  [1(7' ](«-/') 

_|_  [[(7)  j  «-2p)_i_^  _     _i_  [(f7)]'«-fp)| 

ou,  en  employant  la  notation  connue  E  f  —  1  pour  rcpré- 


(  -7>-  ) 
s(nît.cr  la  partie  entière  du  quotient  de  n  par  p^ 


En  particulier,  pour  n  <^p, 

</ 

'V(cO,t02...Wp)=/>[l('/)]'") 


D'après  la  formule  (8'),  la  formule  (17)  peut  s'écrire 

(  V 

(.7')       <■     2i^^^^2...^0p) 


THÉORÈMES  SIR  LES  RAYO\S  DE  COlRIlljRE  ft'l]^E  CLASSE 
m  COURBES  GÉOMÉTRIOUES; 


Par  m.  R.  GODEFROY, 

Élève    de    l'École    Polyteclinique. 


Les  ellipses  et  paraboles  d'ordre  quelconque,  courbes 
représenttkîs  en  coordonnées  cartésiennes  par  les  équa- 
tions Aj:'"-H  13} '"=  C,  j'"=  Ax"  jouissent  de  rela- 
tions simples  entre  leurs  rayons  de  courbure  et  certains 


éléments  de  leur  figure. 


Commençons  par  les  ellipses,  dont  nous  supposerons 
d'abord  le  degré  entier. 

Les  normales  en  deux  points  voisins  N(x,j)')  et 
ls'{x\y)  se  coiqjent  en  Pt.  Les  tangentes  correspondantes 
se  coupent  en  P  et  rencontrent  (;n  A,  A'  l'axe  des  ab- 


(  ''-7^  ) 
scissos,  eu  B,  IV  celui    des  ordonnées.    A  la   liuiile  JN' 
viendra  coïncider  avec  N. 

Nous  appellerons  O,  A,  B  les  angles  du  triangle  formé 
par  les  axes  et  la  tangente  AB. 

Les  triangles  NRJ\',   APA'  ont  leurs  bases  propor- 

Fig.   I. 


tionnelles  aux  diamètres  de  leurs  cercles  circonscrits. 

Ces  diamètres  sont  à  la  limite  le  rayon  de  courbure  R 
en  N  et  le  segment  a  de  la  perpendiculaire  à  l'axe  OA 
au  pied  de  la  tangente,  compris  entre  cet  axe  et  la  nor- 
male en  N. 

Quant  aux  bases,  elles  ont  pour  expression 


,    sin  O 
sinn 


Le  principe  que  nous  venons  d'invoquer  donne  alors 
sinO 


ix  —  x') 
R  sinB 

Cl  ~  G  a:'«-i  — ^'"^ 

A     ^-'«-'37'"'-! 

A  sin0.r2'«- 


A.sinOa?'«-ia7''«-i 


1        GsinB(j^-' 


) 


A 


sinO 


(/n  —  ijGsinB^'"-^        G   {m  —  i)sinB 


37'" 


ou 


(m  — I) 


sinB        A 


(le  même 


R  sin  A 

7-  (  /n  —  1  )  -^— - 
6  sinO 


G 


J'' 


,-^A,«.  drM,tiht:nuU.,  3«  sério,  t.  V.  (Juin   188(1.) 


18 


(  '-74  ) 
en  appelant  h  le  segment  analogue  de  «,  relatif  à  l'autre 
axe. 

En  ajoutant  ces  deux  égalités,  on  obtient  celle-ci 

{m  —  i)R/sinB        «inA 
sinO       \     a       '       b 

qu'on  peut  écrire 

sinO        ,  ,  /sin  B         sin  A\ 


Cette  dernière  relation  est,  sous  forme  générale, 
l'expression  même  du  théorème  que  nous  avions  en 
vue. 

Nous  avons  tenu  à  donner  à  cette  relation  sa  forme 

la  plus  générale;  mais  la  véritable  utilité  du  théorème 

dépend  du  cas  où  les  axes  de  coordonnées  sont  rectan- 

,    ,  sinB      sin  A  i  i        •  i 

sulaires  : ■>   —, —  sont   alors   les  inverses    des   ses- 

^  a  b  ° 

ments  p^  q  de  la    normale  en  X  compris  entre   chaque 

axe  et  sa  perpendiculaire  au  pied  de  la  tangente. 

La  relation  prend  alors  la  forme  définitive 


i    =:(m  — I)  (i  -^  -  ) 


P 

qui  exprime  le  rayon  de  courbure  en  fonction  de  deux 
segments  analogues  de  la  normale  qui  le  contient.  La 
formule  est  directement  applicable  aux  sections  coni- 
ques. Le  coeflicient  (m  —  i)  est  ici  égal  à  l'unité.  Dans 
le  cas  de  l'hyperbole,  il  faut  faire  précéder  du  signe  — 
le  segment  de  la  normale  correspondant  à  l'axe  non 
transverse. 

On  ramène  aisément  cette  expression  du  rayon  dans 
le  cas  d'une  conique  à  centre  à  la  formule  connue 


(  -^^7^  ^ 
•(DuPLN,  Déi'elop/)enicnts  de  Qc'ojnâfric),   où  d  esl  le 
dcmi-diaiiK'lre  parallèle  à  la  tangente,  et  //  la  distance 
(le  ces  deux  droites. 

Considérons  en  effet  une  ellipse  :  a  étant  l'angle  de 
la  tangente  avec  le  grand  axe,  on  a 


donc 


cos-a  I 

AB  cos-a 


\B 


Pour  la  parabole,  le  résultat  est  particulièrement 
simple.  Cette  courbe  étant  considérée  comme  limite 
d'une  ellipse  dont  le  grand  axe  croît  indéfiniment,  l'un 
des  segments  de  normale  devient  infini;  par  suite,  la 
rayon  de  courbure  est  ésrcil  au  se£rme7it  de  normale 

Fig.    2. 


compris  entre  l' axe  et  sa  perpendiculaire  au  pied  de 
la  tangente.  Cette  construction  du  rayon  de  coui-bure 
conduit  à  la  solution  connue  ou  s'en  déduit  sans  peine 
par  la  simple  égalité  de  deux  triangles  sans  qu'il  soit  né- 
cessaire d'v  insister. 

Nous  avons  supposé  le  degré  entier  :  supposons  a(;luel- 


(  -7^  ) 

1                             -11/'/'  —  I  •       '         . 

lemenl  que  m  soil  de  la  loriue  ;  cas  qui  présente 

des  applications  à  des  courbes  connues.  La  même  raarclie 
que  précédemment  donne  ici 


et 


pour  le  cas  utile  des  axes  rectangulaires. 

La  parabole  rentre  dans  cette  catégorie^  si  l'on  prend 
etrectivement  pour  axes  deux  tangentes  à  la  courbe  sur 
lesquelles  celle-ci  intercepte  des  longueurs  /^^,  Ji,  la  pa- 
rabole a  pour  équation 


sinO 

I  / 

sinB 

sinA 

R 

=  n( 

.     « 

'       b 

n 
R  ^ 

I 
P 

I 

—   5 
7 

Prenons  deux  tangentes  orthogonales  :  p  et  q  étant 
toujours  les  mêmes  segments  de  normale  considérés 
jusqu'ici,  le  rayon  de  courbure  est  donné  par 

2     _     1  I 

On  voit  par  là  que  :  une  parabole  roulant  dans  un  angle 
droit  en  entraînant  une  de  ses  normales,  la  moyenne 
harmonique  des  segments  considérés  est  constante. 

Les  développées  de  section?  coniques  ayant  pour  tan- 
gente la  normale  à  la  courbe  dont  elles  sont  la  déve- 
loppée,  ou  a  de  suite  les  segments  p  et  q  reliés  au  rayon 
de  courbure  par  la  relation 

1  -  i  -^1 
R  ~  />  ~"  7  ' 

suivant  qu'il  s'agit  de  la  développée  d'ellipse  ou  de  celle 
d'hyperbole. 


(  ^77  ) 
La  lormuli;  ctciulue  à  la  tlc''vcI()p|H''(;  de  parabole  donne 
cv.  ihéorèine  très  simple  : 

Le  rayon  de  coiuhiire  de  la  développée  de  parabole 
est  triple  de  la  portion  de  normale  comprise  entre 
V axe  de  la  courbe  et  sa  perpendiculaire  au  j>oi7it  oil  la 
normale  de  la  parabole  rencontre  l'axe. 

On  voit  sur  la  ligure  ci-dessous  la  série  d'égalités 

QR  =  A.M  =  TN  =  PS, 

PQ  =  RS. 


d' 


Le  rayon  de  courbure  est  donc  aussi  égal  à  3RS. 

Ceci  nous  ramène,  pour  la  parabole,  à  ce  théorème  de 
Maclaurin  :  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  dé- 
veloppée d'une  conique  est  triple  du  segment  de  la  nor- 

Fig.  3. 


maie  à  la  développée  compris  entre  la  courbe  et  le  dia- 
mètre de  la  conique  correspondant  au  point  considéré 
de  la  développée. 

L'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  a, 
mobile  dans  un  angle  droit,  est  l'hypocycloïde  à  quatre 
rebroussements 

2  2  2 

Pour  une  position  AB  de  la  droite,  le  centre  instan- 


(  ^^7»  ) 
tané  do  rotation  est  en  I5  M,  pied  de  la  perpendiculaire 

Fig.  4. 

I 


abaissée  de  ce  point  sur  AB,  est  le  point  où  AB  louche 
son  enveloppe. 

La  normale  MI  coupant  les  axes  en  P  et  Q,  l'appli- 
cation du  théorème  donne 


I  I 

PÏ  ^  Qï 


Mais  le  faisceau  des  droites  OP,OQ,  01  et  de  la  paral- 
lèle menée  par  O  à  AB  est  harmonique  (  AB  parallèle  à 
un  rayon  est  coupée  en  segments  égaux  par  les  trois 
autres  )  ;  on  a  donc 


I 
PÏ 


Qi 


par  suite 


2  MI 

3  MI. 


MI 


On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  remarquable  dû  à  M.  La- 
marle  que,  pour  une  position  de  la  droite,  le  rajon  de 
courbure  de  son  enveloppe  est  triple  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  instantané  de  rotation  sur  la 
droite,  ou  encore  triple  de  la  distance  de  l'origine  à  la 
droite. 

Il  est  d'ailleurs  dirigé  dans  le  sens  MI. 

Ce  résultat  s'aperçoit  également  sans  difficultés  en 
construisant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  consi- 
dérée soit  comme  épicycloïde,  soit  comme  enveloppe 
d'une  courbe  entraînée  dans  un  mouvement  épicycloï- 


(   -'79  ) 
dal,   au   nioyeii  de  rune  ou  de  l'auLie  des  deux  règles 
dounées  par  Euler. 

Les  paraboles  j '«  =  Ax"  comprennent  les  paraboles 
proprement  dites  quand  ///  et  n  sont  de  même  signe  et 
les  hyperboles  quand  ils  sont  de  signes  contraires. 

Ces  courbes  jouissent  de  cette  propriété,  utilisée  pour 
la  quadrature  de  leurs  segments,  que  deux  tangentes 
quelconques  interceptent,  sur  l'un  ou  l'autre  des  axes 
de  coordonnées,  une  longueur  en  rapport  constant  avec 
la  ditrérence  des  cooi"données  correspondantes  de  leurs 
points  de  contact.  Par  le  fait,  le  rayon  de  courbure 
s'exprime  séparément  en  fonction  de  cliacun  des  seg- 
ments que  nous  avons  considérés  jusqu'ici. 

Les  mêmes  notations  que  précédemment  étant  con- 
servées pour  le  cas  actuel,  on  a  les  formules 


sinO 

= 

n 

— 

m 

sin  B 
a 

= 

m 

— 

n 

sin 

A 

K 

n 

m 

b 

et,  dans  le  cas  des  axes  orthogonaux, 


P  = 


Nous  retrouvons,  en  particulier,  au  moyen  de  ces 
formules,  les  résultats  obtenus  antérieurement  pour  la 
parabole  et  sa  développée. 


lIi\E  APPLICATIOX  ELÉllEATAlRE  Dl  THÉORÈME  D'ABEL; 

Par  m.  Fritz  HOFMANN. 


Problème.  —  Co72struirelnJonuulepo   /'cos(A  +  R) 
par  In  méthode  à' Ahel. 


(  P.8o  ) 
1.   Envisageons  l'équation 

(i)  {x-^a)\/x  — b^\  — x  =  o 

OU 

(2)  {x -\- a^x  —  b-^(i  —  x)  =  o  =  f{x). 

Les  trois  racines  X),  Xo,  x-^  de  l'équation  (2)  dépen- 
dent des  valeurs  des  constantes  a  et  b  (tandis  que  réci- 
proquement ces  constantes  a,  h  sont  déterminées  par 
les  valeurs  de  deux  de  ces  racines). 

Supposons  des  valeurs  quelconques  attribuées  à  ces 
constantes  «,  ^,  alors  l'équation  (2)  nous  fournirait  aussi 
trois  expressions  analytiques  pour  les  racines  x^ ,  0:0,  ^^3. 
Nous  ne  formerons  pas  ces  expressions  ;  leur  existence 
nous  assure,  premièrement,  que,  pour  des  variations  in- 
finiment petites  de  a  et  h,  les  racines  X) ,  jTo,  X3  varient 
aussi  infiniment  peu,  et  deuxièmement  qu'il  est  possible 
de  tenir  séparées  l'une  de  l'autre  ces  trois  racines  de 
l'équation  (2)  pendant  un  mouvement  continu  des  va- 
leurs de  a  et  b. 

L'équation  (i)  permet  les  transformations 

(3)  {x  -h  a)x  =  b  \/x  —  x-, 
(4j                           {X-+- a)\/x  —  x^=  b{i  —  x) 

que  nous  allons  employer  tout  de  suite. 

D'après  ce  que  nous  avons  établi,  il  est  permis  de  dif- 
férentier  par  rapport  à  «,  Z»,  x  l'équation  (  2) 

fix)  —  (x^a]^x  —  b^{i~  x)—  o  =  (x  —  Xi)(x  —  x.2){x  —  x^), 

où  X  est  employé  pour  marquer  une  des  trois  racines 
X),  jTo,  0:3.  Nous  trouvons 

f'{x)dx  -\-  ■2{{x  -1-  a)xcla  —  6(1  —  x)db]  =  o. 

En  substituant  les  expressions  (3)  et  (4),  on  a 

f'{x)dx  =  -i[\x  -\-  a)  v/.r  —  x- db  —  b  \J x  —  .r-'r/«] 
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ou 

dx  {x  -T-  a) db  —  h da 

\] X  —  .r^  J  \^) 

En  subslituanl  les  trois  lacines  X) ,  .x'o,  x-^  et  en  ajou- 
tant, ou  en  tire 


{x  -T-  d)db  —  b  da 


^fl 


où  le  signe\   se  rapporte  aux  trois  dillérentes  racines 

X,,  X21  X3,  et  où   les  limites  de  l'intégrale  à  droite  se 
déterminent  par  la  position  initiale  et  finale  des  valeurs 

«  et  Z». 

r  ,                 .       V^  (x  -^  a  db  —  b  da    ,  ,  • ,  •  1 

L  expression  >    ^ — r s  évanouit  identique- 
ment. Pour  voir  cela,  rappelons  la  formule  connue 

o(.'r)_  <?(^) 

/{x)  {x  —  Xi)(x X.2)(X  —  X3) 

♦      (x  —Xi)/'{Xi)  {X  —  X.2)f\x.2)'^{x  —  X-i)f\Xi)' 

qui  nous  donne 

(x  +  a)db  —  b  r'a  _  {xx  -f-  à)  db  —  b  da 
TÛO  "      {x—Xx)f\Xx) 

{x<i  -4-  a)  db  —  b  da       (r  3 + «)  db —  b  da 

{X  —  X.-,)f'{X2)      "^      {x—X3)f'{Xi) 

En  multipliant,  on  en  tire 

,    ,         (x,-^a)db  —  bda  ,  .. 

(x-{-a)db  —  bda=  -r, [x  —  Xoj^x — x-^) 

J  l-^i) 

(x=,-\-a)db~bda  .  .. 

il)     •:  H-  j^^ {x-x,)(x-x,) 

(xs-ha)db — bda,  ., 

-"' J77^^^ {X-Xi){x  —  Xi); 

ce  qui  est  une  idi-ntilé. 


(     282    ) 

A  droite  de  (7),  le  coefficient  de  x-  est  justement  la 

V^  (x  -\-  à)  db  —  b  da  .1    ^         1  •  '  1 1       j  ' 

somme  >   -rn-, — r j  et  il  laut  bien  nu  elle  s  eva- 

iiouisse,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  deuxième  puissance  de  x 
à  gauche. 

Donc  l'équation  (6)  nous  donne  d'abord 

t/o       \  X  —  X-       c/o       s  X  —  X^       Jq       ^x  —  x^ 

Il  s'agit  maintenant  d'établir  Ja  dépendance  des  trois 
racines  X(,  x^f  x^  entre  elles.  Etant  données  Xi  et  X2, 
on  les  substituera  dans  (1)  pour  obtenir  les  valeurs  de 
a  et  b  en  fonction  de  X(  et  Xo, 

[  {Xi,-^a)s/xi  —  b\/i  —  Xi  =  o, 

(9)  /_  . 

(  {x.2-\-  a)^Xi — èy/i  —  x^^^  o. 

En  éliminant  a,  on  trouve,  après  quelques  réductions 
faciles, 

(10)  b  =—  \/xi  \/x.2Wxi  \/i  —  x.2-\-  ^  X~i  \J  \  -l-  a?i). 

Mais,  par  l'équation  (2),  on  apprend  que  le  jiroduit 
des  trois  racines  x,,  Xi,  X3  est  égal  à  b-  ;  donc 

(11)  ^3=  (v^  /i  —  :r2  -i-  s/x^sj \  —  x^Y . 

On  en  conclut  que  X3  =  o  pour  .r,  =  o,  X2=o^ 
donc  C  =  o  dans  l'équation  (8).  Elle  se  transforme  en 

,      .         C^^       dx  C^°       dx  C^^       dx 

(12)  1  -^  f  -4-  I  —  o. 

Nous  voilà  à  même  de  formuler  le  théorème  suivant  : 

Quand  il  existe  entre  les  trois  'valeurs  x,,  X2,  x^ 
la  relation  (12),  o/z  a  en  même  temps 


OCz 


—  \s/ ^\  y/i  —  •î^2-i-  \J ^1  /i  —  -^1  )" 
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II.  Faisons  la  substilulion  X  = — ^ — -;  alors  les  ré- 
ductions nécessaires  faites,  le  même  théorème  s'énonce 
comme  il  suit  : 

Étant  donné 

r''      dz  r'"-      dz  r"'      dz 

(i3)         /       y^^  +  Z       -y===-/       7=,' 

on  a  en  même  temps 


(i4)  ^3=v/(i  — -ï)(i 


'4) 


Mais  les  équations  (i3)  et  (i4)  contiennent  la  solu- 
tion du  problème  proposé. 
Posons 

Jo       \/l  —  z^ 
«-   0       V  I  —  ^ 

A  -i-  B  =  G'. 
On  a 

^1  =  sinA,         ^o=sinB,         ^3  =  cosC  =  cos(A -+- B). 

L'équation  (i4)  nous  dit  que 

Zj  =  cos(A  -h  B)  =  cosA  cosB  —  sin A  sinB.       c.  q.  f.  d. 
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HECTJFICATIO^'; 

Par  m.  II.  PIGQUET. 


M.  Brisse  veut  bien  me  communiquer  un  aiLieh^  de 
M.  Lefèvre  (^Nouvelles  Annales,  i884  i  p-  5),  où  il  con- 
struit, comme  je  l'ai  fait  moi-même  dans  le  dernier 
numéro  de  ce  Recueil,  les  points  doubles  de  la  projec- 
tion de  l'intersection  de  deux  cônes  du  second  degré.  Je 
dois  concbire  de  là,  suivant  une  locution  usitée,  que 
j'ai  enfoncé  une  porte  ouverte,  et  je  prie  M.  Lefèvre  et 
les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  de  croire  à  tous 
mes  regrets.  Ajouterai-je  cependant  qu'une  opinion  ré- 
pandue parmi  certains  élèves  de  Mathématiques  spé- 
ciales, à  Paris,  étant  qu'on  ne  peut  pas  construire  ces 
points  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  j'ai  été  con- 
duit par  là,  depuis  nombre  d'années,  à  expliquer,  sinon 
dans  ses  détails,  au  moins  dans  son  ensemble,  la  solu- 
tion dont  il  s'agit. 

Cela  posé,  M.  Lefèvre  me  permettra  peut-être  quel- 
ques critiques  de  détail. 

1°  Après  avoir  fait  observer  que  les  points  cherchés 
forment  le  couple  commun  à  deux  involutions  définies 
chacune  par  deux  couples,  M.  Lefèvre  ajoute  qu'on 
devra  s'arranger  de  façon  que  les  points  doubles  de 
chaque  involution  soient  réels.  On  sait  que  cela  n'est 
pas  nécessaire  et  que  l'on  peut  construire  les  points 
cherchés  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  points  dou- 
bles. La  construction  que  j'ai  indiquée  par  cinq  cercles 
et  celle  que  je  vais  en  déduire  en  sont  la  preuve. 
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■2"  M.  Lcfèvrc  irailc  seulement  le  cas  où  les  plans  limites 
sont  réels  :  il  doit  elleclivement  être  traité  à  part.  JMais 
si  la  droite  qui  joint  les  sommets  est  à  l'intérieur  des 
deux  cônes,  il  n'y  a  pas  de  plans  limites,  et  ce  n'est  pas 
un  cas  parliculier.  II  est  donc  indispensaLle  d'avoir  une 
construction  indépendante  des  plans  limites,  et  voici 
celle  que  je  propose  définitivement  pour  le  cas  général  : 
c'est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de 
celle  que  j'ai  donnée  par  cinq  cercles,  et,  comme  celle  de 
M.  Lefèvre,  elle  n'en  emploie  qu'un  seul,  qui  est  d'ail- 
leurs arbitraire;  elle  m'a  été  suggérée  par  une  observa- 
tion de  mon  collègue  IM.  Fouret. 

Soient  aa\  hh'  les  couples  de  points  d'intersection  de 
la  droite  des  points  doubles  avec  les  projections  des 
couples  de  génératrices  fournis  dans  les  deux  corps  par 
un  même  plan  auxiliaire;  ce'  et  âcV  les  couples  fournis 
par  un  autre  plan  auxiliaire. 

On  tracera  un  cercle  quelconque  dans  le  plan  et  Ion 
prendra  arbitrairement  un  point  A  sur  ce  cercle.  On 
joindra  ce  point  aux  points  a,  a' ,  Z>,  Z>',  c,  c',  d,  d'  par 
des  droites  qui  couperont  le  cercle  en  a,  a',  [3,  [3',  y,  y', 
0,  ô'.  On  joindra  aa'  et  [i^'  qui  se  couperont  en  s; 
y^j''  et  oo'  qui  se  couperont  en  r, .  La  droite  îr,  coupera 
le  cercle  en  deux  points  P  eZ  Q  qid,  joints  au  point  A, 
détermineront  deux  droites  sur  lesquelles  sont  les  points 
doubles  cherchés. 

Si  l'on  veut  démontrer  directement  ce  résultat,  il 
suffit  d'observer  que  les  couples  a«',  bb'  et  celui  des 
points  doubles  étant,  d'api'ès  le  théorème  de  Desar- 
gues, conjugués  à  un  même  couple,  les  trois  droites 
aa',  ,3|j'  et  PQ  sont  concourantes-,  de  même  pour -'v',  oo' 
et  PQ. 

Un  grand  nombre  des  droites  du  tracé   figurent  déjà 
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sur  l'épure,  si  l'on  a  soin,  comme  le  fait  M.  Lefèvre, 
de  faire  passer  le  cercle  arbitraire  par  la  projection  ho- 
rizontale du  sommet  de  l'un  des  cônes. 

Remarque.  —  Si  les  deux  corps  ont  une  génératrice 
commune,  l'un  des  points  doubles  est  connu  :  c'est  le 
point  d'intersection  de  la  projection  de  cette  droite  et 
de  la  droite  des  points  doubles  ;  l'autre  s'obtiendra  donc 
par  la  règle  seule  comme  sixième  point  d'une  involu- 
tion. 


COXCOIRS  D'ADinSSIO\  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIE  EX  1885. 


Composition  de  Mathématiques . 

Par  les  deux  foyers  d'une  ellipse  fixe,  on  fait  passer 
une  circonférence  variable  : 

i''  A  quelle  condition  doit  satisfaire  cette  ellipse  pour 
que  la  circonférence  puisse  réellement  la  rencontrer  en 
quatre  points,  et  dans  quelle  portion  du  petit  axe  doit-on 
placer  le  centre  du  cercle  pour  qu'il  y  ait  etïectivement 
quatre  points  réels  d'intersection  ? 

2"  En  cliacun  des  points  d'intersection,  on  mène  les 
tangentes  à  l'ellipse  5  ces  quatre  droites  forment  un  qua- 
drilatère :  lieu  des  sommets  de  ces  quadrilatères,  quand 
le  cercle  varie. 

3°  Quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  côtés 
de  ce  quadrilatère  avec  ceux  d'un  autre  quadrilatère 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  centre  de  l'el- 
lipse? 

4"  On  considère  les  tangentes  communes  au  cercle  et 
à  l'ellipse  :  lieu  de  leurs  points  de  contact  avec  le  cercle. 


{  •■'-8:  ) 

Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  Chine  et  à  teintes  plates  le  lavis 
d'un  cylindre  terminé  par  deux  demi-splières.  La  sur- 
face du  solide  sera  supposée  dépolie.  Le  rayon  lumineux 
est  le  rayon  ordinaire  à  43''- 

On  ne  passera  pas  de  teinte  sur  le  fond.  Les  traits  du 
cadre  et  les  contours  apparents  du  solide  seront  passés  à 
l'encre  avant  de  laver. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Un  cerc^'e  de  o™,io  de  diamètre,  situé  dans  le  plan  de 
front  P,  se  projette  horizontalement  sur  une  parallèle 
aux  petits  côtés  et  à  o™,  ii  du  bas  de  la  feuille.  Son 
centre  se  projette  verticalement  sur  la  ligne  qui  divise 
la  feuille  en  deux  parties  égales  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur, à  o™,  28  du  bas.  On  le  prend  comme  cercle  géné- 
rateur de  deux  tores  pleins  ayant  pour  axes  les  tangentes 
à  la  circonférence  en  son  point  le  plus  à  gauche  et  en 
son  point  le  plus  haut  :  t"  on  tracera  complètement 
l'intersection  des  deux  surfaces,  en  indiquant  les  con- 
structions elfectuées  pour  en  obtenir  un  point  quel- 
conque et  la  tangente  en  ce  point;  2°  on  représentera  par 
ses  projections  le  solide  commun  aux  deux  tores,  en 
retranchant  la  partie  de  ce  solide  située  en  arrière  d'un 
plan  de  front,  placé  lui-même  à  o'^^oa  en  arrière  du 
plan  P. 

Composition  de  Trigonométrie . 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle, 
rt  =r  46751"",  38,         6  =  58o  (7"'.2g.         r  =  37694"". 06: 
déterniiiu'i'  les  trois  angles,  et  la  surface  en  hectares. 


(  288  ) 
CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECllMOlE  E.\  1885  ('). 


Composilioii  de  Mathéinatiques . 

On  donne  un  cercle  et  une  tangente  fixe  à  ce  cercle. 
On  considère  une  conique  variable,  ayant  pour  foyer  le 
centre  du  cercle  et  pour  directrice  correspondant  à  ce 
foyer,  la  tangente  donnée  : 

i"  En  un  point  d'intersection  de  la  conique  et  du 
cercle,  on  prend  la  tangente  du  cercle  et  son  second 
point  de  rencontre  avec  la  conique.  Quel  est  le  lieu  de 
ce  point? 

2"  Quel  est  le  lieu  du  point  de  contact  de  la  conique 
avec  une  tangente  commune  à  cette  conique  et  au 
cercle:' 

On  aura  soin  de  distinguer,  sur  chacun  de  ces  lieux 
géométriques,  les  parties  pour  lesquelles  la  conique  va- 
riable est  une  ellipse,  et  les  parties  pour  lesquelles  cette 
conique  est  une  hyperbole. 

Composition  de  Gcomélrie  desci'iptive. 

Deux  circonférences  de  o'",i6  de  diamètre,  situées 
respectivement  dans  les  deux  plans  de  projection,  ont 
leurs  centres  dans  un  même  plan  de  profil  P,  et  à  o'",i6 
de  la  ligne  de  terre,  l'un  en  avant,  l'autre  au-dessus  de 
cette  ligne.  Chacune  de  ces  circonférences  sert  de  direc- 
trice à  un  cône  dont  le  sommet  se  trouve  sur  l'autre  cir- 
conférence en  son  point  le  plus  à  gauche. 


(*)  Sujets  donnés  à  quelques    élèves  qui   n'ont  pu    composer  que 
plus  lard. 
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Les  doux  (unes  ('tant supposés  pleins,  r(>présentcr,  par 
ses  projeetions  sur  \v.  plan  horizontal  et  sur  le  plan  P, 
le  solide  qui  leur  est  eonimun,  en  supprimant  la  partie 
de  ee  solide  située  à  droite  d'un  j)lan  de  [)iolil  placé 
à  ()'",  02  à  gauche  du  plan  P. 

On  prendra  comme  ligne  de  terre  la  droite  joignant 
les  milieux  des  grands  côtés  du  cadre. 


AIJRÉ(JVTIO\  DES  SC1E\CES  MATHÉMATIQUES 
(COXtOlRS  DE  188.;). 


ÉPREUVES      POUR      I.'.VDMISSnJILITl':. 

Mathématif/ues  spéciales. 

Etant  donnés  une  sphère  S  et  un  petit  cercle  C  de 
cette  sphère,  on  propose  : 

i"  De  montrer  qu'il  existe  deux  paraboloïdes  passant 
par  le  cercle  C  et  touchant  la  sphère  en  un  point  M 
donné  sur  sa  surface;  former  les  équations  des  deux  pa- 
raboloïdes ; 

2"  Trouver  \e  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  cor- 
respondant aux  divers  points  M  de  la  surface  S  ; 

3°  A  un  point  M  et  au  point  M'  diamétralement  op- 
posé sur  la  surface  de  la  sphère  correspondent  quatre 
paraboloïdes  qui,  combinés  deux  à  deux  d'une  manière 
convenable,  ont  une  ligne  commune  autre  que  le 
cercle  C5  déterminer  la  surface  engendrée  par  cette 
ligne  commune  lorsque  le  diamètre  MM'  prend  toutes 
les  directions  possibles. 

Ma tli énintiq lies  éléinen tairr^s . 

Déterminer  les  aJigles  B  et  C  dun  triangle  ABC,  con- 
naissant l'angle  A,  le  côté  opposé  a  et  le  pioduit /7i<7.- 

y^/in.  de  Mdilirmat.,  'S'  série,  t.  V.  (Juin  1886.)  Kj 
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des  portions  BB<,  CC)  des  Lisseclrices  inlérieuies  com- 
prises entre  les  sommets  B,  C  et  l(;s  côtés  opposés  AC,  AB. 
Résoudre  le  même  problème  lorsqu'on  donne  le  pro- 
duit ma-  des  portions  BBo,  CC2  des  bissectrices  exté- 
rieures comprises  entre  les  sommets  B,  C  et  les  côtés 
opposés;  discuter  les  résultats  obtenus,  suivant  les  posi- 
tions des  points  Bo  et  Co  par  rapport  aux  sommets  A 
et  G,  A  et  B. 

Composition  tirée    de  certaines  parties,    rlésignées 
à  l'avance,  du  programme  de  la  JAcence. 

Théorie.  —  Tliéorie  du  contact  de  deux  surfaces. 
Surfaces  osculatrices.  Déterminer,  sur  une  surface 
donnée,  les  points  où  elle  peut  avoir  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  sphère,  et  ceux  où  elle  j)eut  avoir 
un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  surface  du  second 
degré;  montrer  qu'en  ces  derniers  points  les  asymptotes 
de  l'indicatrice  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec 
la  surface  donnée  et  que  la  réciproque  est  vraie. 

Application.  —  On  donne  une  parabole  représentée 
en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

;;  =  o,        j'2  —  2  inx  =  o  ; 

déterminer  une  surface  du  troisième  degré,  symétrique 
par  rapport  au  plan  des  xy.,  et  admettant  pour  ondjilics 
tous  les  points  de  la  parabole  donnée.  lndi(pier  la 
forme  de  la  surface.  Déterminer  les  lignes  asympto- 
tiques  et  discuter  la  forme  de  leurs  projections  sur  le 
plan  de  la  parabole. 

ÉPREUVES  DÉFINITIVES. 

Composition  d  .Analyse  et  de  Mécanicfue. 

Un  point  matérifd,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
surface  de   révolution,  est  uniquement  sollicité  |)ar  la 
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lojco  qui  pioviciiL  tics  résistances  passives  cl  qui  est  di- 
rigée en  sens  contraire;  de  la  vitesse.  Trouvci*  les  équa- 
tions du  mouvement  du  point;  en  déduire  que  la  tra- 
jectoire est  une  ligne  géodésique  et  (pi'elle  fait  avec  les 
parallèles  qu'elle  rencontre  des  angles  dont  le  cosinus 
varie  en  raison  inverse  du  rayon  de  ces  parallèles. 

On  donne  un  parallèle  d'une  surface  de  révolution  S 
et  l'on  considère  un  tube  très  étroit  dont  l'axe  est  dirigé 
suivant  la  ligne  géodésique  de  S  qui  touche  en  un 
point  A  le  parallèle  donné.  Le  tube  renferme  un  point 
matériel  M  attiré  vers  l'axe  par  une  force  dirigée  sui- 
vant la  perpendiculaire  MP  abaissée  du  point  sur  l'axe, 
et  égale  à  A;' H-  B,  A  et  B  désignant  des  constantes  qui 
ne  sont  dans  aucun  cas  négatives,  et  ;•  la  distance  INIP. 
Quelle  doit  être  la  forme  de  S  pour  que  le  point  M, 
abandonné  sans  vitesse  à  l'action  de  la  force  donnée, 
arrive  au  point  A  au  bout  d'un  temps  donné,  quel  que 
soit  le  point  de  départ.  iJiscuter  la  forme  de  la  méri- 
dienne de  S  et  indiquer  quelques  (;as  où  l'intégration 
peut  s'effectuer  complètement, 


Epure. 

Construire  les  projections  de  l'intersection  d'un  tore, 
dont  l'axe  est  vertical,  avec  une  sphère  bitangente  an 
tore;  l'un  des  points  de  contact  est  situé  sur  le  paral- 
lèle le  plus  élevé  du  toi-e,  à  l'extrémité  droite  rie  son 
diamètre  de  front, 

Ccilcul . 

Déterminer  les  coordonnées  des  pieds  des  normales 
menées  par  lui  point  dont  les  coordonnées  i'ectani;u- 
1  aires  sont 

x  =  \,        y  =  9. 


il  IV'llipse  rcpiéscnléc  par  l'équaLion 

•*"  -H  iy-  =  i6. 

SUJETS   I)K    LEÇONS. 

Ces  sujets  diUèrent  très  peu  de  ceux  fjui  oui  élé  Irailés 
eu  i<S8i,'i88'>.,  i88;Un  1884. 


COXr.OIRS  D'AnM!SSîO\  A  L'ECftLE  CENTRALE  EX  !88:>. 

nrrxiÈMF.  session. 


Géométrie  aiialjtitiiie. 

On  donne,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnëe.s 
rectangulaires  Ox,  Oy  et  une  droite  AB  définie  par  son 
coefficient  angulaire  m  et  son  ordonnée  à  l'origine  ô,  et 
l'on  demaude  : 

1"  De  trouver  la  direction  des  diamètres  des  para- 
l)ol(îs  tangentes  à  l'axe  des  j^  au  point  B  où  il  est  coupé 
par  la  droite  ÂB  et  ayant  leurs  foyers  sur  celle  dernière 
droite  5 

2°  D'écrire  l'équation  générale  de  ces  courbes  ; 

3"  De  construire  le  lieu  de  leurs  sommets^ 

4  '  1^6  construire  le  lieu  des  points  où  leurs  tangentes 
sont  parallèles  à  l'axe  des  x\ 

5"  De  construire  le  lieu  des  pôles  de  l'axe  des  x  rela- 
tivement aux  paraboles  considérées. 

(En  d'autres  termes,  par  les  deux  points  d'intersec- 
tion de  chaque  parabole  avec  l'axe  des  x^  on  mène  des 
tangentes  à  la  courbe  et  l'on  demande  de  trouver  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  ces  tangentes.) 


(  ^^9.'^  ) 

Triangle. 

Calculer  lus  angles  et  la  surface  d'un  triangle,  con- 
naissant les  trois  côtés 

a  =  254'3"')  i3o,         b  =  i332"',7:5i,         c  =  2597'",  HoS 

Epave. 

On  demande  de  construire  les  projections  et  le  dc\>e- 
loppeinent  de  la  partie  de  la  surfdce  des  deux  nappes 
d'un  cône  de  révolution  coniprise  entre  la  surface  d'un 
cube  et  celle  de  la  sphère  inscrite  dans  ce  cube  5  le  cube 
et  la  sphère  sont  supposés  transparents. 

Le  cube,  dont  le  côté  a  o'",ioo,  est  situé  dans  le  dièdre 
antérieur  supérieur  et  deux  de  ses  faces  sont  dans  les 
plans  de  projection. 

Le  cône  a  son  sommet  au  point  le  plus  haut  de  la 
sphère  inscrite,  son  axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
et  son  angle  au  sommet  est  de  !  2o'\ 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  obtenir  un  point  quelconque  des  projec- 
tions et  du  développement  des  lignes  d'intersection  et 
les  tangentes  en  ces  points. 

Ces  constructions  seront  succinctement  e:xpliquées  à 
l'aide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur .  —  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur.  —  Intersections  de  surfaces. 

Placer  la  ligne  de  terre  à  égale  distance  des  grands 
côtés  de  la  feuille,  et  les  projections  du  centre  du  cube 
à  o'",ioo  du  bord  gauche  du  cadre. 


(  294  ) 

Physujiic. 

On  fait  passer  dans  un  réservoir  vide  d'air,  mais  dont 
les  parois  sont  mouillées  d'eau,  une  masse  d'air  du  poids 
de  i''»,ii9.  Quand  l'eau  qui  mouillait  les  parois  du  ré- 
servoir s'est  vaporisée  totalement,  l'état  hygrométrique 
de  l'air  mis  en  expérience  est  |. 

Sachant  que  la  pression  reste  constante  dans  le  réser- 
voir et  égale  à  'joo'""'  ; 

Que  la  température  est  3o"G.  ; 

Que  la  force  élastique  maximum  de  la  vapeur  d'eau 
\\  3o"  est  3  !•"'",  5; 

Que  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz  est  Trfj; 

Que  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  est  |; 

Que  le  poids  de  i^''  d'air  sec  à  o"  et  à  760"""  est 
iS'-,293, 

On  demande  : 

i"  Le  volume  occupé  par  l'air  humide-, 

2"  Le  poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée. 

Clùviie. 

L  Recherche  de  l'arsenic  dans  les  cas  d'empoisonne- 
ment 5  appareil  de  Marsh. 

II.  Quel  poids  de  l'alliage  de  formule  AsZn^  faut-il 
employer  pour  obtenir  12'''  d'arséniure  d'hydrogène  me- 
surés secs  sous  la  pression  de  748'"'"  de  mercure  et  à  la 
température  de  21° G.? 

Poids  du  litre  d'hydrogène   arsénié  à  o"  et  à  760""" 

de  pression 3^' ,  49 

Coefficient  de  dilatation  des  gaz o,oo367 

/  Arsenic 75 

Equivalents  en  poids  '   Hydrogène i 

\  Zinc 33 
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niKOHÈlIE  SUR  LES  COIRBES  ALGÉBRIQLES  ET  LE  CERCLE; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE. 


Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  ries  points  d'in- 
tersection d 'une  courbe  algébrique  de  degré  quelconque 
donnée,  et  d'un  cercle  de  centre  fixe,  et  de  rayon  va- 
riable ^  est  un  point  fixe. 

Prenons  pour  axes  de  coordonïiées  deux  droites  rec- 
tangulaires menées  par  le  centre  fixe  O  du  cercle  va- 
riable. L'équation  de  ce  cercle  sera 

(f)  ^2^72=  R2, 

R  étant  un  paramètre  variable;  celle  de  la  courbe  algé- 
brique pourra  s'écrire 

i  —  n 
(2)  ^yi\n-i-=0, 

i  =  0 

X„   /  désignant,  d'une  manière  générale,  un  polynôme 
du  degré  n  —  /  en  x 

La  démonstration  du  théorème  exige  que  l'on  mette 
en  évidence  la  parité  de  n.  Elle  se  fait,  d'ailleurs,  abso- 
lument de  même  dans  l'un  et  l'antre  cas.  Pour  fixer  les 
idées,  nous  supposerons  n  pair,  n  =  ip. 

L'équation  (r>,)  pourra  alors  s'écrire,  en  faisant  passer 
tous  les  termes  à  puissances  impaires  en  y.,  dans  le  se- 
cond membre, 


(  296  ) 
Elevant  les  deux  membres  de  cette  équation  au  carré, 
nous  avons 

i~P J=P 

i  =  p—l  /  =  /)— 1 

Eliminant  j-  entre  cette  équation  et  l'équation  (i), 


on  a 


i=p—l i=p—\ 

=  22  i'^'-^^y-^'^'^^iP-i)-^^ 


équation  aux  abscisses  des  points  d'intersection  du  cercle 
et  de  la  courbe  algébrique  donnée.  Calculant  les  coeffi- 
cients des  deux  termes  du  degré  le  plus  élevé,  on  trouve 

-p  i=p 


''22    -^  l)'^^«2(P-Ô^2(P-/) 
L/=U  7  =  0 

i  =  p-\  J  —  p  —  l  "1 

r'  =  p  i=p 
-f-  x'*p-^  1  "S  'S  ^~  \y+}[cii,p^i  bi,p_j. -4-  a2;/;-y) brp-i,\ 

I. 


i=p—l  /  =  ;'-! 


-    2        2  '^~^'''^''[^2(/;-0-l^2a'-y)-i-'-«2(p-y)-l*2(p-/)-i]M-."=O. 


1=0         ;=0 


Les  coefficients  de  ces  termes  sont  indépendants  du  pa- 
ramètre variable  R5  on  verrait  de  même  qu'il  en  est 
ainsi  pour  l'équation  en  j  :  le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 


(  ^97  ) 
Trausformanl  ce  théorônie  pai-  polaiics  réciproques. 
(Ml  prenant  pour  conique  directrice  un  cercle  concen- 
trique au  cercle  de  rayon  variable,   on   a  ce  ihéoième 
corrélaliC  : 

La  polaire  d' un  poiiil  par  rapport  aux  tangentes 
communes  à  un  cercle  de  rayon  variable ,  ayant  ce 
point  pour  centre,  et  à  une  courbe  algébrifjuc  de  degjé 
quelconque,  donnée,  est  une  droite  Jixe. 

La  trausfonnation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
donne  cet  autre  théorème  : 

Le  centra  harmonique,  relaliuevient  à  un  point,  des 
points  d'intersection  d'un  cercle  de  rajon  variable 
ayant  ce  point  ])our  centre  et  d'une  courbe  algébrique, 
de  degré  quelconque,  donnée,  est  un  point  fixe. 

Le  tliéorèine  qui  vient  d'être  démontré  est  particu- 
lièrement intéressant  dans  le  cas  des  coniques. 

Si  l'on  rapporte  une  conique  à  centre  à  ses  axes  Ox 

et  Oy, 

b'X'  ^  a-j-  —  a-  L)-  —  o, 

et  qu'on  coupe  cette  conique  j)ar  un  cercle  de  centime  lo, 

on  a,  pour  l'équation   aux  abscisses  des  points  d'inter- 
section de  ces  deux  courbes, 

(a- —  b'^)-.r'* —  \'xa-(a-—  b'-}x-^ h-  .  .  .  =  o. 

Si  donc  (X,  \  )  est  le  centre  de  gravité  G  de  ces  points 
d'intersection,  ou  a 

, ..  ,.        aa^ 

c- 

On  trouverait  de  même 


(  '^9^  ) 
Si  l'on  rap[)roclic  ces  forniules  de  celles  qui  ont  été 
données,  dans  les  Nouvelles  Aimales,  niènie  tome, 
p.  109,  par  M.  R.  Godefroy,  ou  voit  que,  si  (X),j)), 
(jCo,  jo),  {•'^31  J%)  sont  les  centres  des  systèmes  de 
cordes  communes  au  cercle  et  à  la  conique,  on  a 

Des  formules  (3)  et  (4)  on  déduit  les  suivantes  : 
X       Y 

Y  ___  62   p 

X  «2    3t 

qui  montrent  c|ue  le  point  G  est  à  la  rencontre  de  la 
droite  qui  joint  les  projections  du  centre  10  du  cercle, 
sur  les  axes  Ox  et  Oy  de  la  conique,  et  du  diamètre 
conjugué,  dans  cette  conique,  de  la  symétrique  de  la 
droite  O  o>  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  xOj. 

Le  théorème  précédent  est  susceptible  de  diverses 
applications  : 

Veut-on,  par  exemple,  connaître  le  point  P  où  la  co- 
nique est  rencontrée  par  le  cercle  osculateur  en  un  de 
ses  points  que  nous  appellerons  IMP  Soit  co  le  centre  de 
courbure  répondant  au  point  M.  Du  point  to  nous  dé- 
duisons, par  le  moyen  qui  vient  d'être  indiqué,  le 
point  G.  Le  point  P  se  trouve  sur  la  droite  MG,  pro- 
longée du  côté  du  point  G,  de  la  longueur  GP  :=  3  MG. 

Nous  nous  bornerons  là.  Le  lecteur  apercevra  facile- 
ment d'autres  applications  du  théorème  énoncé  dans 
cette  Note. 


(  ■'^pp  ) 


IMIOBLEMË. 


I.  Trouver  l'équation  générale  tics  cylindres  du  secoud 
degré  passant  par  les  six  sommets  d'un  octaèdre  régulier. 

II.  Parmi  ces  cylindres,  trouver  celui  dont  les  géné- 
ratrices rectilignes  ont  une  direction  donnée. 

III.  Sur  la  splièr(;  circoiiscrite  à  l'octaèdre,  les  quatre 
grands  cercles,  dont  les  plans  sont  parallèles  aux  laces, 
déterminent  huit  triangles  et  six  quadi'ilatères.  Si  le 
rayon  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  perce  la 
sphère  dans  un  triangle,  le  cylindre  est  elliptique^  s'il 
la  perce  dans  un  quadrilatère,  le  cylindre  est  hyperbo- 
lique. 

IV.  Dans  le  dernier  cas,  la  répartition  des  sommets 
de  l'octaèdre  sur  les  deux  nappes  du  cylindre  se  distingue 
de  la  manière  suivante.  Les  six  sommets  sont  sur  trois 
grands  cercles  dont  chacun  en  contient  quatre.  Un 
quelconque  des  six  quadrilatères  a  pour  diagonales  deux 
de  ces  grands  cercles,  qui  le  partagent  en  quatre  triangles, 
ayant  pour  sommet  commun  un  sommet  A  de  l'octaèdre. 
L'extrémité  du  rayon  parallèle  aux  génératrices,  étant 
dans  le  quadrilatère,  se  trouve  dans  un  de  ces  quatre 
triangles.  En  prolongeant  les  deux  grands  cercles  diago- 
naux, qui  sont  côtés  de  ce  triangle,  au  delà  du  sommet  A, 
et  prenant  sur  chacun  d'eux  le  sommet  de  l'octaèdre 
le  plus  voisin  qu'on  y  rencontre,  on  a  les  deux  sommets 
(|ui,  avec  A,  sont  sur  une  même  nappe  du  cylindre.  Les 
trois  autres  sommets  sont  sur  l'autre  nappe. 


P,01)     ) 


CORRESPO\iUKCE, 


Exlrait  d'une  Lellre  de  M.  d''Oca^ne.  —  J'ai  re- 
marqué autrefois  Ja  formule  (3)  de  l'intéressant  Mé- 
moire iS"»/'  les  lignes  de  poursuile  de  IM.  Cesaro,  conlenu 
daiis  Je  numéro  de  février,  p.  66,  et  j'ai  donné,  aux 
notations  près,  cette  formule  dans  le  Bulletin  de  Ici  So- 
ciété nidthéniatifiue  de  France  (t.  XI,  p.  \^\\  i883), 
en  en  déduisant  le  théorème  que  voici  : 

Si,  par  chacun  des  deux  points  (l'un  poufsuiuan/., 
l'autre  poursuivi)^  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
la  vitesse  de  i autre,  les  droites  ainsi  menées  se  coupent 
en  un  point.  La  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point 
sur  la  direction  de  la  résultante  des  deux  vitesses  passe 
par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  de  poursuite. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  F.  Dumont,  professeur 
au  Ijcée  de  Bourg.  —  On  remarque,  dans  le  numéro 
de  féviûer  188G  du  Bulletin  des  Sciences  niathématic/ues, 
l'analyse  d'un  Ouvrage  allemand  contenant  des  applica- 
tions d'un  nouveau  système  de  coordonnées  dit  de 
Schwering. 

Ce  système^  vrai  réciproque  de  celui  de  Descartes,  et 
dont  M.  d'Ocagnc  a  récennnent  donné,  dans  votre 
Journal,  d'intéressantes  applications,  n'est  pas  d'origine 
étrangère.  Le  système  des  coordonnées  parallèles  a,  en 
elï'et,  été  indiqué  par  Cliasles  dans  son  Mémoire  sur  le 
pii/icipe  de  dualité  (p.  635,  n°  80),  et  il  le  donne 
immédiatement  pour  l'espace  en  ayant  soin  d'indiquer 
sa  parfaite  cori'espondance  avec  le  système  de  Descaries, 
celui-ci  étant  le  système  de  cdordoiniées  tétraédriques 


(   '^o'    ) 
lorsqu'iiiu"   ïmr.  dn  Icliaèclnî  est  à  1  iiiliiii,  1  autre  le  sys- 
tème (le  coordonnées  IcLraédricjues  du  plan  lorsque  l'un 
d(;s  sonunets  du  tétraèdre  s'éloigne  à  l'inlini. 

Le  nouveau  système,  (jui  mériterait  d(;  porter  un  nom 
iraneais,  celui  de  Cliasles,  a  donc  été  proposé,  et  avec 
toute  la  généralité  possible,  en  i83j  ;  et  il  ne  restait  pas 
même  à  démontrer,  comme  \  ictor  Sclilegcd  l'a  fait, 
parait-il,  sa  parfaite  correspondance  avec  le  système; 
cartésien. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Sur  l'histoike  des  Scieaces  mathématiques  et 
PHYSIQUES  DE  M.  JM.vxniiLiEiv  Marie.  Extrait  de  trois 
Lettres  adressées  à  M.  G.  Enestrijm  par  /?.  Bonconi- 
pngni. 

Celte  Brochure  contient  cinq  pages  de  texte  et  deux  de  ren- 
vois. Elle  paraît  avoir  pour  objet  de  faire  savoir  au  public  que 
M.  Marie,  dans  son  Histoire,  n'a  pas  mentionné  toutes  les  dé- 
couvertes du  prince  Boncompagni.  L'excuse  de  M.  Marie  est 
peut-être  que  ces  découvertes  sont  trop  nombreuses.  Le  BuUet- 
titio  di  hiblio^rafia  e  di  storia  délie  scienze  matematiche  e 
fisiche  l'emporte  en  effet,  de  beaucoup,  en  poids  et  en  volume, 
sur  \ Histoire  des  Mathématiques  de  M.  Marie;  or.  quand  le 
contenant  est  moindre  que  le  contenu,  il  faut  bien,  comme  dit 
Euclide,  laisser  perdre  le  reste. 

M.  Boncompagni  adresse  à  M.  Marie  une  critique  présentée 
de  telle  sorte  que  le  lecteur  pourrait  y  voir  une  insinuation 
calomnieuse;  mais  il  arrive  souvent  qu'un  écrivain  soit  mené 
par  sa  phrase  là  oia  il  ne  songeait  pas  à  aller.  M.  Boncompagni 
dit  : 

«  Le  P.  Pierre  Gossali,  dans  le  tome  II,  publié  en  1799,  de 
son  Ouvrage  bien  connu  sur  \ Histoire  de  l'Algèbre,  a  remar- 
qué que,  dans  \ Algehra  de  Bi)iiil)elli,  «  pin  di  meno  a  »   si- 


(  3o.  )  ^ 

i;nilie  «y/ —  i  et  «  meno  di  incno  «  »  —  «y/ —  i.  Si  M.  Marie 
avait  bien  voulu  jeter  les  yeux  sur  les  pages  285  et  286  du  tome  II 
(le  cet  Ouvrage  de  Cossali,  il  aurait  pu  s'épargner  des  conjec- 
tures inadmissibles  sur  «  p.  di  m.  »  et  «  m.  di  m.  ».  Di  n'est 
pas  une  abréviation,  c'est  un  mot  italien  qui  équivaut  à  de.   » 

1°  Le  secours  du  P.  Cossali  n'était  nécessaire  à  personne  pour 
interpréter  les  expressions  employées  par  Bombelli ,  quelles 
qu'elles  fussent,  dans  une  question  aussi  simple,  aujourd'hui, 
que  celle  de  la  résolution  de  léquation  x^  ^=  Vix  ^  \\  et  si 
M.  Boncompagni  avait  bien  voulu  lire  |)lus  attentivement  les 
pages  3o5  et  suivantes  du  tome  II  de  YHistoire  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques,  sur  lesquelles  il  base  son  accu- 
sation, il  y  aurait  vu  que  M.  Marie  avait  trouvé  sans  aucune 
aide.  .  .  une  chose  qui  saute  au\  yeux. 

1°  M.  Boncompagni  se  laisse  évidemment  entraîner  par  sa 
plume,  lorsqu'il  reproche  à  M.  Marie  des  conjectures  sur  les 
expressions /?fu  di  meno  et  meno  di  meno,  employées,  à  ce 
qu'il  paraît,  par  Bombelli,  dans  son  Algebra;  car  M.  Marie, 
dans  son  étude  sur  Cardan,  dit  à  propos  du  Sermo  de  plus  et 
minus,  qui  contient  l'analyse  de  la  solution,  par  Bombelli,  du 
cas  irréductible  :  ci  Nous  utiliserons  ce  sermo  dans  notre  étude 
sur  Bombelli  dont  nous  n'avons  pas  l'Algèbre  »  ;  et  c'est  en 
effet  d'après  Cardan  que  M.  Marie  résume  la  découverte  de 
Bombelli  relativement  au  cas  irréductible. 

M.  Marie  ne  fait  aucune  conjecture  au  sujet  des  expressions 
piu  di  meno  et  meno  di  meno,  attendu  qu'il  ne  les  connaît 
même  pas;  il  parle  des  expressions /?/a.ç  di  minus  et  minus  di 
minus  qu'il  a  trouvées  dans  Cardan. 

3°  Plus  di  minus  et  minus  di  minus,  pour  n'être  pas  d'un 
très  bon  latin,  n'en  sont  pas  moins  du  latin.  Par  conséquent, 
di,  qui  peut  être  italien  dans  Bullettino  di  hihliografia,  etc., 
ne  l'est  certainement  pas  àan?,  plus  di  minus,  et  M.  Boncom- 
pagni aurait  pu  réserver  pour  une  meilleure  occasion  la  leçon 
d'italien  qu'il  voulait  bien  donner  à  M.  Marie. 

4°  Le  mot  LATIN  di  n'étant  pas  d'un  latin  très  intelligible,  il 
semble  que  M.  Marie  ail  pu,  sans  transgresser  aucune  loi,  ni 
divine,  ni  humaine,  se  demander,  en  passant,  dans  une  paren- 
thèse, s'il  n'y  fallait  pas  voir  une  abréviation  et  si  di  minus  ne 
devait  pas  être  traduit  par  deux  fois  négatif ,  c'est-à-dire  né- 
ç^atif  même  au  carré. 


(  3o:i  ) 

5°  />/  /iicna  fl  (/i  iiiinus  in;iiu[iianl  ri;;!!!^'!!!!'!)!  de  <larl(',  on 
pouvait,  sans  blesser  aucune  convenance,  les  traduire  l'un  et 
l'autre  par  négatif  même  au  carré,  puisque  c'est  la  propriété 
caractéristique  commune  des  choses  qui  sont  di  ineno  ou  di 
minus. 

M.  Boncompagni,  après  avoir  relevé  quelques  erreurs,  sui- 
vant lui,  de  dates  et  de  lieux  de  naissance  ou  de  mort,  et  quel- 
ques omissions  commises  par  M.  Marie  (quant  aux  omissions, 
il  y  aurait  lieu  de  tenir  compte  de  l'axiome  d'Euclide),  termine 
par  ces  mots  : 

«  Ces  citations  me  paraissent  suffisantes  pour  prouver  que 
l'Ouvrage  de  M.  Marie  ne  peut  pas  donner  une  idée  complète 
et  exacte  de  l'Histoire  des  Sciences  mathématiques.   » 

Mon  Dieu!  il  y  a  plusieurs  manières  de  comprendre  l'histoire 
des  Sciences.  Par  exemple,  il  n'est  pas  douteux  que,  dans 
loooo  ans  d'ici,  un  grand  nombre  d'historiens  estimables  ver- 
ront un  intérêt  de  premier  ordre  à  rechercher  pourquoi 
M.  Boncompagni,  qui  n'aurait  même  pas  eu  à  prendre  la  peine 
d'aller  porter  à  Rome  ses  griefs  contre  iM.  Marie,  atenuà  enfaire 
le  sujet  de  trois  épitres  aux  Scandinaves,  pourquoi  le  destina- 
taire de  ces  épîtres,  M.  Enestrom,  en  a  fait  des  extraits  choisis, 
pourquoi  ces  extraits  ont  été  imjjrimés  à  Stockholm,  pourquoi 
les  exemplaires  de  cette  importante  Brochure  sont  retournés 
à  Rome  et  s'y  sont  fait  enrichir  d'Hotntnages  de  l'auteur,  etc., 
etc.  Il  est  certain,  disons-nous,  que  ces  questions  passionneront 
les  directeurs  des  Bullettino  de  l'époque;  mais  elles  laisseront 
froides  beaucoup  d'autres  personnes,  et  peut-être  se  trouvera- 
t-il  alors  un  autre  M.  Marie  capable  d'une  telle  apathie. 

M.  Marie. 


OIESTIONS. 


ioGl.  Dans  une  parabole,  le  foyer,  le  point  où  la 
tangente  en  un  point  de  la  courbe  coupe  la  directrice, 
le  milieu  du  rayon  de  courbure  issu  du  [)oint  M  sont  en 
liii,ne  droite.  (J.  i\I\u<;iiV]M).  ) 


•       (  3o4  ) 
lo()!2.   Soient  donnes  deux  points  P,  P,  au  plan  d'au 
iriani^le  AP)C,  et  l'on  désigne  les  points  d'intersection 

tPA,BC)  =  «.  (PiA,  BG)  =  ai, 

(PB,  CA)  =  6.  (PiB,GA)  =  6i, 

(PC,AB)  =  c.  (PiC  AB)  =  c,. 

(  6ci,  c6i  )  =  Al,  (bc,  bici)  =  \.,, 

(  C«i,  rtCi)  =   B],  (  C<7,  Cl»!  )  =  Bi, 

(  abi,  b'e\  )  =  Ci,  (  ab,  a^  bi  )  =  G,. 

Les  cinq  points 

P.     I',,     A,,     Bi,     G, 

sont  en  ligne  droite. 
Les  quatre  points 

A,  Al,     Bo,     Go  sont  en  ligne  droite, 

B,  Bi,     Go,     A,  » 
G,     G,,     A,,     B, 

Les  trois  droites 

AA2,       BB2,      GG2  concourent  au  même  point  O, 
«A2,       bVi-i,       cGo  »  »  Q, 

^1^-2,       /^iBo,       Cl  G2  »  »  R. 

Les  huit  points 

a,     b,     c  ;     «1,     b^,     Ci  ;     Q,     R 
sont  situés  sur  une  conique,  etc.         (H.  Schkoetek.) 

ERRATA. 


p.  T07,  ligne  (J,  en  reiiKjntant,  au  lieu  de  >,  lisez  < 
P.  108,  ligne  10.  après  le  radieal,  au  lieu  de -i-.  lisez 


(  3o5  ) 
SIR  IIS  \mi\m%  DE  BER\01ILLÎ  ET  DEILER; 

Par  m.  E.   CESARO. 


I.  —  Nombres   de   Berjvoulli. 
i .   Les  nombres 


Bo  =  i, 

B2  =   G  , 

Bi  — —  30)              Bs=    4^2, 

B8  =  - 

I 

oOî 

..,         B,=  l 

r,         B3=B3=B;=.B9=-.. 

appelés  nombres  da  Bernoulli,  sont  de  finis  par  l'égalité 
symbolique 

(B-M)v-Bv=v     (v  =0,1,2,  3,4,  ...), 

qui  engendre,  en  vertu  du  théorème  de  Taylur,  la  rela- 
tion symbolique  générale 

(1)  /(x-hB^i)—f{x^B)=/'(x-^i). 

On  en  déduit  immédialemenl  \afo/niuIe  sommatoire  de 
Maclaurin 

(2)  /'(')-/'(îj+/'(3)-^...^-/'(/i)=/(:n^B)-/(B), 

qui  permet  d'effectuer  de  très  avantageuses  transforma- 
tions de  séries,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de  considérer 
toujours  des  fonctions  développables  par  la  formule  de 
Taylor,  sans  quoi  on  serait  souvent  conduit  à  des  con- 
clusions paradoxales.  L'emploi  de  la  formule  (2)  donne 
ordinairement  lieu  à  des  séries  divergentes,  qui,  cepen- 
dant, ne  perdent  leur  convergence  qu'à  partir  d'un  cer- 
tain terme,  de  sorte  qu'on  peut  (*)  toujours  les  utiliser 


(')  «  ...  Aujourd'hui  bien  s'en  faut  qu'on  approuve  l'usage  des 
séries  non  convergentes;  au  contraire,  on  veut  qu'elles  soient  com- 
plètement bannies  de  l'Analyse.  Mais  cette  rigueur,  juste  et  raison- 

Anu.  de  Maihémat.,'^^  Skrie,i.  V.  (Juillet  1886.)  20 


(  3,>6  ) 
pour  représenter,  avee  une  eerlaine  approximation,  les 
sommes  que  l'on  elierclie  à  transformer.  On  sait  que  la 
recherche  du  maJr/7n^f//^  d'approximation  a  été  l'objet  de 
plusieurs  travaux  remarquables  ('). 

2.  Une  des  plus  intéressantes  applications  de  la  for- 
mule (2)  est  l'évaluation  approchée  delà  série  de  Lam- 
bert (2).  Rappelons  d'iibord  que  la  formule  (i)  donne 


d'où  (3) 

{ 3  ,)  — =  e"»'  =  I 


Bj-—  ,     . 


Bv 


V  étant  la  variable  entière  dans  cette  somme  et  dans  toutes 
celles  qvii  suivent.  On  en  déduit,  par  intégration, 


(  1  )  Oi; =  -r  —   y   —T  — 


Bv  x'^        T       v^    Biv 


(  2  V  )  !     2  V 


nable  en-^elle-même,  a  été  mise  à  une  bien  dure  épreuve  par  la  série 
de  Stirling.  D'une  part  divergente,  comme  elle  l'est,  elle  devait,  en 
effet,  être  rejetée;  d'autre  part,  parce  qu'elle  est  presque  indispen- 
sable, elle  ne  peut  point  l'être  ....  »  (Malmstés,  Journal  de  Crelle. 
p.  55;  1847.) 

(')  Consulter,  pour  certains  cas  particuliers,  les  recherches  de 
Limbourg  et  de  Chio,  dans  les  Mémoires  des  Académies  de  Bruxelles 
et  de  Turin  (1860  et  1870).  Voir  aussi  la  thèse  de  M.  Bourguet,  Sur 
le  calcul  des  intégrales  eulériennes.  Du  reste,  le  sujet  dont  il  s'agit, 
traité  depuis  longtemps  par  Erchinger,  d'une  manière  générale,  a  été 
repris  par  Lagrange,  par  Malmstén,  par  Poisson  dans  le  Mémoire  : 
Sur  le  calcul  numérique  des  intégrales  définies,  et  par  beaucoup 
d'autres.  Consulter  aussi  le  travail  deDienger,  Ueber  die Lagrangesche 
Summirungsformel  (Crelle,  p.  75;  1846),  et  celui  de  Jacobi,  De 
usu  legitimo  forniulœ  summatorice  Maclaurinianœ  {Crelle,  t.  12, 
p.  363). 

(')  Ouestion  résolue  par  Schlomilch,  dans  une  lettre  adressée  à 
Liouville  {Journal  de  Liouville,  p.  loi;  i863). 

(')  Pour  se  convaincre  que  ces  déductions  sont  parfaitement  légi- 
times, consulter  notre  article  :  Principes  du  calcul  symbolique 
(Mathesis,  p.  10:  i883). 


(  3..:  ) 

On  sait,  du  leslc,  que  la  forinuk'  i^?>  )  en  eiigendie  une 
inlînilé  d'autres,   fort  remarquables.   Par  exemple,   le 

simple  changement  de  x  en  -  y/ —  i  donne 


(5  )  -   col  -    =  COS(B  J7)  =  I  -r-  >    (- 


I/' 


.    B,, 


(2v;! 
1 

Ensuite,  eu  tenant  compte  des  identités 

X 

col  —  —  cot^r  =  cosécx,  cot.r  —  i  cot2.r  =  tanear, 


on  obtient 


B,.. 


Sin  37  .^  (  2  V  j  ! 


7)  iangjr  =  >  (-i)v-i4v(4v_i)^ji_a;2v-i; 


3.   Cela  posé,  appliquons  la  formule  (2)  à  la  série  dont 
le  terme  général  est 

I  x*^  1 

f'(n)  = loe  -  (  inod  ^  <  i). 

n         I  —  :r"       '  x 

Nous  obtenons  immédiatement 


^  V  V  i  —  X-'      '^  X  /  -  I  — 


n  -^B         ,  B 


loz 


n-hB  '^    .  . ~B 


En  particulier,   pour  x  =  o,  nous  trouvons  la  formule 
connue 


y  -  =]og{n^B)  —  logB  =  C-^logn-f-  -î y  _^, 

1  1 

où  C  désigne  la  constante  d'Enler,  0,0772...,  sym- 
boliquement   représentée     par    — logB.     Soustrayons 


(  3o8  ) 
membre  à  membre  les  deux  dernières  égalités,  puis  fai- 
sons croître  n  indéfiniment,  en  posant. r  =  e"^.  Il  vient 


Ht 


arv  C  —  logif        I  ,        Bte^* 


' h-  -  l0£ 


OU  bien,  en  ayant  égard  à  (4),. 


X''  C  — logif        I       v^       B 


■_y_^,.v-i, 


<u  I  —  x'^  t  4     ■»  (  2  '0  '  ^'  "^ 

1  1 


c'est-à-dire 


7  I  —  X''  I  —  x^  \  X* 

G-loglogi        ^        logi        (logi)'        (logl 


I  4        144  86400  7620480 


(1). 


4.  La  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles montre  que,  si  l'on  pose 

f{x)  =  (i  —  ai.r)(i  —  aiX)(\  —  azx){i  —  a^x).  .  ., 

les  nombres  a  étant  différents  entre  eux,  le  coefficient  A^, 

de  xP,  dans  le  développement  de  -:- — ,  est  (-) 

'  ^'^  J{x)  ^    ' 


(8)  A,,: 

Or,  en  vertu  d'iine  formide  d'Enler.  que  l'on  sait  éta- 


(')  Schlomilch  fait  reniar(|iier  que  cette  formule  est  surtout  avan- 
tageuse pour  les  valeurs  de  x  très  voisines  de  lunité,  c"est-à-dire 
précisément  dans  le  cas  où  la  transformation  de  Clausen  ne  pour- 
rait être  employée  avec  fruit. 

(  =  )  Voir,  par  exemple,  le  Cours  d' Analyse  de  M,  Catalan,  p.  3i8. 


(  3o9  ) 
blir  élémentairement  (  '  ),  on  peut  prendre 

a.,= -,         /(^)=  7^' 

tandis  que,  d'autre  part,  l'égalité  (6)  donne 

_  /-  _ 

''  =  9  cos(B-Kv/.r)  —  005(2671 /ï); 

sin(7r  v/ï) 
d'où 

^  (•2/>)! 

Par  suite,  la  formule  (8)  devient 

On  en  déduit  iininédiatenient 


II.  —  jNombres   d'Euler. 

o.   Les  nombres  d'Euler 

Eo=i,         £,  =  —  1,         E4=5,        E6=:— 61. 
E8=i385,         ...,         E,=  E3=  Eg=  E7=E9  =  ...=  o, 

définis  par  l'égalité  symbolique 

(E  ^  i)v-i-  (E  —  i)v=  o     (v  =  1 ,  2,  3,  4,5,.. .), 
obéissent  à  la  relation  symbolique,  plus  générale, 

(10)  f{x-hE-^i)^f(x-^E  —  i)  =  2f{x); 


(')  La  démonstration  la  plus  directe  est  fournie  par  la  théorie  des 
fonctions  holomorphes  (Cours  de  M.  Hermite,  p.  70).  Au  point  de 
vue  de  ce  qui  va  suivre,  il  importe  seulement  que  l'on  sache  dé- 
montrer la  formule  d'Euler  sans  recourir  aux  intécrales  définies. 


(  3io  ) 
d'où  l'on  déduit 

(ii)/(i)-/(3)+/(5)-...±/(2n-i)  =  i[/(E)±/(E--2/i)]. 

Afin  d'appliquer  cette  formule  au  cas  de 

remarquons  d'abord  que  la  relation  (lo)  donne,  en  par- 
ticulier, 

(12)  ?^ =.eE.r^,+y  _Ë£X^^2v. 

1 
Cela  étant,  le  second  membre  de  (i  i)  devient,  pour  n  in- 
fini et  a:  =  e~^, 


I  _  '  ,   '  "V*  — ^ 


E2V_ 

) 


^2V, 


pourvu  que  l'on  ait  égard  à  («a).  On  a  donc 


I  +  .r"  \-T-  X^  1  -T-  X-'"  i-r-a:'i* 


1        I  A      I  \^       25/,       i\*       3721/,       iV' 

6.   On  a,  de  même, 

X  Bar'  _^  (2«  —  i)j72«-i 


1  —  37        \—x''  I — a7^«-' 

(        "^  2  [i  — -^^  ~         I  _  ;rE+2«       J 
Or  il  est  clair,  en  vertu  de  (3),  que 
E«  vriBovEs 


U    (2V)! 
1 


«2V. 


D'après  cela,  le  second  membre  de  (i3)  devient 
I  I  ^  BavEav  /,       i  \2''-' 


IrS^^^n) 


I       '     2  .^^   (2V  )!     \      ^  X I 


(  ■^"  ) 

lorsque  n  croît  sans  lliuito.  (iOnséqiienimcnt, 
X  ix^  ^x'"  7.r" 


I  —  X'^ 


locr ._  Nos-         —  T^-TTT      lof 


i         -i\      ""x       288  \     "x/        Go48o\    "a- 


7.  11  vaudrait  peut-être  mieux  substituer,  aux  nom- 
bres d'Euler,  les  nombres  E'  définis  par  l'égalité  sym- 
bolique 

(E'+  iV^-i-  (E'— 1)'^=  2     (v  =  o,  I,  1,  3,4,  ...)• 

On  trouve,  de  proche  en  proche, 

E'o  =  I ,         E;  =  e;  =  E'e  =  E'g  =  .  .  .  =  o, 
E'i  =  i,      E;5=— 2,      E'5=i6,      E'-  =  — 272,      E;=7936,       .... 

Ces  nombres  forment,  pour  ainsi  dire,  un  trait  d'union 
entre  les  séries  des  nombres  B  et  E.  On  a,  d'une  part, 

E,=  j-^^ B,_,,. 

D'autre  part,  on  démontre  sans  peine  que 

Pour  arriver  à  ces  résultats,  il  suffit  de  remarquer,  d'une 
manière  générale,  que  les  nombres  s  et  les  nombres  ^, 
définis  respectivement  par  les  égalités 

sont  donnés  par  les  formules  symboliques 

£p=(E +  «)/',         p/,=  (B -h  «  —  !)/'. 
Afin  de  ne  pas  donner  lieu  à  des  malentendus  (  '  ),  nous 


(')  Si  nous  ne  nous  sommes  pas  laissé  guider  par  la  même  consi- 
dération, en  ce  qui  concerne  les  nombres  de  Bernoulli,  c'est  que  déjà 


(  3..  ) 
continuerons  à  appeler  nombres  cl' Eider  les  nombres  E, 
tels  qu'ils  ont  été  définis  en  commençant. 

8.  Remarquons  enfin  que,  d'après  un  corollaire  de 
la  formule  d'Euler,  citée  au  n"  4,  il  est  permis  de 
prendre,  dans  (8), 

71  \/  X 


(2v  —  i; 


f{x)  —  COS- 


tandis  que,  d'autre  part,  en  vertu  des  développements 
qui  précèdent,  on  a 


_  'Ett 

TC  ^X  \     ^ 


COS  (  — '-  s/x  \  ; 


d'où 

La  formule  (8)  devient  donc 

I  II  _  'Ezp     tc'î/'+i 

III.  —  Nombres  ultra-bernoulliejvs. 

9.   Les  nombres  ultra-bernoulliens  (*)  sont  définis 
par  l'égalité  symbolique 

(B-Hi)^— aBv=  V         (v  =  o,  1,2,  3,4,  ...), 

a  étant  une  constante.  On  ne  retrouve  pas,  pour  a  =  \ , 
les  nombres  de  BernouUi,  parce  que  la  valeur  initiale  Mo 


trois  définitions  (Serret,  Lacroix,  Lucas)  avaient  été  proposées,  pré- 
sentant toutes  quelque  défaut  au  point  de  vue  de  certaines  exigences 
du  calcul  symbolique. 

(')  Ainsi    appelés    par  Trudi    (Atti  delV  Accademia  di  Napoli, 
j865). 


(  3.3  ) 
diffère  nécessairement  de  Bo=  i.  On  a,  en  effet, 

(I  — «)Bo=o; 
d'où 

î5o  =  o         si         a^i. 

On  obtient  ensuite,  de  proche  en  proche, 

j,  I  s,   _  3a(i  +  g) 

I  — a  (i  —  ay 

2»  j,  4(2(i-h4CT  +  a2) 

30.)  =  — -:  >  «s  = ; -7 7  •  •  •  • 

Il  est  évident  que  l'égalité  de  définition  est  un  cas  par- 
ticulier de  l'identité  symbolique  générale 

(i5)  /(a^-i-B-f-i)  — a/(^-f-î3)  =f'{x-^-i), 

qui  engendre,  à  son  tour,  la  formule 

\  zf{v)-^z^'f'{-2)-'r-z\f\r)^...^znf\n) 

z  étant  l'inverse  de  a. 

10.   Soit,  par  exemple, /"'(x)  =1  xP~* .  Il  vient 

=  -  [^''(/i-i-  13)/'— |3/'J. 
P 

Puis,  pour  71  indéfiniment  croissant,  et  mod  :;  <^  i ,  on 
voit  que  la  signification  des  nombres  ultra-bernoulliens 
est  établie  par  l'égalité 

(x7)     %p  =  —p(^iP-iz^  2/^-1^2+  Sp-i^s^  4''"'2^-;-. .  .)  ('), 

qui  pourrait  servir  à  généraliser  encore  la  notion  des 
nombres  Î5,  en  supposant  que  ceux-ci  soient  des  fonc- 
tions de  la  variable  cojitinue  p .  Mais  on  peut  donner,  des 


(')  Ces  séries  ont  été  étudiées  par  M.  Catalan,  dans  le  Mémoire  : 
Sur  une  suite  de  polynômes  entiers  (Académie  de  Belgique,  1880). 


(  3.4  ) 

mêmes  nombres,  une  autre  inteiprétation.  On  déduit, 
en  effet,  de  l'identité  (i  5) 

(i8) =  e^-^=  >  ~x'i. 

e^'  —  a  ^^  V  ! 

1 

Cette  propriété  a  été  prise  comme  définition  par 
Trudi  (*).  L'emploi  des  imaginaires  donne  lieu  aux  dé- 
veloppements 

I  —  a  cos.r  ^ç^  , 

19)  r  =  >(— 1/ 

I  —  lacdix -\- a-       mM  \^-x\ 

0 


I  —  2a  cosa^ -T- «-       Â^  (av  ) 


et  à  une  foule  d  autres,  dont  quelques-uns  ont  une  cer- 
taine importance  en  Astronomie.  Voici  encore  une  con- 
séquence de  l'égalité  (18).  On  a 


I  —  t 


d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  tP  dans  les  développe- 
ments des  deux  membres, 

5(î3-i)(JB-2)...(l3-/>-f-i) 

Cette  formule  n'est  pas  applicable  au  cas  de  «  =^  i .  On 
trouve,  du  reste,  par  un  procédé  analogue, 

B(B  —  i)(B  —  2). .  (B  —p  -m)  =  (—  i)/'+i  ^P  —  ^^-. 

p  -^v 


('  )  Il  est  vrai  que  les  nombres  uitra-bernoulliens  de  Trudi  diffèrent 
quelque  peu  des  nôtres.  La  fonction  générale  adoptée  par  Trudi  est, 

I 

en  effet, 


(  3i5  ) 
11.   Les  nombres  ^  sont,  en  défînilive,  des  Ibnclions 
de  z.  On  a,  en  paitieulier, 

La  dernièi'e  égalité  est  un  cas  particulier  de  la  relation 

que  l'on  déduit  aisément  de  la  formule  (17).  Parmi  tous 
les  nombres  ultra-bernoulliens,  ceux  qui  répondent  à 
l'hypothèse  z  =  —  i  sont  tout  aussi  remarquables  que 
les  nombres  de  Bernoulli.  En  les  doublant,  on  obtient 
une  suite  de  nombres  entiers  o,  1,  i,  o,  —  i,  o,  3,  o, 
—  17,  . .  . ,  étroitement  liés  aux  nombres  d'Euler;  car,  à 
cause  de 


=  e 

e^-+- 1 

on  a 


_   -.rfll-l) 


g2a-i3(-I)=  ^glE+lKr; 

d'où 

Sp(-i)=t' 


2  \       2 


12.    Il  est   possible  d'exprimer   les  nombres  îî,    en 
fonction  de  z,  sous  forme  finie.  Posons,  à  cet  effet, 

La  formule  (17)  devient 

!-^-^   =  Uq  m-  «1  Z  4-  «2  --  +•  "3  2^  -1- 

P 

Or  le  second  membre  est  symboliquement  égal  à 

I  f  Ao  ^Ai  ^^Ao 

i  — uz  ^  i  — z  — zL  "  \  —  z    '    (1  —  zf        (i  —  -s)^ 

En  conséquence, 

^      ,  [ZX(0P-^)  32A2(o/'-l)  Z^^^(0P-i)  1 


(  3.6) 
Si,  par  exemple,  z  = —  i,  on  trouve 

13.  Pour  une  forme  donnée  de  la  fonction  y,  la  rela- 
tion (i6)  peut  être  considérée  comme  une  généralisation 
de  (a).  Au  lieu  d'employer  la  première  de  ces  formules, 
nous  préférons  appliquer  la  formule  (2)  à  la  transforma- 
tion de  certaines  séries,  plus  générales  c[ue  celle  de  Lam- 
bert. On  a 


(  log  -  )   7   =  lo"r ij  —  loc 


Donc,  pour  7i  indéfiniment  croissant  el  x  =  e  ', 


V^      ax''  I  , 

7  =  -  loî 


!'eB<_ 


Or  il  est  facile  de  voir  que 

e-^          ,          I  v'  î^v  -^'^ 

vos =  lo"  +  X  —  7  -7  — 

1 
Par  conséquent, 


■^      ax"'      _'^ 
^  I  —  ax''  ~ Zd  I 


a^'xy 


(20)       ',  .„     I 


og 


I — a  a  •%;^   B2VÔ 


,       I  1(1— a)      ,^(2v)!2v\     °  a; 

log- 


En  particulier, 


X^  l0g2  I  V"  ^4"'—  OBlv   /,  I   \2"'-' 


v^      a-^       _   log  2         I        '^ 


-     ■  ,      -,  ioe 

(2V)!  2V       V       '^  X 

og-         ■         « 


i  ^'7  ) 
c'cst-à-diie 

X  x"^  x^  x'* 

1 r  H -\ r  -1 

\-^  x        \-T-  x^        I  -t-  :r*        \-\-  X* 

_   loga         I  ^x        \        xj  \    ^  X 


.14  48  5760  120960 

On  obtiendrait  des  résultats  plus  généraux  en  faisant 
usage  de  la  formule  (i6). 

14.  11  y  a  une  liaison  simple  entre  deux  séries  quel- 
conques de  nombres  ullra-bernoulliens.  Soit,  en  effet, 
I  =  a::  =  a^.  On  a 


„xQ[z)_ 


.r+los;-  /  c\  , 
xe  "  X  (.r+log:-)£l(0 
=  e  ^' 


e   ^    ^'_a        ^-t-log- 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  xp  dans  les  deux 
membres, 

p         ^^   p  -\-  "1  V  ! 

0 

En  particulier, 

^    '  p  jLà     v\{p-^v)      ^    ^    ' 

0 

C'est  ainsi  que  tout  nombre  ultra-bernoullien  peut  être 
représenté  au  moyen  des  nombres  de  Bernoulli,  propre- 
ment dits. 

IV.    —   Nombres   uLXRA-EULÉRrEjvs. 

lo.    /.r-A    noinhies    ulli a-rulri  ietis    sont    définis    par 
1  égalité  sv?nboli(]ue 

(  «Ê  -r-  r/'    -H  <7(  €  —  I  )■'  =  o  (■■'  =  I  ,  2,  3,  /j,  'J,   ... 


(  3x8  ) 
avec  la  condition  initiale  (60=1,  sauf  pour  a  =  —  i. 
On  a,  plus  généralement, 

(22)      f(3r-h  <Ê  -i-i)  -haf(x  -T-  (g  — I)  :=  (i-h  a)f(x); 

d'où  l'on  tire 

1 
La  forme  (22  )  donne,  en  outre, 

—  ' ■ j 

I  -i-  z 

z  étant  l'inverse  de  a.  On  en  déduit 

(24)      ^p{  z)=^{\-^  z){\P  —T,p  z^  bP  z^  —  -p  z^  — . .  .\. 

Au  moyen  de  cette  égalité,  on  généralise  davantage  la 
notion  des  nombres  d'Euler  :  il  faut  supposer,  dans  ce 
but,  que  les  quantités  S  soient  des  fonctions  des  varia- 
bles continues  p  cl  z. 

i6.  Afin  de  représenter  les  nombres  ultra-eulériens 
sous  forme  finie,  soit,  pour  un  instant, 

u,^=  vP.  Av=  A''(  oP  I, 

et  remarquons  que  la  formule   (24)  devient,  symboli- 
quement, 

(ï-h  z)u        1  -\-  z  I  -h  A 


«p(^): 


1^  U^Z  Z         l  -h  z 

■  -h  2A-I-  A2 


En  vertu  d'un  développement  connu,   on  peut  donc 

écrire 

p 

(èp(z)=  ^C— r/'co?''~i  6.co?(v-)-i)0.A''(oP), 


(  3.Ç)  ) 
Cl)  posant  z  =  <-(>l-0.  Ainsi 

ép(z)=  —  cos20.A(o/')-f-  cosO  cos36.A2(o/'~) 

—  cos^e  cos48,A3(oP)-l-  cos^e  cos56.A*(o/') 

—  cos*  6  cos  6  6 .  A»  (  o^  )  -)- . . . . 

En   particnlier,    nous   pouvons   faire    fj=-^,el   nous 
trouvons  la  ft)rmule  connue  (') 

Ep  =  —~  [2A2  (oP)—  2A3(o/')^  A*(o/')] 

4 

—  —  [2Ai''(oP  )—  2A11(0/'  )+  A'2(  o/O]  — 

17.   Il  est  utile  de  considérer  les  nombres  03  comme 

des  fonctions  de 

1  —  :: 


On  trouve  facilement 

<Êi  =  ;j.,  (£4  =  24  [x'*  —  28  [J.2  -f-  5, 

^6-2  =  2  ;x2  —  I .  <Ê5  =  1 20  ;j.-^  —  1 80  [j.^  -f-  61  |jt., 

^3=6  [J.^  —  ')  a,  Êe  =  720  a^  —  1820  [x'*  -^  622  'x-  —  fi  i . 

Ces  polynômes  jouissent  de  propriétés  remarquables, 
dont  nous  parlerons  une  autre  fois.  Ici,  observons  seule- 
ment que  le  changement  de  z  en  -  entraine  le  change- 
ment de  jj.  en  —  tj.,  et  que,  par  suite, 


^/.(;^)=(-0"<e^(-)- 


Les  ultra-bernoulliens  possèdent  la  même  propriété, 
pourvu  que  p  diffère  de  l'unité.  Celte  remarque  pourrait 


(')  Nouvelles  Annale!;,  p.  '|3;  i885. 


(  3.0  ) 
servir  à    transl'ormer    les  intégrales  définies,    que  l'on 
rencontrera  plus  loin. 

18.  11  est  évident  que  les  nombres  03  sont  des  com- 
binaisons simples  de  nombres    ultra-bernoulliens;  car 

(25)  ep-r(-z)=  l^[-iip(-  ^z)-'^pWz)]. 

'xpsiz 

En  particulier, 

y^p-\—  T= 

p\/—\ 

On  démontre  facilement  cette  autre  formule 

qui  établit  une  liaison  remarquable,  au  point  de  vue  du 
calcul  des  différences,  entre  les  systèmes  des  nombres 
7^  et  (C.  On  reste  parfaitement  convaincu  de  l'extiême 
importance  de  tous  ces  nombres  lorsqu'on  cherche  à 
résoudre  certaines  questions  capitales  de  VAnalj.se  par- 
titive ('),  que  nous  nous  proposons  de  traiter  à  fond 
dans  une  prochaine  Note. 

19.  On  rencontre  les  mêmes  nombres  dans  des  ques- 
tions d'Astronomie.  L'ascension  droite  j  du  Soleil  est 
donnée,  en  fonction  de  la  longitude  x.,  par  l'équation 

(27)  lang7=  î^tang^r, 

où  a=:costo,  (0  étant  l'obliquité  de  l'écliplique.  L'équa- 


(')  Il  y  a,  sur  le  sujet  auquel  nous  faisons  allusion,  des  travaux 
de  Sylvester,  Brioschi,  Battaglini,  etc.  Lisez,  dans  les  Atti  de  l'Aca- 
démie de  Naples  (j865),  un  important  Mémoire  de  Trudi,  Sur  la 
partition  des  nombres. 


(  ;v>i  ) 

liuii  (  2J  j  se  cU'duuble  i;u 
■^iiK  <£:/■)  — 


coS'^a:-!-  \j.-  sin-.r 

ix  pin  .r 
cos^.r  -^  'x-s'in-.r 


après  suLstilulioii  (le  .f  <^^ —  i  à  .r.  Cela  étant,  on  Lronvc, 
on  di'iivanl  (  2"  ), 

-—  =  '- — .    .   .      =  a  cos-r  cos((6./) -T- sin  r  >lii  (  C!;.r  ) 

cfjr         oo.s-j" -7- 'Ji- sin-.r 

ou  i)ic;n 

f/i'         a  -^  I  ,    ,.  ,        -JL  —  [  ,    ^^ 

^   =   ! Cn<   I  0;  —  1  »./•    —  : os  (  €  —  iVr    . 

d.r  ».  '  >  '  ' 

D'autre  part,  la  formule  (  >. 2  )  donne 

' — —  co*  (  to  —  I  )./■    — cosfi  tt  ~  I  ).rl  =  r. 

•2.  'Z 

Var  sui  te. 

dv 


C/.T  ' 

Ici  lious  pouvons  introduire  les  nombres  ^.  au  moyen 
de  la  formule  (26),  et  nous  trouvons,  après  intégra- 
tion, 

y=T-\-y    (—1)"' ^ , ^  (2X)2''-1. 

1 

Si  1  on  ordonnait  le  second  memj)i(*  par  rapport  aux 

puissances  de  lang  -  ,  en  tenant  compte  de  l'égalité  (  17  ), 

on  obtiendrait  la  formule  de  Lagrange,  exptimant  la  /<?'- 
duclion  à  V ètiudleur . 

Aiin.  lie  Miithcniiit.,   Z'  série,  t.   V.  (Juillet  iSiSG.)  M 


(    32.     ) 

\  .  —  JMK(;n\Li;s   défimks. 
120.    11  est  piescjuc  t'\icle)it  qtu^  si  l'on  pose 

^(X  )=  Oif(x)-^  Clî/ilT)^  a3f(3T)-i-. 


•    0 


^  jx  2-^  3-^  ' 

•'0 

Eli  particulier,  si  l'on  i'ahj'(x)  ==  e~-^,  en  supposant 
successivement  a.,=  i^  a.^=^^i  —  ( — iV''],  on  peut 
exprimer  la  sonime  qui  figure  dans  le  premier  membre 
de  (g),  puis  cette  somme,  dans  laquelle  on  néglige  les 
termes  de  rang  pair.  On  parvient  ainsi  aux  relations 

(  29)  (—  I  )P-i  — ^  =  2    /      ^— — '- , 

(  30  )  (-   I  )/'-•     '-^ '   =    2      /  -•-;; 1-  ' 

dont  la  première  est  la  formule  de  Plana.  De  même, 
en  utilisant  l'égalité  (i4  )i  t)ii  obtient 

r'^       o'^i'dz 


e  ^    -f  ■  e 


21.  La  formule  (3o)  peut  être  généralisée  au  moyen 
de  (21).  On  trouve 

(3,)        ,-,V--^'=.^      ■     ,,,_l-./    '<<?• 
,3,)        (_  ,)„5î£±l(:z£)  =  ,    /-•?'■'- sine?  log^) 

(')  CeUe  formule  est  susceptible  dètrc  généralisée,  et  elle  devient 
alors  d'une  fécondité  extrême.  Nous  en  ferons,  sous  peu,  quelques 
applications  à  la   Théorie  des  nombres. 


(  3.3  ) 
p  étant  positif.  Si,   dans   la  dernière  i'onnule,  on  veut 
l'aire  p  =  o,   on  doit  ajouter  ^  au  second  membre.  On 
obtient,  dans  ce  cas  particulier,  la  formule  connue 


(33)  îj— '  =  4   r      """ '^'     do. 


e'  — I  _  ,     /•"      sin('f  0 
On  tire  encore,  delà  relation  (25), 


f'i 


o  \osz 


/        oS/'-isin-! — -^ — 

Enfin,  il  est  évident  fpic  toutes  ces  relations  sont  ren- 
fermées dans  la  foi-mule  symbolique  générale 


eT"-^ e-7ï? 


dans  laquelle  on  suppose  que  e  soit  Texpression  sym- 
bolique àe  f{x).  On  obtient  cette  dernière  formule  en 
portant  les  valeurs  (  3 1)  et  (Sa)  dans  la  relation  (^i6),  et 
en  supposant  mod  ~  <^  i ,  pour  n  indéfiniment  crois- 
sant ('  ). 

22.  Toutes  ces  formules  pourraient  nous  fournir  les 
valeurs  d'une  infinité  d'intégrales  définies,  plus  ou 
moins  intéressantes.  Il  suffirait  de  remplacer  les  nom- 
bres   v   et   les  nombres  C  par  leurs  expressions  dans 


(')  Bien  entendu,  la  fonction  /  doit  être  telle  que,  pour//  infini. 
z"f{n-^Q)  tende  vers  zéro  :  cela  constitue  un  ensemble  de  condi- 
tions, qui  n'est  pas  toujours  vérifié. 


(  3.4  ) 
tous  les  développeiiieuts  qui  précèdent.  C'est  ainsi  que 
les  formules  (5)  et  (7)  donnent 

cota;  =  2    /      ; ao, 

pourvu  que  l'on  tienne  compte  respectivement  des  for- 
mules (29)  et  (3o).  On  trouve  encore 

-^^ ^  d'^\ 


De    même,    la    formule    («9)    devient,    en   y   posant 


(34) ,  =  "^1       sin(ot)ch. 

'      e'-H  2Cosa7+ e-'         J^     e^t?— e-'^?       ^^    '    ' 

Celte  intégrale  a  été  signalée  par  Poisson  (-)  :  elle 
comprend  (33)  comme  cas  particulier. 


23.   Remarquons,   enfin,  que  la  formule  (28)  donne 
lissance  à   un  grand  nombre  d'; 
nies.  On  en  déduit,  par  exemple;, 


naissance  à   un  grand  nombre  d'autres  intégrales  défi- 


De  même. 


(')  Ces  intégrales  sont  fort  connues  :  on  les  emploie,  habituelle- 
ment, pour  démontrer  la  formule  de  Plana,  en  suivant  une  voie 
inverse  de  celle  que  nous  venons  de  tracer. 

(  =  )  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XVIII'  Cahier,  p.  ^«97. 


(  3.5  ) 
«•Il  pailiiiilier, 

E,,_r-= / ao. 

''  ■''      l\.r),_{  e?-4-e-? 

Plus  gënéraleniciil,  les  valeurs   des  intégrales  multi- 
ples 

on 

X  =  ./-,  —  :?-.2  -4-  .  .  .  -i-  Xn,  '-f  =   'Jl  -^  »2  -I-  .  .  .  -r-  '-p«, 

sont  respectivement 

r(.r,)r(.r0...rf.r.,)^ 


t24.  L'application  des  formules  précédentes,  aux 
suites  qui  ont  pour  type  la  série  de  Lambert,  présente 
aussi  beaucoup  d'intérêt,  au  point  de  vue  de  la  théorie 
des  nombres.  Ici  nous  nous  bornons  à  signaler,  en  pre- 
mier lieu,  la  formule 

C_lo<rloiri 


loir  - 
"  X 


cotf  5logi  ) 


I      e2ii9_  , 


que  l'on  établit  à  l'aide  des  développements  du  n"  !2.  On 
sait  que  des   résultats  de  ce  genre  ont  été  obtenus  par 


(  326  ) 
divers  géomètres  (  '  ),  qui  espéraient  arriver,   par  là.  à 
exprimer  analytiquement  la  loi  des  nombres  premiers. 
On  a  aussi 


1-1-37"  I  -1-  X' 


i  séC  (  2t5  log-    ) 


x- 


X 


On  transforme  sans  peine  ces  intégrales  en  intégrales 
doubles,  en  faisant  usage  des  premières  formules  du 
n"  22.  On  trouve,  par  exemple, 


X^  I  -i-  37''  I  -t-  X^^ 


do  d'il 


25.  Nous  allons  enfin  démontrer  une  autre  formule, 
comprenant  comme  cas  particuliers  les  transformations 
que  M.  Catalan  a  déduites  de  l'égalité  (34).  Soit,  dans 
ce  but,  a=  x",  dans  la  formule  (20).  On  trouve  d'a- 
bord 


■^      x"' 

Ai  l  —  X' 


,  I  a(l  37") 

log- 


X 


T-'Ê^Hy-'' 


(')  Voir  les  formules  de  M.  Gurtze  dans  le  t.  I  des  Annali  di 
Mateniatica,  et  les  transformations  signalées  par  M.  Catalan  dans 
ses  fiecherches  sur  quelques  produits  indéfinis  (p.  120). 


(  3.;  ) 
puis,  eu  vertu  de  la  formule  de  Plana, 


^  i  —  x'  ~  I 


X  I  X- 

I 


loi 


I  —  .r"  /"°  a7«  sinfcp  los-Z")  do 


pourvu  que  l'on  ait  égard  à  la  formule  (19),  dans  laquelle 
ou  remplace  x  par  '^log^  et  a  par  x".  Eu  particulier, 
pour  «  :^  I ,  ou  trouve  la  formule  de  M.  Catalan  : 


■^        .T-V  ^    I 

.^  I  —  j"''       21 


lo.-l 


lOff- 

*'x 
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ETl]DE  SIR  LES  PARIS  DE  COURSES; 

Par  m.  m.  du  CHATENET. 


PRELIMIIVAIRES, 


Les  paris  de  courses  peuvent  se  diviser  en  deux  grandes 
catégories,  les  paris  pour  les  chevaux  et  les  paris  contre 
les  chevaux.  Dans  le  premier  cas,  le  parieur  a  gagné 
quand  le  cheval  qu'il  a  désigné  arrive  premier-,  dans  le 
second,  le  parieur  a  gagné  quand  le  cheval  désigné  n'ar- 
rive pas.  Ces  deux  espèces  de  paris  sont  la  conséquence 
naturelle  l'une  de  l'autre;  leur  existence  est  simultanée; 
l'une  forme  la  contre-partie  nécessaire  de  l'autre. 

On  dit  encore  qu'on  prend  les  chevaux  ou  qu'on  les 


(  d-iS  ) 
(loniie.  Celui  qui  patic  pour  les  chevaux  est  le  preneur, 
eelui  qui  parie  coutre  eux  est  le  donneur.  Ce  pari  peut 
fort  bien  être  comparé  à  une  opération  de  bourse  à 
terme;  le  preneur  joue  le  rôle  d'acheteur,  et  le  donneur, 
celui  de  vendeur. 

La  base  des  paris  de  courses  est  la  suivante  :  Le  pre- 
neur d'un  cheval  parie  un  enjeu  P  qu'il  arrivera  pre- 
mier; mais^  comme  plusieurs  chevaux  doivent  prendre 
part  à  la  course  en  cjuestion  et  que  leurs  qualités  res- 
pectives ne  sont  pas  les  mêmes,  on  conçoit  que  la  pro- 
babilité que  le  cheVal  désigné  a  d'arriver  vaiie  suivant 
le  nombre  et  les  qualités  de  ses  concurrents.  Si  le  pre- 
neur gagne,  il  devra  donc  recevoir,  après  avoir  retiré 
son  enjeu,  une  somme  Q,  généralement  différente  de  P. 

Aous  aduiettons  comme  un  axiome  que,  dans  tout 
pari  équitable,  si  les  chances  que  plusieurs  parieurs  ont 
de  gagner  une  certaine  somme  sont  égales,  leurs  enjeux 
doivent  aussi  être  égaux.  Si  c/  joueurs  peuvent  gagner 
luie  somme  S   à  chances  égales,  leur  mise  devra  être 


S 


—  -,  et  la  probabilité  que  chacun  d'eux  a  de  gagner  est  -• 

Si  une  seule  persoune  se  substitue  à  y7  joueurs,  pour  que 
le  jeu  reste  équitable,  il  faudra  qu'elle  fournisse  j)  en- 

jeux  égaux  à  — ?  soit  une  somme  —  S;  elle  acquiert  donc 
la  probabilité  —  de  gagner. 

Aous  voyons  donc  que,  dans  un  jeu  ou  pari  équitable, 
l'enjeu  de  chacun  des  joueurs  bu  parieurs  doit  être  égal 
au  produit  de  la  somme  «[ui  sera  dévolue  au  gagnant,  par 
la  probabilité  qu'il  a  de  l'obtenir.  La  somme  S  étant 
lôrmée  de  la  réunion  des  enjeux  contient  aussi  celui  du 

gagnant  ;  le  bénéfice  réel  sera  donc  S  (  i  —  —  )• 

Le  produit  —S  porte  le  nom  à' espérance  malhêma- 


(3^9  ) 
/i(/ucdn  JDueiii'.  Dans  un  jeu  écjuilablc,  l'onjeu  doit  èU'(î 
égal  à  rcspéranco  inalhéniatique. 

Soit  uue  course  à  laquelle  doivent  prendre  part  plu- 
sieurs chevaux.  On  les  donne  et  les  prend  aux  col(!S  «, 
A,  c,  d,  ....  Cela  veut  dire  que,  si  le  clieval  qui  a  été 
pris  arrive,  le  preneur  recevra,  après  avoir  relire  son 
enjeu,  une  somme  égale  art,  b,  c^  d^  ...  lois  cet  enjeu. 
Si  le  cheval  a  pour  cote  m  et  que  l'enjeu  ait  déjà  été 
fourni,  le  preneur  touchera  donc  une  somme  égale  à 
in  -+- 1  fois  l'enjeu  ou  (m  -f-  i)P. 

Soit  [JL  la  probabilité  de  gagner;  l'espérance  mathéma- 
tique sera,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  'j.{fji  +  i)P; 
or,  comme  elle  doit  être  égale  à  P,  il  s'ensuit  que 


Si  la  cote  est  bien  faite,  la  probabilité  d'un  cheval  est 
égale  à  l'inverse  de  sa  cote  augmenté  de  l'unité,  et  sa 
cote  à  l'inverse  de  la  probabilité  diminué  de  l'unité.  Ces 
deux  éléinents  peuvent  donc  être  déduits  très  facilement 
l'un  de  l'autre. 

La  conséquence  de  ce  qui  précède  est  qu'on  devra 
avoir,  entre  les  cotes  de  tous  les  chevaux  engagés  pour 
une  même  course,  la  relation  suivante 

I  I  I  I 


ou,  en  écrivant  dune  manière  symbolique. 


Dans  la  pratique,  il  n'arrive  presque  jamais  qu'il  en 
soit  ainsi.  En  effet,  les  cotes,  puisqu'elles  sont  fonction 
de  la  probabilité,  n'ont  rien  d'absolu  cl  peuvent  varier 
d'une  personne  à  l'autre  suivant  que  sa  connaissance  ou 


(  33o  ) 
son  appréciation  des  qualités  de  tel  ou  tel  cheval  ou  de 
ses  bonnes  dispositions  la  porte  à  avoir  plus  ou  moins 
de  confiance  en  lui.  On  comprend  aussi  que  les  cotes 
doivent  varier  sur  le  marché  suivant  les  lois  bien  connues 
de  l'oiire  et  de  la  demande.  Il  est  évident  que,  lorsqu  on 

aura  > ^  i,  l'ensemble  des  paris  devra  être  favo- 

rable  aux  donneurs  et  que,  lorsqu'on  aura  ^ <^  i , 

il  sera  favorable  aux  preneurs.  L'une  ou  l'autre  de  ces 
inégalités  sera  vérifiée  suivant  que  l'influence  des  uns 
ou  des  autres  l'emportera  sur  le  marché. 

Quand  on  a  \  — —  ^  i ,  on  peut  écrire 

Jmàa-\-\  ' 

M  étant  un  nombre,  c'est-à-dire  u-ne  grandeur  essentiel- 
lement positive.  Ce  nombre  M,  par  analogie  avec  ce  qui 
se  passe  dans  le  cas  des  assurances,  a  reçu  le  nom  de 
char  peinent  (E.  Dormoy,  Journal  des  ylctuair  es  fran- 
çais, t.  III,   i8;74).   Si,  au  contraire,  ^ <'i  on 

pourra  écrire  2,  — 'z^  ^^  '  — ^'  -^  étant  un  nombre  que 

nous  appellerons,  dans  ce  cas,  le  déchar genient .  L'avan- 
tage des  donneurs  de  chevaux  augmentera  en  même 
temps  que  le  chargement,  et  celui  des  preneurs  en  même 
temps  que  le  déchargement. 

On  appelle  yat/'e  un  livre  disposer  ses  paris  pour  ou 
contre  les  chevaux,  de  manière  à  obtenir  un  bénéfice 
certain,  quel  que  soit  le  résultat  de  la  course.  Un  livre 
bien  fait  est,  d'après  ce  qui  a  été  dit,  incompatible  avec 
un  jeu  équitable  ;  car,  lorsque  les  cotes  présentent  un 
chargement  ou  un  déchargement,  les  enjeux  ne  sont  plus 
tous  égaux  à  l'espérance  mathématique. 


(  33.  ) 
Il  est  certain  que  l'opéralion  du  parieur  qui  donne 
tous  les  chevaux  au  public,  suivant  son  livre,  ne  consti- 
tue pas  un  jeu  équitable  si  l'on  considère  le  public 
comme  une  même  personne^  mais,  quand  un  parieur 
vient  prendre  un  cheval  à  une  cote  in^  c'est  que,  suivant 
son  appréciation,  sa  probabilité  de  gagner  est  supérieure 

à  — "^ Le  jeu  ne  serait  équitable  que  si  le  preneur 

w  -1- 1  J  ^  *■ 

croyait  la  probabilité  égale  à  ?    et,  dans  ce  cas, 

il  n'aurait  plus  intérêt  à  prendre  le  clieval.  On  peut  donc 
dire  que  d'aucun  côté  le  pari  n'est  équitable,  parce  que 
l'appréciation  du  cheval,  d'où  dérive  la  cote  et  qui  do- 
mine toute  la  question,  varie  d'une  personne  à  l'autre. 
Les  paris  que  l'on  peut  faire  à  propos  de  courses  pour 
ou  contre  les  chevaux  sont  extrêmement  variés.  Nous 
examinerons  un  certain  nombre  d'entre  eux. 

J.  —   Livre  du  preneur  de  chevaux. 

Soit  une  course  dans  laquelle  différents  chevaux  sont 
engagés  et  dont  les  cotes  sont  a^  b^  c^  d,  ....  Cherchons 
quels  enjeux  ar,  7  ,  z,  ...  on  devra  parier  pour  chacun 
d'eux,  de  manière  à  obtenir  un  bénéfice  A  si  le  cheval 
coté  a  arrive,  B  si  c'est  celui  coté  Z>,  etc. 

Il  suffira,  pour  cela,  d'écrire  que  la  somme  à  recevoir, 
qui  est  («  +  i)x,  y  compris  la  mise,  est  égale  à  la 
somme  de  tous  les  enjeux  augmentée  du  bénéfice.  Nous 
obtiendrons  ainsi,  en  appliquant  le  même  raisonnement 
à  l'hypothèse  où  cliacun  des  chevaux  arriverait  premier, 
le  système  d'équations  suivant 


(î) 


(a  -^  i)x  =  X  -^y  -I-  -3  -h. 

..  +  A, 

(6  -+-i)j  =  a:-+-7-+-;:-h. 

..^B, 

(c  -^1);:  =  x-^y-^z-^. 

..+  C, 

(  33'^  ) 
ou  auia  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  chevaux,  c'est- 
à-dire  je  nombre  nécessaire  pour  déterminer  toutes  les 
inconnues. 

On  en  déduit,  en  les  combinant  deux  à  deux, 

_  (rt  -i-  1)3"  -f-  B  —  A  (<7  ^-  I  ).r  -^  C  —  A 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  du 
système,  on  obtiendra  la  valeur  de  x  et  par  symétrie 
celles  des  autres  inconnues.  Les  solutions  seront 


En  adoptant  l'écriture  symbolique  suivante  et  en  in- 
troduisant la  valeur  du  déchargement,  les  formules  de- 
\  iendront 


(  ■>.  )  '  "        V  ^  -^  «  -f-  I  /  6  -i-  I 


\  N  ^  <7  -+-  T  /   C  -^  I 


En  faisant  la  somme  x  -\-  j  ~\-  z  -\- .  .  . .  nous  aurons 
la  somme  à  verser  entre  les  mains  du  donneur  s'il  l'exige. 


(  XV^  ) 

i:'esl-à-dii'o  le  capital  l'iviployc'  à  l'opéralion.  Il  c;.sL  éi^al  à 
1  ^     A 

Le  rendenicul  de  ropéralioji,  e'esl-à-dir(i  le  rapport 
du  gain  au  capital  employé,  sera,  si  c'est  le  premier  clie- 

...             AN 
val  qui  arrive,    ;^ 

'  '  -^     i^ 

.^  a  -+- 1 

Pour  fpie  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  sulfit 
(jue  les  valeurs  trouvées  pour  x,  7  ,  s,  .  .  .  soient  toutes 
positives. 

Le  simple  examen  des  formules  (2)  montre  que  cette 

condition   sera   satisfaite  quand  on    aura    7  <' i  > 

c'est-à-dire  quand  il  y  aura  un  décliargement. 

On  peut  montrer  aussi  que  le  décliargement  est  néces- 
saire. En  effet,  supposons  2,  — ~~  ^  ^  '■>  alors,  pour  que 
la  valeur  de  x,  par  exemple,  soit  positive,  il  faut  que 


^  a  -H  i         A  ^ 


A 


>!• 


Pour  que  celles  dej'-,  ^,  ...  le  soient,  il  faudra  que  des 
inégalités  analogues  soient  satisfaites,  obtenues  en  rem- 
plaçant A  par  B,  C,  ....  Soit  A  la  plus  petite  des  gran- 
deurs A,  B,  C,  ■••'•)  le  produit  -7-  ^ sera  composé 

d'une  somme  de  fractions  dont  l'une  aura  pour  numéra- 
teur l'unité,  et  les  autres  des  numérateurs  tous  supé- 
rieurs   à    l'unité;    ce    produit    sera    donc    supérieur    à 

\  — — 1  et  le  premier  membre  de  l'inégalité  à  satis- 
faire sera  négatif,  ce  qui  conduit  à  une  absurdité. 

La  seule  condition  de  possibilité  du  problème  est  donc 
l'existence  d'un  déchargement.  La  somme  à  employer 
sera  alors  inversement  proportionnelle  au  décliargement, 
et  le  rendement  lui  sera  proportionnel. 


(  33/,  ) 

Des  formules  générales  (2),  nous  pouvons  déduire 
quelques  cas  pa.rtieuliers  intéressants,  qui  correspondent 
à  des  applications  pratiques. 

Supposons  que  le  preneur  veuille  obtenir  un  bénéfice 
uniforme  quel  que  soit  le  cheval  qui  arrive.  Il  suffira, 
dans  les  formules  (2),  de  faire  A  =  B  =  C  =  ...  =  Q. 
Les  valeurs  des  enjeux  se  simplifient  et  deviennent 

(3)     .=  ^5.      y-       •       'i         ■-      '       'i 


Le  capital  employé  sera  égal  à  (  j^  —  i  j  Q,  et  le  ren- 

I  •       ^ 
dément  a  ^,  • 

I  —  IN 

Les  enjeux  devront  être,  comme  précédemment,  pro- 
portionnels à  la  probabilité  et  au  bénéfice  cherclié,  et 
inversement  proportionnels  au  déchargement. 

La  probabilité  que  les  divers  chevaux  ont  d'arriver 
est  loin  d'être  la  même,  et,  dans  une  même  course,  les 
cotes  présentent  ])resque  toujours  de  grandes  différences. 
Il  y  a  donc  tout  intérêt  pour  le  parieur  à  disposer  ses 
enjeux,  de  manière  à  recueillir  des  bénéfices  d'autant 
plus  forts  que  le  cheval  qui  y  donnera  lieu  a  une  plus 
grande  probabilité  d'arriver. 

Le  parieur  dispose  complètement  des  grandeurs  A, 
B,  C,  ...  -,  il  peut  choisir  à  son  gré  le  bénéfice  qu'il  veut 
réaliser  sur  chaque  cheval.  Il  pourra  donc  fixer,  comme 

II  lui  plaira,  une  relation  entre  A,  B,  C,  .  .  .  et  «,  b, 
c,  ....  Supposons  que  le  gain  que  l'on  veut  obtenir  sur 
un  cheval  soit  proportionnel  à  la  ji"'"^''  puissance  de  la 
probabilité  qu'il  a  d'arriver.  Il  suffira,  dans  les  for- 
mules (2),  de  faire 

K  -        P  T,^        P  r  -        P 


B  =        '         ,  C  = 


(rt  -h  D"  (6  -t-  i)«  (c  -f-  I  )" 

p  étant  un  nombre  quelconque  qui  restera  à  la  disposi- 


(  33.5  ) 
lion  clii   [).ui{"tii'.   J.cs  ronnulcs  (IuiiihmiI  alors 

1  x=  -~^  [-  y       '       +      '     1 

l  a  -4-  I  [  -\  ^  (  a  -+-  I  )«+>        (  «  -f-  I  )"  J  ' 

(4)  •'  ^  "^  b~^i  \ji  2à{a-^  !)«+'  '^  {h  -+-  ij«  J  ' 

1  -  =  _p_  [i  y      '      ^     '     "] 

Le  capital  employé  sera 

Les  enjeux  ne  seront  plus  proportionnels  à  la  proba- 
bilité, mais  ils  varieront  clans  le  même  sens.  Ils  seront 
proportionnels  à  p,  que  l'on  pourrait  appeler  le  coeffi- 
cient caractéristique  de  l'opération.  Etant  donné  le  ca- 
pital S  dont  on  dispose  et  que  l'on  veut  engager  dans 
1  opération,  on  pourra  en  déduire  p.  On  aura,  en  effet, 


1{~}' 


Quand  on  fait  au  preneur  ]  oî^ligation  de  verser  le 
montant  de  ses  enjeux,  celui-ci  a  tout  intérêt  à  adopter 
la  combinaison  qui  demandera  l'emploi  d'un  moindre 
capital.  Il  est  des  parieurs  qui  renoncent  à  obtenir  un 
bénéfice  quel  que  soit  le  clieval  gagnant,  et  qui,  eu  s'ar- 
rangeant  de  manière  à  ne  rien  perdre  en  toute  bypo- 
thèse,  ne  cherclient  à  gagner  que  sur  un  ou  plusieurs 
chevaux  en  qui  ils  ont  particulièrement  confiance.  Ce 
mode  d'opérer  repose  plus  que  les  précédents  '«ur  l'ap- 
préciation personnelle  des  chevaux  engagés;  il  consiste 
à  parier  pour  les  gagnants  qui  paraissent  les  plus  pro- 
bables et  à  se  rouvrir  sur  les  autres. 

Ce   cas   particulier   peut   encore    se  déduire   des   for- 


(  336  ) 
nulles  (  2  ).  Supposons  qu'on  veuille  gagner  des  sommes  A 
et  H  sur  les  chevaux  cotés  a  et  />,  et  seulement  se  couvrir 
sur  les  autres.  On  fera  C  =  o,  D  =  o,  .  .  • ,  el  les  va- 
leurs des  enjeux  auront  pour  expression 


A 


N  V  a  +  t 


Le  capital  employé  sera 

I  /     A  H     \ 

N  \  «  ^  I  ^  /;  ^-  I  / 

On  peut,  tout  en  acceptant  l'idée  de  ne  faire  un  béné- 
iice  que  sur  des  clievaux  déterminés  et  de  se  couvrir  sur 
les  autres,  vouloir  que  ce  bénéfice  soit  uniforme  en  toute 
hypothèse  favorable.  On  iéra,  dans  les  formules  (5), 
A  =  B  =^  Q,  ce  qui  donnera 


N  \  a  -f-  I         6  +  1  /  «  -H  I 


0 


(  ♦')  )  '  •  I\  V  «  + 1         6  +  1  I  b 

O 


N  Va 


'  b 

+ 1 
I 

b 

+ 1 
I 

Le  capital  employé  sera 


N  V  «  -1-  I 


Supposons  enfin  qu'on  veuille  obtenir  sur  deux  che- 
vaux, tout  en  se  couvrant  sur  les  autres,  un  bénéfice 
proportionnel*  à  la  «'""''  puissance  de  la  probabilité  de 


(  -^37  ) 
ro])r(Miir.   Les  formules  deviciidront 

l  NL(«H-i)"'^'       (è-M)«+i  "^  {a -h i)"- ]  a -+- 1  ' 

\r-P\_l ^  L__^_JL_1_J_, 

(7)'"         N|_(a-M)«+i        (6-f-i)«+i    ■    (6  +  i)«Jè-+-i 

Lo  capital  employé  seia 

P\ ^^ -H— i 1. 

Prenons  un  exemple  numérique  et  appliquons-lui 
eliacune  des  quatre  méthodes  que  nous  venons  d'exposer. 
Soient  six  chevaux  engagés  dans  une  coui-se  et  offerts 
aux  cotes  suivantes  : 

af,     si,      (!     7-      12.     16. 
Ces  cotes  correspondent  à  un  déchargement  de  o,ô5. 

Supposons  que  nous  voulions  gagner  sur  ces  différents 
chevaux  100^'',  lio^',  i3o^',  po*^'',  8o''",  70*'".  Nous  devrons 
disposer  nos  enjeux  comme  il  suit  : 

564^'', 5o,     474^"^, 85,     .429^'", S5,     26'^^'', 35,     i6i'^'',3o,     l'ii^'^-;'). 
Le  capital  employé  sera 

2016*^'',  10. 

Si  nous  voulons  gagner  100^'  dans  la  course,  quel  que 
soit  le  cheval  qui  arrive,  nous  devrons  placer  nos  mises 
de  la  manière  suivante  : 

533^'-, 35,     444'%45,     400^'.     9,5of^      rSS^^SS.     117'', 65. 
Le  capital  employé  sera 

1900*^% 
en  noinhre  rond,  et  le  rendement  de  l'opération 
o,o52      ou     -j^. 

soit  un  p(ui  plus  de  5  pour  100. 

.4/111.  de  Malhrnifit.,  3' série,   l.   V.  (Jnillcl  1886.)  n'i 


(  338  ) 
Si  nous  voulons  obtenir  sur  chaque  cheval  un  béné- 
fice proportionnel  à  sa  ])robabi]ité  d'arriver,  nous  pla- 
cerons nos  enjeux  comme  il  suit,  en  faisant  /' ^=  loo, 

ioG''",5o,     87'^'', 75,     yS'\30,     48^',  i5,     29*^', 25,     ■).i^' ,i.5. 

I^e  capital  employé  sera 

372^', 40; 

le  bénélice  sera,  suivant  le  gagnant, 

26*^'', 65,     21'^'', 40,     20^'',     i2'^'',5o,     7'^'",5o,     5^"", 90. 

Si  nous  voulons  gagner  loo*'  et  1  20'''  sur  les  deux  pre- 
miers chevaux  susdits  en  nous  couvrant  sur  les  autres, 
nous  disposerons  ainsi  nos  mises  : 

3ii''',o5,     263*^'", 65,     2i3^',3o,     133*^'', 3o,     82^'', o5.     62^',75. 

Le  capital  employé  sera 

1066'^'',  10. 

ïl.   —  Lii'ie  (lu  donneur  de  chevaux. 

Nous  ayons  vu  cjue  l'existence  du  déchargement  était 
indispensable  pour  que  le  preneur  puisse  faire  un  livre. 
Dans  la  pratique,  il  est  très  rare  cju'il  en  soit  aiiisi  :  les 
cotes  présentent  presque  toujours  un  chargement  assez 
important,  c'est-à-dire  cjue  les  conditions  générales  des 
paris  sont  favorables  aux  donneurs. 

Comme  le  preneur  de  chevaux  touche  ordinairement, 
en  cas  de  gain,  une  somme  beaucoup  plus  forte  que  celle 
qu'il  a  exposée,  et  que  cette  perspective  exerce  sur  la 
grande  majorité  des  hommes  une  séduction  spéciale, 
une  espèce  de  fascination,  il  n'est  pas  étonnant  que  le 
public  fasse  un  certain  sacrifice  pour  prendre  une  posi- 
tion cïui  lui  est  particulièrement  agréable.  D'autre  part, 
les  paris  contre  les  chevaux  ont  seuls  fait  l'objet  d'une 


(  ^-9  ) 
iiulusliie  oi'ganisée,  celle  des  bcjokiuakers  •,  on  devait 
donc  s'attendre  à  voir  ces  derniers  prélever  sur  leurs 
opérations  un  béuéfice  déterminé,  dû  au  chargement,  et 
analogue  à  la  commission  d'un  inlcijuédiaire,  au  courtage 
d  un  agent  de  change. 

Soient  a,  h,  c,  ...  les  cotes  de  divers  chevaux  en- 
gagés dans  une  course;  cherchons  quelles  mises  x,  y, 
~,  ...  le  donneur  pourra  accepter  de  manière  à  obtenir 
un  bénéfice  A  si  le  cheval  coté  a  arrive,  B  si  c'est  celui 
coté  Z>,  etc. 

Cette  question  est  immédiatement  résolue  au  moyen 
des  équations  (.•  )  qui  nous  ont  servi  à  étudier  la  position 
du  preneur.  Si,  au  lieu  d'un  chargement,  il  existe  un 
déchargement  M,  il  suffira  de  changer,  dans  ces  équa- 
tions, le  signe  de  A,  B,  C,  .  .  . ,  et  les  formules  générales 
donnant  la  solution  du  problème  seront 

(6.  '  •^' ""  (  M  2d  inr^  ~  ^  j  è^TT  ' 

Le  cnpital  engagé  dans  l'opération  par  le  donneur  sera 

Si  l'on  compare  les  formules  fa)  avec  les  formules  (6  ), 
on  est  frappé  de  ce  fait  remarquable  que  les  valeurs  de 
a:,  j>',  s,  ...  peuvent  devenir  nulles  dans  les  dernières. 
Le  donneur  pourra  donc  faire  un  livre  en  opérant  seu- 
lement sur  une  partie  des  chevaux,  au  lieu  que  le  pre- 
neur ne  pourra  en  négliger  aucun. 

Si  le  donneur  veut  obtenir  un  bénéfice  uniforme  Q. 


(  34o  ) 
quel  que  soil  Je  iheval  qui  arrive,  on  fera,  dans  les  tor- 
mules,  A  =  B  =  C=...=  Q,  et  elles  donneront 

t  \      _  Q  _L_        -9.    '  -9.  _JL_ 

^"''     "^"Ma-M'      ^-mTI^i'       "-Mc+i' 
Le  capital  engagé  sera 

et  le  rendement 

M 


i  +  M 


Si  l'on  veut  réaliser  sur  chaque  cheval  un  gain  pro- 
portionnel à  la  «"^^"'^  puissance  de  sa  probabilité  d'ar- 
river, on  se  servira  des  formules  suivantes  : 

,  :,=  __z_r±y ' ' 1, 

l  rt -hi  L-M  ^  (a -r-i)«+i        (a-i-i)«J 

(8)         <  "^'  ""  6  +  1  l'Si2d  (a-+-i)«+i  ~~  (è-+-i)«J  ' 

1  .^     /^    r  ^  y        ^ >      ] 

I    ^        c  -f-i  L-M  ^(a-hi)"-*-'        (c-4-i)''J' 

\ 

Le  capital  engagé  par  la  contre-partie  sera 


M  .^  (aH-i)«+i 

Si  l'on  veut  obtenir  un  bénéfice  A  et  B  sur  deux  che- 
vaux en  se  bornant  à  se  couvrir  sur  les  autres,  les  for- 
mules donneront 

1  "  =  [^(^  -^  b^.)  -  ^]^  ' 

(9)       )-^=[yi(^"^^)~^6~^' 

_      I  /     A B     \      I 

'  ~     M  \  a  +  I     '    6  —  I  /  c  -i-  1  ' 
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Le  rapilal  sera 


A  B 


M  \  a  -r- 1         b  -^  i 

Si  le  bénéfice  que  l'on  veut  faire  est  le  même  sur  les 
deux  chevaux,  les  formules  deviendront 


_  O 


(lo) 


-M\a  —  1         b  —  i  I  a  —  \ 

M  \  a  ^  I         b-^ï        "    /  6  -T-i 


1  .=  Q(--i--^-^  )_!-., 

f  \lVrt  — l  <^  — l/c  —  I 

Le  capital  sera 


7 


Q 

Si,  enfin,  on  veut  obtenir  sur  deux  chevaux  un  béné- 
fice proportionnel  à  la  «'-™''  puissance  de  la  probabilité, 
on  aura 

.ML(«  — 1)"+'        (6  —  1/'--'        (a  — i)«J  a -v-i  ' 
£  r         I  ^  t M       "I      I 

j    .^P\  ^  Mil 

I.e  capital  sera 

P-\ » ^—^ 1. 

Deux  personnes  qui  font  un  pari  se  bornent  très  sou- 
vent à  linscrire  et  le  règlent  après  la  course.  Mais  il 
arrive  aussi,  et  toujours  avec  les  bookmakers  qui  opèrent 
sur  le  champ  de  course,  que  le  donneur  reçoit  à  l'avance 
le  montant  du  pari  des  mains  du  preneur.  Nous  avons 
indiqué,  dans  chaque  cas,  la  somme  cju'il  avait  à  rece- 
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voir.  Si,  au  contraire,  le  donneur  avait  à  verser  à  l'avance 
le  montant  de  son  pari,  cette  somme  serait  représentée  par 

ux  +  by  -;-  c ^  -h . . . , 
ce  qui  donnerait,  dans  le  premier  cas, 

I   -"^     A      ■'^     a  '^    A  o, 

M  ^t  a  -T-  I  .^  a  -^  I        A^  a  -!-  i  ' 

et,  dans  le  second  cas, 

Q  V^     ^ 

M  ^  a  ^  I  ' 

m.  —  Chevaux  placés  deuxièmes. 

La  coutume  est  de  parier  que  tel  cheval  arrivera  ou 
n'arrivera  pas  premier.  Cependant,  puisque  les  paris  de 
courses  reposent  sur  l'appréciation  des  qualités  des  che- 
vaux, il  est  aussi  naturel  de  parier  que  tel  cheval  arri- 
vera ou  n'arrivera  pas  second.  H  y  a  donc  lieu  de  se  de- 
mander quelles  doivent  être  les  cotes  de  second  «'.  b' ,  c', 
d\  .:  .  des  chevaux  engagés  dans  une  course  et  qui  ont 
pour  la  place  de  premier  les  cotes  rt,  ^,  c,  f/,  .... 

Les  cotes  de  second  ne  sont  pas  définies  sur  le  marché, 
et  il  faut  pouvoir  les  déduire  de  celles  que  l'on  connaît. 
On  ne  peut  indiquer  aucune  relation  rigoureusement 
exacte  entre  ces  différentes  espèces  de  cotes.  Celles  de 
premier  sont,  en  effet,  essentiellement  liées  les  unes  aux 
autres,  et,  si  l'on  supprime  un  cheval  de  la  course,  leurs 
valeurs  relatives  doivent  chan£:er.  JNous  admettrons, 
comme  l'idée  la  plus  naturelle,  que  les  cotes  de  second 
restent  proportionnelles  à  celles  de  premier. 

Dans  ce  cas  où  le  cheval  coté  b  arrive  premier,  la  pro- 
babilité, pour  que  le  cheval  coté  a  airive  second,  sera 
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I  -+-  M  —  -, 

O    -T-    I 


c\ ,  pour  que  ces  deux  cvénemeuls  anivcnt  à  la  fois,  la 
prohabilité  sera  le  produit  de  celle  de  chacun  d'eux,  soit 


a  -+-  1   h 


-^M  — 


6  +  1 


De  même,  pour  que  le  cheval  coté  a  arrive  S{M'Oiid,  le 
cheval  coté  c  arrivant  premier,  la  probabilité  est 


a  -^  i   c  ^  1 


i^  .M 


La  probabilité  cherchée  sera  la  somme  de  toutes  ces  pro- 
Ijabililés  partielles,  ou 


1/  è-^i  c-f-T  d  -^  \ 


\  I  -^  M  —  -, I  —  M I  —  M  — 


ce  qu'on  peut  écrire  symboliquement 


a  -1-  I  a  —  i  \     jmmà 


En  faisant  la  somme  des  probabilités  qu'ont  les  chevaux 
d'une  même  course  d'arriver  seconds,  nous  obtiendrons 

Le  chargement  ou  déchargement  ne  sera  donc  pas  mo- 
ditié.  c(>  qui  rend  assez  plausible  riivpothèse   adoptée. 
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Ou  aura  doue 

.^^  a  -T- 1       JB^  a  -i-  i 

La  formule  (12)  permettra  de  calculer  les  cotes  de 
second  en  fonction  des  cotes  de  premier.  On  pourra  se 
proposer  sur  les  clievaux  seconds  les  mêmes  questions 
que  nous  avons  déjà  étudiées.  Le  livre  se  fera  de  la 
même  manière  au  moyen  des  nouvelles  cotes.  Le  char- 
gement ou  déchargement  étant  le  même,  si  une  des  ca- 
tégories de  parieurs  était  avantagée  par  les  premières 
cotes,  cet  avantage  persistera  avec  les  secondes. 

Prenons  un  exemple  numérique.  Soient  cinq  chevaux 
figurant  dans  une  course  avec  les  cotes  i  ■^,  3,  4»  7»  9? 
qui  correspondent  à  un  chargement  de  o,o-5.  Les  cotes 
de  second  sei^ont,  à  très  peu  près, 

.,i      oi      3I      5i      - 

-'i)         -^i)        •-'2»        -'2'         /• 

On  voit  qu'elles  diffèrent  notablement  des  précédentes-, 
les  unes  sont  augmentées,  et  les  autres  diminuées.  Cela  se 
comprend  facilement,  car  un  cheval  peut  très  bien  avoir 
une  probabilité  plus  grande  pour  arriver  premier  que 
second. 

IV.  —   Chevaux  placés  troisièmes. 

Les  paris  sur  les  chevaux  placés  seconds  ont  pariaite- 
ment  leur  raison  d'être 5  car,  la  première  place  étant  gé- 
néralement à  la  fin  de  la  course  disputée  par  deux  che- 
vaux seulement,  le  cheval  arrivant  second  est  réellement 
celui  qui  a  le  plus  de  valeur  après  le  premier;  mais  il 
n'y  a  presque  jamais  lieu  de  parier  sur  les  chevaux  placés 
troisièmes.  Cependant,  dans  les  courses  importantes,  on 
fait  au  second  des  avantages  notables,  de  telle  façon  que 
la  seconde  place  se  trouve  ordinairement  disputée  par 


(  M^  ) 

deux  chevaux^  on  peut,  dans  ce  cas,  parier  sur  le  cheval 
placé  troisième.  Nous  reclicrcherons  donc  (juelle  proba- 
bilité un  clieval  a  d'arriver  tioisièmc,  aiin  de  fixer  sa 
cote  de  troisième. 

Soient  a,  b^  c,  d ^  ...  les  cotes  de  premier.  Kous  sa- 
vons comment  on  en  déduit  les  cotes  de  second  a',  h' ,  c', 
d' ,  ....  Cherchons  la  probabilité  qu'a  le  cheval  coté  a 
d'arriver  troisième.  Supposons  que  le  cheval  coté  b  soit 
premier;  la  probabilité  de  cet  événement  est 

I 

Supposons,  en  outre,  que  le  cheval  colé  c  soit  second-, 
la  probabilité  est 


et,  pour  que  les  deux  événements  arrivent  h  la  lois,  la 
probabilité  est 


6  -î-  I  c'-H  I 


Alors,  pour  que  le  cheval  coté  a  soit  troisième,  en  ad- 
mettant toujours  la  même  hypothèse  déjà  adoptée,  la 
probabilité  sera 


a  -i-  I        d  -^  i        e  -t-  I 

Nous  représenterons  cette  fraction  par  P/,,-.  La  proba- 
bilité du  triple  événement  sera  donc 


Vbc 


-1-  I     c    -r-  1 


Mais,  le  cheval  coté  b  étant  premier,  tous  les  autres,  sauf 
celui  coté  a,  peuvent  être  seconds;  nous  aurons  donc  la 


3/i6 


T^~  (  --—  P6C+  -,7-^  P/./+  -r^  P^.--  .  .  .  )  . 

Tous  les  clievaux  peuvent  èlre  premiers  avec  les  proba- 
bilités   j  -, ,  ,  ■    ■•  Nous  devrons  donc  com- 

c-i-i     a-Hi     e  -h  i 

biner  la  place  de  premier  de  chacun  d'eux  avec  celle  de 
second  de  tous  ceux  qui  restent,  sauf  celui  coté  a.  La 
probabilité  cherchée  aura  pour  expression 


r -, Pa.  -  -7, i'o,/  -^  ~, P*.  -^  y. Pi/-  . 

-4-  ir^—^cb  -r-  -~  Peu  H-     ,-^  Pce  -  ^  P./+  .  . .  ) 
c-l-i\6-i-i  a  -1- 1  e  -hi  /-T-i  / 


('3^     ^.'/Ir.  III 

"de  —  -7-^ Pf/e  —  77— —  Pr//— 


'   f/  +  i\6'- 

'   e  -^i\b'^ 

I              e  -M             /  H-i 
P       ,        "      P   ,       i_p  ,_!-      ^ 

I  a  -^  I  /   H-  I        ■'  / 


Cette  expression  est  beaucoup  trop  compliquée  pour 
qu'elle  puisse  avoir  quelque  utilité  pratique. 

V.  —  Chexaux  placés  dans  les  deux  ou  trois  premiers. 

Si  l'on  parie  peu  sur  les  chevaux  placés  seconds  ou 
troisièmes,  il  est  un  genre  de  pari  très  frécjuent,  c'est 
celui  que  l'on  fait  sur  les  chevaux  placés.  Le  preneur 
parie  cpie  le  cheval  qu'il  désigne  arrivera  dans  les  deux 
premiers  ou  dans  les  trois  premiers,  sans  préciser,  du 
reste,  l'ordre  d'arrivée. 

Prenons  d'abord  le  cas  d'un  cheval  placé  dans  les  deux 
premiers.  JNous  pourrons  facilement,  d'après  ce  qui  a 
été  dit,  examiner  les  conditions  d'un  pareil  pari.  La 
probabilité  sera  égale  à  la  somme  des  probabilités  pour 


(!_,   ) 


(  "'l;  ) 

([lie  le  clieval  arcivr  piriiiicr  el  sucontl,  du 
I  1 


a  H-  I        a  -r-  I 

On  aura  donc,  t;n  appelant  «i  la  cote  qu'il  t'audia  [)rc'ndte 
pour  ce  genre  de  pari  et  en  reniplarant  a  par  la  valeur 
piéoédeninient  obtenue. 


a|-i- 1        a  -f-  I 


I  —  M I  -T-  M 


En  faisant  la  sonune  de  toutes  les  probabilités,  on 
aurait 

^«i-i-i        ^a-f-i        ^«2— I 

Le  parieur  qui  lait  sou  livre  pour  prendre  ou  donner 
tous  les  chevaux  devra  gagner  ou  perdre  sur  deux  d'entre 
eux.  Le  chargement  ou  déchargement  sera  donc  double 
de  sa  valeur  pour  le  pari  sur  un  cheval.  L'opération  serait 
donc  pi  us  avantageuse  pour  le  parieur  cjui  pourrait  réussir 
à  faire  un  livre  complet. 

Soient  trois  chevaux  présentant  les  cotes  i ,  l  ^,  4  qui 
correspondent  à  un  chargement  de  o,  lo.  Ces  cotes,  pour 
les  mêmes  chevaux  placés  dans  les  deux  premiers,  de- 
viendront 


1  0_8 
l'O  0 


Dans  les  courses  importantes,  on  fait  des  paris  sur  les 
chevaux  placés  dans  les  trois  premiers,  quel  que  soit 
leur  ordre  d'ariivée.  La  probabilité  de  chaque  cheval 
sera  encore  la  somme  des  trois  probabilités  pour  les  trois 
places  qu'il  peut  occuper.  {A  suivre.) 
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SIR  LA  LIMITE  »E  2^  "2^7'  I^^RSQIE  p  El  q  PAR- 
1  1 

COIIREXT  TOITES  LES  VALELRS  ENTIÈRES  POSITIVES  JIS- 
Ol'A  n  ET  m  RESPECTIVEMEXT,  ET  OIE  n  ET  m  AlGlIE^- 
TE\T  I\DÉFÎ\niE\T,  TA\DîS  QUE  LEUR  RAPPORT  TE^D 
VERS  l\E  LIMITE  DÉTERMIVÉE  ; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


Je  considère  la  série  liarnioiiique 


Soient  Sfji  la  somme  de  ses  /?/  premiers  et  S„  la  somme; 
de  ses  ii  premiers  termes.  Je  suj:>pose  que  m  et  /i 
tendent  vers  l'intiui,  7i  restant  supérieur  à  m,  et  le  rap- 
port —  restant  fini.  Alors  on  a 


lim(S„—  S/„)=  loj 


en  mettant  (  —      pour  hm  — 

\  /u  /  '-  m 


On  peut  le  démontrer  ainsi  :  S/,  —  S,„  est  la  limite  de 


pour  p  :=  o.  Supposons  p  positif;  la  série     t  -^77'  i  par- 
courant toutes  les  valeurs  entières  positives,  est  convei- 


(  -519  ) 
jciilc.  l'I  1  ou   peut  écrire 


S,„  =  liin 


I : ^ ' +...] 


Je  vais  calculer  chacune  de  ces  limites. 

Soit  J  =  — p^^T^une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rec- 


tangulaires. J'ai 


r 


y  dx  =  — ~ 


Or  la  valeur  de  cette  intégrale  est  représentée  par 
l'aire  comprise,  du  côté  des  x  positifs,  entre  l'axe  des  x, 
la  courbe  et  l'ordonnée  x  =  /. 

Considérons  les  rectangles  qui  ont  pour  cotés  respec- 
tivement les  ordonnées  des  points  dont  les  abscisses 
sont  a:  =  i,  i-i-i,  ...,  et  les  distances  égales  à  i  qui 
séparent  ces  ordonnées. 

Il  sufiit  de  faire  la  ligure  pour  voir  clairement  que 
l'aire  de    ces    rectangles     sera    au   total    supérieure    à 

y  dx.  La  somme  des  aires  de  ces  rectangles  est 


l'aire    / 


t'i+P    ■    (i-i-i)i+P 

Si  nous  considérons  de  même  les  rectangles  qui  ont 
pour  côtés  les  ordonnées  des  points  dont  les  abscisses 
sont  i  -t-  I,  i  -h  2,  .  .  . ,  et  les  distances  égales  à  i  qui 
séparent  les  ordonnées  j:  =  i  -f-  i  et  x  =  t,  a:  =  i  H-  2 
et  x  =  i  -h  I ,  ...,1a  somme  des  aires  de  ces  rectangles 
sera  égale  à 


et  sera  inférieure  à  la  même  aire   /         r  dx  ==  —jz,- 


(  35o  ) 
Uone    /      )  dx  sera  compris  entre  les  aiies  des  deux 
séries  de  rectangles,  et  l'on  peut  poser 


,=  -^-6-., 


B  étant  compris  entre  o  et  i . 

Il  en  résulte  que,  B,  étant  de  même  compris  entre  o 
et  i ,  on  aura 

S,.—  S,„  =     limo=o  (  ; ;  ) 

L        '       \p/n?         P'is'/ 

m  et  /i  étant  inlinis. 

Je   passe  à  la  limite  pour  p  =  o  et  j'ai   à    trouver  la 
limite  de 

'(-Y- -(-Y- 

p  \  m  1  p  \ii  J 

Nous  aurons  le  résultat  en  considérant  le  rapport  des 
dérivées  en  p,  il  reste 

(  —  )    log 1  -       I02;  — • 

^  m  J  m        \  n  /        "  n 

Donc,  pour  p  =  o,  il  reste 

s.,-s,„=n.[.og(£)-6,(l-^)]  =  ,o.(£). 

m  =  "> 

C.     Q.     F.     D. 

Autre  démonstration.   —  Si  l'on  considère   /  > 

J       ^ 

c'est  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x,  les  ordonnées 
o:  =  m,  j:  =  «  et  la  courbe  1  =  -.  En  considérant  deux 
séries  de  rectangles  (qu'on   pourrait  peut-être  appeler 


(  ^'^^  ) 

inscrils  cl  ciriuiisc  rits),  ou  obtiL-iil 

li.n('-J-    -^-l_-^...-.--L)=    f"^ 
\  /n  -T-  I         ni  ~  1  II  I      .'         -JC 

i^ni  et  11  étant  infinis). 

Ca'  procédé  revient  à   faire  p  =;  o  dès  l'abord  dans  la 

démonstration  précédente.  Seuleinent  on  doit  considérer 

r  "  dx         , .         ,       /"'  d.r         f  °°  d.v  C  *  dx         .    ,.    . 

1      — au  Jien  de    / ;       — ^  car    /      — est  iniini. 

I  X  J  X  I  X  J  X 

r  "  dx  ,  Tl 

Or   /      —  ne  dépend  que  de  — ;  car,  posant  x  =  mx\ 
j'ai 

n 

"  ^.r  r  "'  dx' 


r  dx  _   r'"  dx' 

I  X  '.  X 


Si  —  reste  lini,  la  somme  considérée  a  une  liniile.  Or, 
m 

en  posant 

I  I  I 


fn 


—       m  -T-  V        ni  ^  2  n 

\ //i  -T-  i        m  -^  -1  p  / 


on  a 

S  i±  =  f  p  ~^fn- 
m  m  p 

Posant  lim  —  =  xy,  lim—  =  x,  il  vient 

m  "  '  m  ^ 

n 
lim  -  =  r 

P 
et,  par  suite, 

fxy  =  fx  -^  Jy  \ 

de  sorte  que  l'on  voit  que  la  limite  de  la  fonction 


m  -^  \         w  -r-  2 


(  352  ) 

où  n  et  m  auirnientent  indéfîninieiil,  —  tendant  vers  une 
limite  déterminée,  est  égale  à 


pour  p  =o, 


-'-■)   et  jouit  de  la   propriété   caractéristique   des 


logarithmes 


'•o 


Jxy  —  fx-^fy 


ERRATA. 


TOME   IV   (3*   série). 
Page  559,  ligne    7.  après  diviseur,  Usez  carré. 

»  12,  au  lieu  de  lo"" —  i  -+-,  lisez  10'"  —  i  4-  /•. 

Page  56o,  ligne  i5,  au  lieu  de  e",  lisez  e^". 
Page  564,  ligne  i3,  les  crochets  sont  inutiles. 

»  »       17,  au  lieu  de  Q„(a7),  lisez  Q„(a:"). 

))  Dans  les  énoncés  des  Questions  59,  GO,  61,  nous  avons 
oublié  de  dire  que  les  entiers,  dont  la  somme  des  carrés  est  une 
puissance,  doivent  être  premiers  entre  eux.  Dans  quels  ras  cette 
restriction^devient-elle  superflue  ? 

Page  .565,  ligne    4>  le  dernier  exposant  n'est  pas  ?/J|,  mais  uj,. 

TOME  V  (3^  série;. 

P.  i3i,  ligne  5;  du  lieu  de  —  i  lisez  — • 
s-  m' 

P.  i38,  ligne  5,  en  remontant,  a^f  lieu  de  ou,  lisez  où. 

P.  074,  lignes  I  et  3,  en  remontant,   mettre   en    dénominateur    la 
lettre  •::. 


(  :;53  ) 


SIR  LA  TilKOlUK  lU  l'LAMMETRE  DAMSLER; 

Pau  m.   Artiur  TIIIRÉ, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
Professeur  à  l'École  des  Mines  d'Ouro-Preto  (Rn-sil). 


On  coiinait  lingëniiîux  planimètre  imaginé  par 
Ainsler  pour  la  mesure  des  surfaces  limitées  à  des 
courbes  planes.  Il  se  compose  essentiellement  {fig-  i) 
de  deux  branches  CI,  AIB  articulées  en  I,  et  d'une  rou- 
lette B  dont  l'axe  est  la  branche  AIB.  Les  extrémités  C 

Fig.   I. 


et  A  des  deux  branches  sont  munies  de  pointes.  Quand 
l'instrument  est  placé  sur  un  dessin,  ses  trois  points 
d'appui  sont  les  pointes  C,  A,  et  la  roulette  B.  Les 
branches  CI,  AIB  sont  parallèles  au  [)lan  du  dessin;  les 
pointes  C  et  A  lui  sont  perpendiculaires;  le  plan  moyen 
de  la  roulette  lui  est  aussi  perpendiculaire.  La  pointe  C 
est  aiguë;  on  peut  la  fixer  en  l'enfonçant  légèrement 
dans  le  dessin  et  même  dans  la  planchette  sur  laquelle 
est  collé  le  dessin  :  c'est  le  pôle  du  planimètre.  La 
pointe  A  est  une  simple  pointe  sèche  ou  style,  destinée 
à  suivre  le  contour  d'une  figure  tracée  sur  le  dessin. 
Lorsque,  maintenant  fixe  la  pointe  C,  on  fait  parcourir 
à  la  pointe  A  un  arc  de  courbe  quelconque,   on  déter- 

,-/////.  (le  Mathéniat.,  3'  série,  t.  V.  (Août    iS86.)  23 


(  35.1  ) 
mine  un  certain  roulement  de  la  roulette^  la  valenr  de 
ce  roulement  et  l'aire  de  certaines  surfaces  qui  dépen- 
dent de  l'arc  de  courhe  parcouru  sont  liées  par  une  re- 
lation assez  simple  que  nous  nous  proposons  d'établir, 
et  d'où  se  déduit  la  théorie  du  planimètre. 

Soient  (Jig-  2)  C  le  pôle  du  planimètre,  A  la  pointe 


mobile,  CI,  AIB  les  deux  branches  du  planimètre,  arti- 
culées en  I. 

La  roulette  a  son  centre  en  B  à  l'extrémité  de  la 
branche  AIB. 

Je  désignerai  par  a  la  longueur  lA,  b  la  longueur  IB, 
c  la  longueur  IC,  0  le  rayon  vecteur  variable  CA. 

Dans  le  triangle  CIA,  on  a 

a  —  c  <C  p  <C  a  -h  c. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  décrit  deux  circonlerences 
du  même  centre  C  avec  les  rayons  (a  —  c)  et  (a  -\-  c), 
la  pointe  mobile  A  sera  située  nécessairement  dans  l'es- 
pace annulaire  compris  entre  ces  deux  circonférences 
limites  que  je  représente  en  Xa  et  )/ )/.  J'appellerai  cet 
espace  annulaii-e  la  zo/ie  d'action  du  planimètre.  Pour 


(  ;ir)5  ) 

qu(;  l'on  puisse  faire  suivre  à  la  pointe  A  un  eerlain  arc 
de  courbe,  il  faut  que  cet  arc  soit  tout  entier  contenu 
dans  celte  zone  d'action. 

Imaginons  que  la  branche  CI  reste  fixe  et  que  la 
brandie  AIB  tourne  autour  de  l'articulation  I.  La 
pointe  A  décrira  un  cercle,  et  la  roulette  B  roulera  sans 
glisser.  J'appellerai  cercles  de  roulement  Ions  les  cercles 
qui,  lorsqu'ils  sont  ainsi  décrits  par  la  pointe  A,  con- 
duisent à  un  mouvement  de  roulement  sans  glissement 
de  la  roulette. 

Quand  la  pointe  A  décrit  un  cercle  de  roulement,  le 
point  de  contact  de  la  roulette  décrit  sur  le  papier  un 
cercle  concentrique  y.  Imaginons  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  cercles  y.  Quand  le  point  de  contact  de  la 
roulette  décrit  sur  le  papier  une  de  ces  trajectoires  ortho- 
gonales, la  pointe  A  décrit  une  courbe  que  j'appellerai 
courbe  de  glissement  ;  il  y  a  alors  glissement  sans  rou- 
lement de  la  roulette. 

Construisons  la  tangente  en  A  à  la  courbe  de  glisse- 
ment qui  passe  par  ce  point.  Pour  cela,  déterminons  le 
centre  instantané  de  rotation  de  la  branche  AIE  lorsque 
la  pointe  A  décrit  un  élément  de  courbe  de  glissement. 
Ce  centre  instantané  est  le  point  d'intersection  H  de  la 
branche  IC  et  de  la  perpendiculaire  à  BA  menée  par  le 
point  B.  En  joignant  HA,  nous  auions  en  HA  la  normale 
en  A  à  la  courbe  de  glissement.  AT  perpendiculaire  à 
AH  est  la  tangente  en  A  à  cette  courbe. 

Soit  CAIB  {fig.  3)  la  position  actuelle  du  planimètre. 
Considérons  un  second  planimètre  CA'l'B'  de  mêmes 
dimensions  que  le  premier,  ayant  même  pôle  C,  ayant 
sa  branche  CI'  dans  le  prolongement  du  rayon  vec- 
teur Cx\.  et  ayant  son  rayon  vecteur  CA'  dans  le  prolon- 
gement de  la  branche  CI.  A  chaque  position  du  plani- 
mètre CAIB  correspond    une   position    du    planimètre 


(  :\56  ) 

CA'I'IV.  11  est  clair  c|ue  la  position  du  premier  plaiii- 
nièlre  se  déduit  de  la  position  du  second,  de  la  même 
façon  que  la  position  du  second  de  la  position  du  pre- 
mier. Nous  appellerons  ces  deux  planimètres  co«y«^/<e,9. 


Lorsque  la  pointe  A  du  premier  planimètre  décrit  une 
courbe,  la  pointe  A'  du  planimètre  conjugué  décrit  une 
courbe  que  nous  appellerons  conjuguée  de  la  première. 
Les  points  correspondants  de  ces  deux  courbes  se  rap- 
portent à  des  positions  correspondantes  des  pointes  A  et 
A'^  nous  appellerons  ces  points  conjugués.  Eufinnous 
appellerons  surfaces,  ou  plus  généralement  /ig-^/'e.v  con- 
juguées, deux  surfaces  ou  figures  dont  tous  les  points 
seront  deux  à  deux  conjugués. 

Une  droite  passant  par  le  pôle  C  a  évidemment  pour 
conjuguée  la  circonférence  d'un  cercle  de  roulement,  et 
inversement.  Un  arc  de  cercle  ayant  son  centre  au  pôle  C 
a  pour  conjugué  un  arc  de  cercle  égal  appartenant  à  la 
même  circonférence. 

Deux  surfaces  conjuguées  sont  limitées  par  des  courbes 
de  forme  différente,  mais  ont  des  aires  égales.  En  effet, 
décomposons  ces  surfaces  conjuguées  en  tranches  courbes 
infiniment  minces  par  une  série  de  cercles  concentriques, 
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de  cenlic  C,  iulininicnl  rapprochés  les  uns  des  autres. 
Dans  les  deux  surfaces,  ces  tranches  courhes  inhniinent 
minces  se  coi'respondenl  et  sont  conjuguées  deux  à  deux. 
Deux  tran('ljes  inlininienl  minces  conjuguées  ont  évi- 
demment même  épaisseur  et  même  longueur  et,  pai-  con- 
séquent, ont  des  aires  égales. 

Cette  égalité  des  aires  de  deux  surlaces  conjuguées 
nous  sera  utile  plus  loin. 

Lorsque  la  pointe  A  du  planimètre  se  déplace  d'une 
manière  quelconque,  le  roulement  de  la  roulette  corres- 
pond à  chaque  instant  à  la  composante,  suivant  une  per- 
pendiculaire à  la  branche  BA,  du  chemin  suivi  par  cette 
roulette.  Etablissons  l'expression  du  roulement  de  la 
roulette  pour  un  déplacement  quelconque  de  la  pointe  A. 

Rapportons  les  positions  de  la  branche  CI  à  une  di- 
rection fixe,  et  appelons  (o  l'angle  variable  que  la  branche 
CI  fait  avec  cette  direction  fixe. 

Appelons  8  l'angle  variable  CIB. 

Considérons  d'abord  un  déplacement  infiniment  petit 
de  la  pointe  A  du  planimètre. 

Soient,  pour  ce  déplacement  infiniment  petit,  r/c  le 
roulement  de  la  roulette,  d^  l'accroissement  de  0,  cho 
l'accroissement  de  w. 

Le  déplacement  infiniment  petit  de  la  pointe  A  peut 
être  décomposé  en  deux  déplacements  suivant  un  cercle 
de  roulement  et  une  courbe  de  glissement. 

Soit  M'  l'accroissement  de  B  relatif  au  déplacement 
composant  suivant  un  cercle  de  roulement. 

Soit  d^"  l'accroissement  relatif  au  déplacement  com- 
posant suivant  une  courbe  de  glissement. 

On  a 

Des  deux  déplacements  composants,  un  seul  fait  rouler 


(  '^^8  ) 

Ja  roulette  :  c'est  le  déplacement  suivant  un  cercle  de 
roulement.  Le  roulement  correspondant  dz  de  la  rou- 
lette a  pour  valeur  absolue 

b  rfB'. 

Pour  fixer  le  signe  à  attribuer  à  cette  valeur,  il  faut 
fixer,  pour  la  roulette,  le  sens  des  rotations  positives. 
Nous  prendrons  pour  sens  positif  des  rotations  de  la 
roulette  le  sens  opposé  à  celui  du  mouvement  des  ai- 
guilles d'une  montre  par  rapport  à  un  observateur  placé 
en  I.  Avec  cette  convention,  nous  aurons,  en  grandeur 
et  en  signe, 

(2)  dz=~ùdiï. 

Clierchons  maintenant  l'expression  de  dh". 

Pendant  le  déplacement  composant  suivant  la  courbe 
de  glissement,  CI  tourne  autour  de  C  de  l'angle  dio.  La 
brandie  BA  tourne  autour  du  centre  instantané  de  ro- 
tation H  d'un  angle  facile  à  déterminer  :  en  effet,  I  dé- 
crit, pendant  ce  déplacement,  l'arc  c  <^to,  et,  par  consé- 
quent, l'angle  de  la  rotation  autour  de  H  est 

c  chu  c  cosO  dui 

ou 


IH  b 

L'accroissement  d^"  de  l'angle  0  résulte  des  déplace- 
ments angulaires  des  deux  côtés  IB,  IC  de  cet  angle  et 
a  évidemment  pour  expression  la  différence  des  dépla- 
cements angulaires  de  ces  côtés.  On  a  donc 

„„       c  cosÔ  dio         , 

(  3  )  dft  =  j doi. 

b 

ELlirainons  dH'  et  dH"  entre  (i),  (2)  et  (3).  Il  vient 

( 4 )  dz  —  c  C05 ^  do)  —  b{dH  -r-  doj ). 


(  -^^V)  ) 
Or,  dans  le  liiauj;!»-  CIA,  on  a 

p2  :=  (^i^^  fî-^  ^ar  tosO. 
d'où 

0- —  a-  —  c- 
rcosO  =  '■ 


Portons  cette  valeur  de  ccosO  dans  (4  )•  Il  vient 

a  dz  =  '— do)  —  aù(  dO  -r-  dto  ) 


,r                  7          f    -,    /          a-^  c--^  ^.a/j  , 

(5 )  a  dz  =  -  p-  dio rfco  —  au  <:/'). 


Cette  équation  (5)  est  relative  à  un  déplacement  élé- 
mentaire quelconque  de  la  pointe  A  du  planimètre.  Ap- 
pliquons-la à  un  déplacement  fini  quelconque  de  cette 
pointe  A.  Pour  cela,  intégrons.  Il  vient,  en  appelant  z 
le  roulement  total  de  la  roulette, 

(6)       az=  -       y^  do} /  do)  —  ab  j  dO. 

Cette  équation  fondamentale  donne  directement  la 
théorie  du  planimètre,  comme  je  vais  le  montrer  un  peu 
plus  loin. 

Ordinairement,  les  divisions  marquées  sur  la  roulette 
du  planimètre  d'Amsler  et  sur  le  compteur  qui  enre- 
gistre le  nombre  de  tours  correspondent  au  roulement 
vrai  z  multiplié  par  la  longueur  a  de  la  branche  lA  de 
l'instrument.  On  lit  donc  directement,  sur  l'instrument, 
la  valeur  du  produit  az  qui  représente  le  premier 
membre  de  l'équation  (6)  :  c'est  ce  que  nous  appellerons 
le  roulement  accusé  par  l'instrument. 

Remarquons  que  le  terme  ^fo-dii)  représente  l'aire 
d'un  secteur  limité  à  deux  rayons  rectilignes  issus  de  C 
et  à  la  courbe  conjuguée  de  la  courbe  décrite  par  la 
pointe  A  du  planimètre;  car  le  rayon  vecteur  CA'  du 


(  36o  ) 
plaaimètre  conjugué  est  conslainiuentégal  au  rayon  vec- 
teur CA  ou  0  du  planiniètre  CAIB;  en  outre,  les  dépla- 
cemenls  angulaires  successifs  de  CA'  sont  égaux  aux  dé- 
placements angulaires  successils  dhi  de  la  branche  CI  dans 
le  prolongement  de  laquelle  il  se  trouve, 

Apjdiquons  la  formule  fondamentale  (6)  à  divers  cas. 

Pkemier  cas  :  Cowbe  fermée,  le  pôle  (haut  à  l'exté- 
rieur de  cette  courbe.  —  Si  la  pointe  A  parcourt  une 
courbe  fermée  qui  laisse  le  pôle  en  dehors  de  la  surface 
limitée  par  cette  courbe,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

az  =  \  f  [■>-  dto. 

Or  4^/s-  d(o  est  l'aire  de  la  surface  conjuguée  de  la 
surface  limitée  par  la  courbe  f<;rmée  décrite  par  la 
pointe  A  du  planimèti  e.  A  cause  de  l'égalité  des  aires 
de  deux  surfaces  conjuguées,  on  conclut  que,  dans  ce 
cas,  le  rouleuient  accusé  par  le  planiniètre  représente 
l'aire  limitée  par  la  courbe  fermée  décrite  par  la  pointe 
de  l'instrument . 

Deuxii^me  cas  :  Courbe  fermée,  le  pôle  étant  à  l'in- 
térieur de  cette  courbe.  —  Dans  ce  cas,  la  branche  CI 
effectue  une  révolution  complète,  cl  fdto  a,  par  consé- 
quent, pour  valeur  2-.  L'équation  (6)  se  réduit  alors  à 

az  =  if  ?~  d^  —  7z{a--h  c--i-  lab) 
ou 

|yp2  doi  =  a.z  -^  ~{à^  -^  &-  -T-  "i-cib). 

On  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  l'aire  lindtée  par  la 
courbe  fermée  décrite  par  la  pointe  du  planiniètre  a 
pour  naleur  le  roulement  accusé  par  l'instrument, 
augmenté  de  la  constante  -(«-  +  c-  +  lab). 

Troisième  cas  ;  Arc  de  courbe  dont  les  extrémités 
<ont  à  égale  distance  du  pôle.  —  Considérons,  d'une 


(  ■^<''  ) 

pari,  le  socteui'  limité  à  cet  are  el  à  deux  rayons  issus 
du  pôle  et,  d'autre  part,  le  secteur  limité  à  l'are  con- 
jugué et  à  deux  rayons  issus  du  pôle.  On  vérifie  aisé- 
ment que  ces  deux  secteurs  ont  même  surlace,  en  les  dé- 
composant en  tranches  infiniment  minces  par  des  cercles 
conccntrifpies  ayant  le  pôle  pour  centre. 

Appliquons  la  formule  (6)  à  l'arc  du  premier  secteur. 
Les  extrémités  de  cet  arc  étant  à  la  môme  distance  du 
pôle,  les  valeurs  initiale  et  finale  de  G  sont  égales,  et 

l'on  a 

fdd  =  o. 

En  appelant  tî  l'angle  au  centre  de  ce  secteur,  on  a 

Jcko  =  a. 
La  formule  (6)  devient  donc 


az  =^  -  I  p-  f/o) 


i/' 


p2  cho  =^  az 


«2 

-h  C'-+-  lah 

■2 

a- 

^  c'^-i-iab 

^,f^'-  do)  représente  indifféremment  la  surface  de  l'un  ou 
l'autre  des  deux  secteurs  que  nous  avons  considérés  et 
dont  les  aires  sont  égales.  De  cette  dernière  équation,  on 
conclut  que  l'aire  du  secteur  limité  par  un  arc  de 
courbe  dont  les  extrémités  ioftt  à  égale  distance  du 
pôle  a  pour  valeur  le  roulement  accusé  par  le  plani- 
mètre  [lorsque  la  pointe  de  l'instrument  parcourt  cet 

s                       ,   j                   a- -i- c^ -h  ■j'.ab  .^ 
arc)  augmente  au  terme ; —  il^  qui  eslpropor- 

tionnel  à  l'angle  an  centre  du  secteur. 

Quatrième  cas  :  ^rc  de  courbe  quelconque.  —  Pour 
un  arc  de  coui-be  ouvert  quelconque,  l'équation  (Oî) 
donne 

1    /    „    /           (■/■--+-  c^-^  'inb  ,  ^  ,    , 

az  —  -  I  çj-  cuo (^2—  oji)  —  (10(^2 —  Oj), 


(  36.  ) 
(j)i  et  6|   étant  les  valeurs  initiales  de  to  cl  B,  w^  et  Bj 
étant  leurs  valeurs  finales. 

Si  Ton  pose 

r-  z=  a^-^  c-  -—  2ab, 

r'-  =:  2  «6, 

on  arrive  à  cet  énoncé  : 

Le  roulement  accusé  par  le  planinièlre,  lorsque  la 
pointe  parcourt  un  arc  de  courbe  quelconque,  repré- 
sente l'aire  du  secteur  limité  à  l'arc  conjugué  et  à  deux 
rayons  issus  du  pôle,  diminuée  de  la  somme  des  aires 
de  deux  secteurs  circulaires  ayant  l' un  pour  raj  on  r 
et  pour  ajigle  au  centre  l'accroissement  (too — ^"^O  de 
to,  Vautre  pour  rayon  r'  et  pour  angle  au  centre  V ac- 
croissement (Oo  —  8,  )  <:/e  Q. 

Des  trois  termes  qui  figurent  dans  l'expression  de  az, 
les  deux  derniers  dépendent  seulement  des  positions 
initiale  et  finale  du  planimètre  ;  le  premier  terme  dé- 
pend des  positions  intermédiaires  par  lesquelles  passe 

l'instrument. 

Fig.  4. 


Soit  M)jNMj  {Jig-  -0  l'ai't^  de  courbe  quelconque  dé- 


(  :;6:;  ) 

crit  par  la  poiiilc  du  |)laniinètre.  Considérons  le  secteur 
limité  à  l'arc  M)  IN  Mo  et  aux  deux  rayons  vecteurs  niixti- 
lignes  CD,  M( ,  CDoINla  formés  par  les  rayons  CD, ,  CDo 
du  cercle  ).A  [cercle  de  centre  C  et  de  rayon  [a  —  t)]  et 
par  les  cercles  de  roulement  D,  M,,  DoMo.  On  voit  aisé- 
ment que  la  surface  S  de  ce  secteur  est  égale  à  la  surface 
du  secteur  limité  à  l'arc  de  courbe  conjugué,  et  qui  a 
pour  expression 

On  a  donc,  pour  nouvelle  expression  du  roulement  de  la 
roulette, 

az  =  S  — }r2(co2— oj,)  — {/•'2(6,— Oi). 

Cinquième  cas  :  La  pointe  de  V instrument  parcourt, 
suivant  la  direction  d' un  rajon,  la  largeur  entier eYF 
de  la  zone  d'action  du  planimètre  {fg-  4)-  —  La 
courbe  conjuguée  du  chemin  parcouru  EF  est  une  demi- 
circonférence  de  cercle  de  roulement.  Le  secteur,  dont 
l'aire  a  pour  valeur  ^fp'-dto,  est  un  demi-cercle  de 
rayon  a.  On  a  donc,  dans  ce  cas  particulier, 


dixj  =  ~ — 


co  variant  de  o  à  t:,  et  9  variant  de  -  à  o.  on  a 

/  ckù  =  -, 

/  ^6   =  -  TT. 

L'expression  de  a^  devient  ainsi 

t:  a-        a-  -4-  c'^  -4-  2  ab  _  .  _ 

2  A 

ou,  en  simplifiant, 

~c- 

""   ~~  -2(1 

Il  convient  d'observer  que  ce  roulement  :;  est  indé- 


(  364  ) 
peudaiU  de  h,  et,  par  conséquent,  qu'il  est   le  même, 
quelle  que  soit  la  position  de  la  roulette  sur  la  barre  AI. 
De  là  on  déduit  accessoirement  le  théorème  suivant  : 

Dans  le  mouvement  d\ine  manivelle  CI  et  d'une 
bielle lA  do?it  l'extiémité  A  ^e  meut  suivant  une  direc- 
tion passant  jyar  le  centre  C  de  la  manivelle,  si  diverses 
roulettes  de  même  rayon  sont  montées  en  divers  points 
de  la  bielle  lA  qui  leur  sert  d'axe  commun,  de  façon 
qu  elles  puissent  rouler  sur  un  plan  P  j)ai'allèle  au  plan 
de  la  mainvelle  et  de  la  bielle,  le  roulement  de  toutes 
ces  roulettes  est  le  même  pour  une  demi-révolutioJi  de 
la  manivelle  entre  ses  deux  points  morts  :  ce  roulement 
commun  aux  diverses  roulettes  a  pour  expression 


rCI 


AI 


SLR  LES  SOMMES  DES  PRODLITS  /.  A  A  (A=  i,2,3,  ...) 
DES  ^OMBRES  XATIRELS; 

Pau  m.  y.  MOLLAME, 

Professeur  à  l'Université  de  Catanc  (Sicile). 


Soit  S/f  „  la  somme  de  tous  les   produits  A  à  h  des 
nombres  i ,  2,  3,  .  .  . ,  7Z.  On  aura 

S/L-,re=  O,  si  /.  >   tu 

et 

S>i_«=«!,  si         k  =  n. 

Faisons,  par  convention, 

Cela  posé,  si  «,  /-,  u,  to  sont  des  nombres  entiers  po- 


(  :i6.)  ; 
sitif's,   et  <7,  b  deux  nombres  quelconques,   on   aura   la 
relation 


r=n  U.  =  W 


On  sait,  en  effet,  que,  en  posant 


a  ai  a  -\-  k)    ,       a ( a  -f-  A: ) (  «  -f-  2 /•  )    , 

—  .-T-  -! .r2  -: i :V^  -r-  .  .  . 

=  o{a). 


a(  a  -^  k  ) .  .  \a  -^  {  m  —  i)k 


m: 
où  m  est  un  nombre  entier,  aussi  grand  qu'on  veut,  on  a 

o(a)o{b)  =  oia  ^b), 

et,  pour  cela,  si  Ton  désigne  par  A,.,  B^,  0,^,  respecti- 
vement, les  coefficients  de  x'\  x^ ^  .r"  dans  '-p(«),  'f  (^ji 
'■^{a-\-  l)),  on  aura 

(a)  C„=EA.B,      \r  =  o,.,.....,n  } 

(   s  =  n,  n  —  1 ,  «  —  2 o  ^ 


Cependant  on  a 

A,.  =  —a{a  -+-  k){a  -+-  ik). .  .[a  -f-  (  /■  —  \)k\, 

c'est-à-dire 

A,.=  -^  (So ,-!«'' -^  Si, ,._!«'■-• /.- 

-^  S,,,._i a'-   2 A-2 ^- . . . -4-  S,._,  ,._, aA'-i ) 
et,  pareillement, 

B.=  ^(So,.-,6-^-4-Si,,_,è.^-   «A- 

-^  82,-1  6'-2A-2--. . .--  S,_i_,_i  6A-^-i  ), 

(.^,     j  G.=  ^[S„,„._,(«  +  6,« 

(  -v-S,,„_l(rt-^6)"-IA•  — ...-^S„_,.„-i(«^/^iA«-il. 


(  366  ) 
Le  terme  de  A,  qui  contient  h"^-  et  celui  de  B^  qui  con- 
tient A"'  sont,  respectivement, 

/•  !     '^  s  . 

et,  pour  cela,  le  ternie  avec  /ii^+''  dans  A,.By  est 

-4-^  Sa,;-i  ^v  .s-i  a'-Vb-'-^kV-^''  ; 
r .  s\     ' 

donc,  en  posant  y.  -j-  v  =  (o, 

^aà  r\  S .     '  (   5  =  (o ,  f  ij  —  I ,  oj  —  :>. o  ^ 

sera  le  coefficient  de   A"^  dans  A,B^;   on   peut  l'écrire 
encore 

et,  pour  cela,  le  coefficient  d<*  A'"  dansC,,  sera,  à  l'aide  de 
Tégalité  (a), 

2  HTT  2  S[j,;-iSo,-,j.,.-ia'-!^-i-^-«^H- 
(' /•  =  o.  1 ,  2,  ....  /î  ;  s  ^=  n,  Il  —  1 .  «  —  2.  . . . .  o ) 


ou,  étant  5  =  7/  —  /■  et 


/•  1  (  «  —  /•  j  !         \  /•  /  Il  ! 

Mais  le  coefficient  de  A'"  dans  C«  est,  en  vertu  de  l'éga- 

lité(fi), 

on  a  donc  la  relation  (1),  par  suite  de  l'égalité  des  deux 
expressions  du  coefficient  de  h"\ 


[  >^«7  ) 
Si  co  =:  o,  l'égalilé  (i)  donne  le  tliéoième  du  hinonic 
pour  un  exposant  entier  et  positif. 

2.   On  a  aussi 

■  /'  "  —  f'j  -+-  '  U 

■  _  /  "  -^  '  '\  s        s  .   /  "  -^  '  U     s 

>  —  I^O.P—l^Mil  —  /)~^   \  ,  I  '-'1,/) 'JùJ  — !,«  —  />  — 1 

1  \     p     /  '  ■  /J  -f- 1  ' 


c'est-à-dire 

(  2  )      (  )  -?w.H  =  ^  (        _^  ,,  j  ^'•,/'+'— 1  -'w-vsn-p-/- 

En  effet,  si  l'on  pose,  dans  l'équation  (i),  /• — [^  =  P 
et  que  l'oïi  prenne,  dans  le  second  signe  -,  le  terme 
qui  résulte  lorsque  |ji.  =^  r  —  p. 

sera  la  partie  du  second  membre  de  l'équation  (i)  où  li- 
gure rt^Z;"~""^.  Dans  la  précédenteexpression,  la  valeur  la 
plus  petite  que  peut  recevoir /dans  S,-_^,,_,,  c'est  j'=^p. 
La  valeur  la  plus  grande  que  la  même  quantité  ;•  peut 
avoir  dans  So)._;_/;,«_r_i:  c'est /'^w — p,  de  manière  que 

/  ^     1     ,    )  "^z — /','■—'  ^ i<y— I— 1> ^n— t — 1 

sera  le  coefficient  de  aPb"^^'^P  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (i)^  mais  le  coefficient  de  nPh"~"^'P  donné 
par    le    premier    membre    de    la    même    égalité,    c'est 


(  3(38  ) 
( '^      ^'  jS(.),„    I  :  donc 

;■  =  W  +  /) 

("~"'\^        -   V    /"is  s 

I  ) '-'w,«— 1 —       /  ^     I     ,    /-^^ — p^i — 1 '-'w— ;■+/), 71— ; — Il 


'•  =  /' 

et,    si  l'on  change,  dans  cette  dernière  égalité,    ?i   en 
«  +  I  et  /•  en  ;•  -\- p,  on  aura  l'équation  (a'). 
On  a  encore 

I  in  — h-  -f-i)Sx-,„ 

)  r  =  k 

(•^'     \       _\7  (« -4- 1)  rt(rt  —  I ).  .  .("/i  —  r -\- \)  ^ 

^/i  — r,/i  — /•  -1) 


"^ 

n  -^  I 

\                      /-z^O 

c'est-à-dire 

1  («  —  A--M)S/,_„ 

1       =             S/,,„_,-f- 

(   /i  -f-  I  )  71 

(3'j     ''                      (/i-4-l)«(« 

^/.■— 2,re— 3    .    .  •  • 

j                               3 

[                 {n  ^  i)  Ji( Il 

~  I  )  .  .  .  (  rt  —  /.-  —  I  ) 

On  obtient  l'égalité  précédente  par  le  changement  de  A 
en  w  dans  l'équation  (2)  :  dans  celle-ci,  on  fera  p  =  i  ^ 
et  Ton  se  rappellera  que 

et  que 

/  n  -h  i  \   _ ,  _  (  n  -^  i)  /i{  n  —  n . . . (  /i  —  /•  +  i ) 
\  r  -T-i/     '  /•  -)-  I 

Ou  a  pareillement 

/,  X     \  Sa-,«  =  nSx_i,,.— 14- («  —  ijSa-i,„_2 

f  +(«  —  2)S/,„,,„_3-i-...-^/.-S/,_,,„-,. 

En  effet,  dans  Sa^,,,  il  y  a  des  produits  qui  ont  le  fac- 
teur ?i.  Ce  sont  ceux  qui  ont  pour  somme  «S/v_i  „-\  '1  l^'s 
autres  produits  n'ont  pas  le  facteur  Ji  et  donnent  pour 


(  '^^h)  ) 

somme  S/{^„_i,  de  sorte  que  l'on  a 

L'équaliou  (4)  est  une  conséquence  immédiate  de 
l'équation  (5). 

Si,  dans  l'équation  (3'),  on  introduit  la  valeur  de 
^k,n-i  donnée  par  l'équation  (5),  on  aura 

A-Sa-,„=  n{n  -f-i)S/,_i,„_i 

'  (  rt  -I-  I  )  71 


-[' 


■A 

(  n  -^  i)  u(  n  —  I  )  _ 

-'■ r, b/.._i.,;_3-^.  .  . 

j 

(n-:-\)n(n  — i)...(n  —  A"  H- i  )  ^  1 

/.  -M  '  J 

Cette  égalité  est  la  plus  avantageuse,  parmi  les  autres, 
par  le  calcul  récurrent  des  quantités  S. 
On  voit  très  facilement  que 

So,7j-i"  So  rt-i-  Oi  ,j-i-.  .  .  =:  oj  ,j-i-  J^n  "t-  S5  ,j  +  ...==   .i{7l  ~  l)  . 

si  Ion  fait  x  =±  i  dans  Tidentilé 

(ar^i)(T^  2)..  .(x  —  n)  =  So  „^"-t- Sj  „:r«-' -h.  .  .-h  S„^„. 
On  a,  en  particulier, 

S»  „  =    y-j-  (  7i  -J-  1)  «(/l l)(3rt  -r-  2), 

03  „  =  — ; —  I  /I  —  ])-  /i-(  n  —  i  }(  n  —  2), 

4. .2 

Si  «  =    ^-j ^^,   (  /l  -f-  1  )  /«  (  /i  I  )  (  /l  2  1 

5 1 . 2+ . J 

X  (77  —  J  )(i 5 «•■'-{-  iS/î- —  ion  -r-  S  ), 


L'équation  (4)  donne  pour  S2,n  '^  valeur 

S2  „  =  -k[n^{n  —  i)-h(n  —  i)-{n  —  i  ) 

-^  {>  —  2  )2  (  «  —  3  )  -i- .  .  . -f-  2- .  1 1, 
//«H.  <i<-  Mat/iém.,  3«  série,  t.  V.  (Août  1886.)  24 


(  370  ) 
c'esl-;i-dii'e 

2  Sjy,  =  rt-^  -f-  (  rt  —  I  )^  ^- . . .  -!-  2^ 

—  «2—  («  _l)2_..._22, 


aS,..-..=2^'"-2 


/.•2 


Les  deux  précédentes  valeurs  de  So,^  donnent  lieu  à 
l'identité 

=  -:r—,  {71  -+- 1)  n( n  —  i){3  n  -^  a.). 

6.  4 

Ou  pourrait  avoir  d'autres  identités  par  la  comparaison 
des  valeurs  de  Ss^,,,  S^,,,,  .... 


^       ,  DE  LA  DEYiATIO\  DA\S  L'ELLIPSE; 

Par  m.  Maurice  d'OCAGNE. 


1.  Soient  v' et  ^'"  deux  cercles  concentriques.  Parle 
centre  O  de  ces  cercles  menons  deux  axes  rectangulaires 
O.retOj. 

Si  une  droite  OiNFM'  qui  coupe  le  cercle  y'  en  M'  et 
le  cercle""  en  M"  pivote  autour  du  point  O,  et  que,  pour 
chaque  position  de  cette  droite,  on  tire  la  droite  M'M  pa- 
rallèle à  O7  et  la  droite  M"M  parallèle  à  Ox,  le  lieu 
du  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  droites  est  une 
(dlipse  E  ayant  pour  grand  axe  le  diamètre  AA'  du 
cercle  r'  dirigé  suivant  Ox  et  pour  petit  axe  le  dia- 
mètre BB'du  cercle  ^'^' dirigé  suivant  O j  . 

C  est  là  un  résultat  connu,  et  d'ailleurs  bien  facile  à 
établir. 

Le  cercle  "'  est   ce   cnioii    appelle  le  ccicle  piinctj^dl 


de  l'ellipse  E.  C'est  le  lieu  des  projections  des  foy^TS 
réels  de  l'ellipse  E  sur  les  tangentes  à  cette  couihe.  De 
même  le  cercle  y"  t'st  le  lieu  des  projcclions  des  foyers 


Fis;. 


imaginaires  de  l'ellipse  E  sur  ses  tangentes.  On  pcuirait 
l'appeler  le  second  cercle  principal. 

M' P' 
Le   rapport         ,    étant  constant,  les   tangentes  M'T' 

ctMT'  qui  se  correspondent  sur  le  premier  cercle  prin- 
cipal -''  et  sur  l'ellipse  E  se  coupent  en  T',  sur  l'axe  Ox. 
C'est  encore  une  propriété  bien  connue  dont  la  dé- 
monstration est  des  plus  faciles. 

De  même  le  point  de  rencontre  T"  des  tangentes  à 
l'ellipse  E  au  point  M  et  au  cercle  y"  au  point  M"  se 
trouve  sur  Oy. 

En  somme,  la  tangente  en  M  s'obtient  en  joignant  le 
point  de  rencontre  T'  de  la  tangente  en  M'  avec  0.r,  au 
point  de  rencontre  T"  delà  tangente  en  M"  avec  Oy. 

Les  tangentes  M'T'  et  M"T"sont  parallèles.  J'appelle 
déviation  de  t  ellipse  an  point  M  l'angle  ipie  la  tan- 


(  -r^  ) 

génie  à  l'ellipse  en  ce  point  fait  avec  les  tangentes 
cori^espondant  aux  cercles  principaux.  Je  désignerai 
cet  angle  par  la  lettre  o. 

Je  rappelle  en  outre  que  l'angle  M'Ox  ou  (p  porte 
le  nom  à' anomalie  excentrique  de  l'ellipse  au  point  M. 

2.  Les  cercles  y'  et  y"  étant  connus,  tout  point  M  de 
l'ellipse  est  évidemment  déterminé  par  la  connaissance 
seule  de  son  anomalie  excentrique  cp.  Voyons  comment 
la  déviation  o  est  donnée  en  fonction  de  o. 

On  a 


Or 


I)( 


0  =  M'T'O  — MT'O. 


tangM'T'O  =  coto, 
tan-\IT'0=  -  rof 


(- 


rot! 


-  col- 


^       {a  —  h  )  siii  o  COSC5 
(0  tango  =    - — — ; j^ ^ 


Lors(]ue  l'angle  cp  vaiie  de  o  à  -j  c'est-à-dije  lorsque 

le  point  M  décrit  le  quart  d'ellipse  AB,  l'angle  ^  part  de 
zéro,  croit  jusqu'à  un  certain  maximum  et  décroit 
ensuite  jusqu'à  zéro. 

jNous  appellerons  le  point  M,  où  la  déviation  o  atteint 
son  maximum  o,  un  point  de  déviation  niaxima.  11  y  a 
évidemment  quatre  j)oints  de  déviation  maxima  symé- 
triques deux  à  deux,  soit  par  rapport  aux  axes,  soit  par 
rapport  au  centre. 

Pour  obli-nir  la  déviation  maxima  o,.  annulons  la  dé- 


(  3:3  ) 

rivée  de  l'expression  (i);  celanous  donne,  en  appelant  es, 
l'anomalie  excentrique  correspondante, 

(rt  sin^cpi-f-  b  cos-c3i)( —  sin-cçi-t-  cos-çi) 

—  sin(p|  coscpi(2a  sincpi  coscpi  —  a 6  sincsi  coscsi  )=  o, 

ou,  toutes  réductions  faites, 

—  a  sin-çpi-f-  b  cos^cp,  =  o, 
c'est-à-dire 

(.)  tang'^,  =  y/^. 

La  tangente  de  l' anomalie  excentrique  du  point  de 
déviation  niaxima  situé  sur  le  premier  quart  de  V el- 
lipse est  égale  à  la  racine  carrée  du  rapport  des  demi- 
axes. 

Il  est  facile  de  construire  le  point  M,.  En  effet,  il 
suffit,  pour  cela,  de  connaître  la  position  correspon- 
dante OM'.M',  de  la  droite  OM"x\I'.  Or  cette  droite  fait 
avec  Ox  l'angle  cp,,  et  l'on  a 

Donc,  si  l'on  porte  sur  OB' la  longueur  OA,  =0A  ('), 
et  que  le  cercle  décrit  sur  BAj  comme  diamètre  coupe  OA 
au  point  C,  la  droite  OM',  M',  passe  par  le  milieu  de  BC. 
On  déduit  de  là  le  point  M(  et,  par  symétrie  relative- 
ment aux  axes  et  au  centre,  les  trois  autres  points  de 
déviation  maxima. 

Portant  la  valeur  de  es,,  tirée  de  (2),  dans  (i),  on  en 
déduit,  pour  la  déviation  maxima  0,, 

7, 

(3)  tangOj  = 


>.\J  ab 


(')  Le  lecteur  e?t  prié  de  faire  \a  ligure. 


(  >4  ) 

De  celle  formule  ou  déduit  iniinédialeiueiit  les  sui- 
vantes : 

2  ■^  ab 


(3')  cosoi  = 


h  ' 


le  cosinus  de  la  déviation  uiaxinia  est  égal  au  rapport 
de  la  moyenne  géométrique  des  demi-axes  à  leur 
moyenne  arithmétique  ;  et 

,i"\                                        .    ^         a  —  b 
(3  )  SI  11  Cil  =  j  : 


le  sinus  de  la  déviation  maxima  est  égal  au  rapport 
de  la  différence  des  dend-axes  à  leur  somme. 

3.   Les  coordonnées  x^  et  j',  du  point  Mj  sont  bien 
faciles  à  calculer.  On  a,  en  effet, 

Xi  =  a  coscpi, 
ji  =  ôsiiiffi. 

Or  la  formule  (li)  donne 

y/a 


COSCOi 


/a  -!-  b 

s/b 


y/a 
Donc 


'  ~  a  -4-  6  ' 


Une  première  conséquence  des  foi'mules  (4),  c'est 
que  les  points  de  déviation  maxima  se  trouvent  à  la 
rencontre  de  l'ellipse  donnée  et  du  cercle  A  dont  l'é- 
quation est 

x^ -4-  Y^  = .'  =  rt-  —  ab  -\-  b-. 


(  375  ) 
Sur  le  demi-axe  OA  =  a,  poi  tous  les  segments  OH 
et  AK  tous  deux  égaux  à  b  (^^)^  le  premier  dans  le  sens 
de  O  vers  A,  le  second  dans  le  sens  de  A  vers  O,  et  dé- 
crivons des  cercles  sur  AH  et  AR  comme  diamètres. 
Le  cercle  ^  passe  par  les  points  diamétralement  opposés 
aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  O  dans 
les  cercles  AH  et  AK.  Cela  résulte  de  ce  que  l'on  a 

a"-—  ab  -\-b'>-—  ab  -^{a  —  bY 
et 

a-  —  ab  -^  b-  =^(a  —  b)a  ^  b'-. 

4.  La  tangente  à  l'ellipse  E  au  point  M,  coupe  Ox 
en  T;  et  Oj  en  T",  (  *  ).  Posons  OT',  =  a,  et  OT",  =  3, . 
Nous  avons 

«2  y/<2  _1-   t> 


a  sj  c 


Donc 

(5)  af  =  a(a^6); 

de  même, 

(5')  pf  =  6(a-+-6). 

Des  formules  (6)  et  (6')  nous  tirons  d'abord 

a.\        a 
Comparant  avec  la  formule  (2),  nous  voyons  que 

t';t;o=:cpi. 

Par  suite,  la  tangente  T',  T'^  est  parallèle  à  la  droite  BC 
construite  précédemment. 

Les  formules  (5)  et* (5')  nous  donnent  encore 

('  )  Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  figure. 


D'ailleurs, 


(  376  ) 

T'i  T;  =  a-\-b. 


T'iT'l         ?i        s/a-\-b  s/b{a^b)       «^^ 


Donc 


T'i  M,  =  T'i  T",  j  =(a-i-  b) y  =  b 

'  ^     ^  a  -7-  b  a  -h  b 

et,  par  suite, 

Tj  Mj  ^  a. 

Le  segnietit  de  la  taîigente  en  un  point  de  déviation 

inaxinid,  compris  entre  ce  point  et  l'un  des  axes,  est 

ésral  à  la  moitié  de  l'autre  axe. 
o 

Ce  résultat  peut  être  présenté  sous  une  autre  forme 
que  voici  : 

Si  une  droite  de  longueur  constante  glisse  entre  deux 
axes  rectangulaires,  tout  point  de  cette  droite  décrit 
une  ellipse.  Les  points  de  déviation  maxima  sur  l'une 
quelconque  de  ces  ellipses  sont  doJinés  par  les  points  où. 
la  droite  mobile  devient  tangejite  à  cette  ellipse. 

On  peut  encore,  en  remarquant  que  l'enveloppe  de  la 
droite  de  longueur  constante  est  une  liypocycloïde  à 
quatre  rebroussements,  dire  que  : 

Si  l'on  considère  une  série  d'ellipses  ayant  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites,  et  telles  que  la 
somme  des  longueurs  de  leurs  axes  soit  constante, 
toutes  ces  ellipses  sont  tangentes  à  une  hjpocycloïde  à 
quatre  rebroussements  qu'elles  touchent  par  leurs  points 
de  déviation  maxima. 

Les  formules  (5)  et  (5')  nous  donnent  aussi 

oc?-  3?  =  «2-  62. 
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Celle  relalion  exprime  que  L'ellipse  aj  ant  pour  denii- 
nxes  OTi  et  0Y\  est  homofocale  à  l'ellipse  E. 
De  là  ce  théorème  : 

L'ellipse  homofocale  à  une  ellipse  donnée,  et  qui  est 
inscrite  dans  le  losange  dont  les  sommets  sont  les  som- 
mets  de  celte  ellipse,  touche  les  côtés  de  ce  losange  par 
ses  points  de  déviation  maxima. 

Enfin  on  peut  remarquer  qu'il  résulte  des  for- 
mules (5)  et  (5')  que 

ai[3i=(a-|-6)  >/ab 

ou 

r,         la  —  ib    I j 

2ai|ji=  s/ia.ib. 

La  surface  du  losange  formé  par  les  tangentes  me- 
nées à  une  ellipse  par  ses  points  de  déviation  m.axima 
est  égale  au  produit  de  la  moyenne  arithmétique  par 
la  moyenne  géométrique  des  axes  de  cette  ellipse. 

o.  La  longueur  du  rayon  de  courbure  en  un  point  de 
l'ellipse  E  est  donnée,  abstraction  faite  du  signe,  par 
la  formule 

Si,  dans  cetteformule,  nous  substituons  les  valeurs  (4) 
des  coordonnées  du  point  de  déviation  maxima  Mj,  nous 
obtenons,  après  une  réduction  facile,  pour  le  rayon  de 
courbure  p,  en  ce  point,  la  valeur 

(6)  p,=  s/ab. 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  déviation 
maxima  d'une  ellipse  est  égala  la  mojenne  géomé- 
trique des  demi-axes  de  cette  ellipse. 

C'est  une  assez  remarquable  propriété. 


(  3:8  ) 

Observant  que  les  rayons  de  courbure  aux  sommets 

de  1  ellipse  ont  respectivement  pour  valeurs  y-  et  — >  on 

peut  encore  dire  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
de  dé^'iation  niaxinia  est  égal  à  la  moyenne  géomé- 
trique des  rayons  de  courbure  en  un  sommet  du  grand 
axe  et  en  un  sommet  du  petit  axe. 

La  formule  précédente  montre  également  que  la  sur- 
face du  cercle  osculateur  en  un  point  de  déviation 
maxima  d'une  ellipse  est  égale  à  la  surface  de  cette 
ellipse. 

Nous  avons  vu  (n°  4)  que,  si  la  tangente  au  point  de 
déviation  maxima  Mi  coupe  Ox  en  T',  et  Oj  en  1l\,  on 
a  M,T',  =  ^,  ]M,T',  =  a.  Rapprochant  cette  propriété 
de  la  formule  précédente,  on  en  déduit  que  : 

Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  segment,  compris 
entre  les  axes,  de  la  tangente  en  un  point  de  déviation 
maxima,  passe  par  le  centre  de  courbure  répondant  à 
ce  point. 

Menons  par  le  point  M,  (')  une  droite  telle  que  les 
bissectrices  des  angles  qu'elle  forme  avec  la  tan- 
gente T,  T ",  soient  parallèles  aux  axes.  Cette  droite 
coupe  l'axe  Ox  en  S',,  l'axe  Oj  en  S,,  et  l'on  a 

MjS'i  =  M,T',  =  b, 
M,  S",  =  MiT",  =  a. 

D'ailleurs,  l'angle  M,S',  x,  égal  à  MiT',0,  est  égal 
à  cp,  ;  par  conséquent,  M,  S',  est  perpendiculaire  à  la  di- 
rection des  tangentes  correspondant  aux  cercles  princi- 
paux, et  fait  un  angle  égal  à  o,  avec  la  normale  à  l'el- 
lipse en  M,. 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  3:9  ) 

Or  le  rapprocluMiicul  des  forniuJes  (3')  et  (6)  montre 
que 


?i 


coso,. 


Donc  le  centre  de  courbure  répondant  au  point  Mi 
est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  juilieu 
de  S,,  S',  sur  la  normale  correspondante. 

6.  Voici  une  application  pratique  de  la  théorie  précé- 
dente. 

On  construit  un  compas  elliptique  composé  d'une 
réglette  munie  de  deux  pointes  p  et  //  avec  lesquelles  on 

Fis.  -2. 


--^^~t 


suit  les  bords  d'une  équerre,  et  d'un  tire-ligne  t  dont 
les  becs  s'écartent  dans  le  sens  de  l'axe  de  la  réglette.  Il 
est  évident  que  ce  tire-ligne  ne  fournira  point  un  trait 
d'épaisseur  uniforme.  On  peut  se  proposer  d'étudier 
comment  varie  l'épaisseur  de  ce  trait.  A  cet  effet,  me- 
nons par  le  point  O  la  droite  Om  parallèle  et  égale 
à  p' t:^  le  point  m  décrit  le  cercle  principal   de  l'ellipse 


(  38o  ) 
cjue  décrit  le  point  t.  On  voit  donc  que  l'angle  du 
compas  p' t  et  de  la  normale  tn  à  l'ellipse  tracée  est  pré- 
cisément égal  à  ta  déviation  o  de  cette  ellipse  au  point 
considéré.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  l'épaisseur  s  du 
trait  est,  en  chaque  point,  sensiblement  égale  à  la  pro- 
jection de  l'écartement  e  des  becs  du  tire-ligne  sur  la 
normale  correspondante  ;  par  suite, 

£  =  ecoso, 

et  le  minimum  de  l'épaisseur  du  trait  est  donné  par 


Z\  =  e 


a-^b 


Par  exemple,  pour  a  =  i  ,5,  b  =  i  (ellipse  surbaissée 
au  I),  on  a 

-1  =  «X  0,979794.... 

Pour  az=L  1^  Z>  =  I  (ellipse  surbaissée  au  {), 

£j  =  e  X  0,942809 


ETUDE  SIR  LES  PARIS  DE  COURSES 

[suite  ('  )]; 
Par  m.  m.  du  GHATENET. 


VI.   —  Paris  sur  le  premier  et  le  second. 

Le  pari  suivant  se  fait  assez  souvent,  surtout  dans  les 
courses  importantes.  Le  preneur  parie  que  tel  cheval  qu'il 
désigne  arrivera  premier  et  que  tel  autre  sera  second. 

Il  est  facile  de  calculer  la  probabilité  pour  que  ces 

(')    Voir  même  Tome,  p.  027. 
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deux  évéïu'ineiits  s'accomplissent.  Ce  sera  le  produit  des 
probabilités  de  chacun  d'eux  pris  isolément.  La  proba- 
bilité du  cheval  coté  a  d'arriver  premier  est 


Celle  du  cheval  coté  h  d'arriver  second,  étant  donné  que 
l'autre  arrive  premier,  sera,  comme  on  a  vu, 


a  -f-  I 

La  probabilité  cherchée  sera  donc,  en  appelant  n  la  cote 
du  pari, 

III  I 


(.lOj 


"-',_M- 


Pour  faire  un  livre  complet,  il  faudrait  prendre  ou 
donner  toutes  les  combinaisons  possibles  que  l'on  peut 
imaginer  sur  l'arrivée  des  deux  premiers  chevaux.  S'il 
y  a  m  chevaux  prenant  part  à  la  course,  il  y  aura 
in[m —  i)  cas  qui  pourront  se  présenter.  On  peut  véri- 
iier  que  la  somme  de  toutes  ces  probabilités  donne 
I  +  M,  c'est-à-dire  Cjue  le  chargement  ou  déchargement 
correspondant  à  l'opération  reste  le  même.  Il  faut  en 
conclure  que,  le  nombre  de  combinaisons  augmentant 
très  rapidement  avec  le  nombre  de  chevaux  et  étant  tou- 
jours très  supérieur  h  ce  nombre,  l'opéiation  sera  moins 
avantageuse  que  le  pari  ordinaire,  car  il  sera  pratique- 
ment impossible  de  faire  un  livre  complet.  Ce  genre  de 
pari  ne  saurait  donc  être  destiné  à  amener  un  bénéfice 
assuré;  on  ne  doit  y  chercher  qu'un  gain  aléatoire  en 
fixant  une  cote  qui  paraisse  favorable,  ou  un  moyen  de 
réaliser  un  arbitrage,  comnie  nous  le  verrons  plus  loin. 


(  38.  ) 
Prenons  l'exemple  précédent  de  trois  chevaux  A,  B,  C 
cotés  I ,  It;^  4  avec  un  chargement  de  o,  lo.  Les  proba- 
bilités qui  correspondent  aux  cas  AB,  AG,  BA,  BC,  CA, 
CI3  seront 

0,333,     0,167,     0,286,     o,ii5,     0,110,     0,089, 

et  les  cotes  des  paris  devront  être,  à  très  peu  près, 

2,     5,     2J,     7I,     8,     9. 

Il  V  a  une  autre  manière  de  comprendre  et  d'efl'ectuer 
le  pari  sur  les  deux  premiers  chevaux  d'une  course.  On 
peut  parier  que  deux  chevaux  désignés  seront  tous  les 
deux  dans  les  deux  premiers,  mais  sans  assigner,  comme 
précédemment,  la  place  précise  de  chacun  d'eux.  La 
solution  de  cette  question  est  la  conséquence  de  ce  que 
nous  venons  de  voir.  En  ellet,  les  deux  chevaux,  A  et  B 
par  exemple,  pourront  arriver  dans  l'ordre  AB  et  BA. 
La  probabilité  cherchée  sera  donc  la  somme  des  proba- 
bilités de  ces  deux  événements 


(.6)  '  •  .       / 


n  -h  1        a  -f- 1  t>  -+-  1 


/ '. + '. \. 


Le  nombre  des  cas  qui  pourront  se  présenter  sera  alors 

m  {m  —  1  ) 

Dans   l'exemple  numérique  précédent,   les  probabi- 
lités cjui  correspondent  aux  cas  AB,  BC,  CA  seront 

0,619,    0,9,04,    0,9,77, 
et  les  cotes,  à  peu  près, 

3       /       ->  1 

5  '      '1  ;       '  ■>  • 


(  :'>8;;  ) 

Vjr.   —   Paris  sur  les  places  relatives. 

Au  lieu  de  parier  sur  le  cheval  qui  doit  arriver  pre- 
mier parmi  tous  ceux  qui  sont  engagés  dans  une  course, 
nous  pouvons  n'en  considérer  qu'une  partie  et  parier 
sur  celui  qui  ariivera  le  premier  du  groupe  en  question. 

Par  exemple,  dans  une  course  où  doivent  figurer  les 
chevaux  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  ne  considérons  que  les 
chevaux  A,  B,  C,  D;  nous  parierons  que  l'un  d'eux,  A, 
arrivera  avant  les  autres,  B,  C,  D. 

Disons  de  suite  que,  dans  un  tel  pari,  il  sera  toujours 
bon  de  stipuler  qu'il  n'aura  de  valeur  que  si  le  cheval 
désigné  est  placé  dans  les  deux  ou  trois  premiers.  En 
efFet,  les  chevaux  qui,  pendant  la  première  partie  de  la 
course,  s'aperçoivent  qu'ils  ne  peuvent  obtenir  une 
place  entraînant  un  prix,  abandonnent  la  lulte  et  ne 
cherchent  plus  à  devancer  ceux  qui  les  précèdent. 

Cette  question  a  déjà  été  incidemment  traitée.  La 
probabilité  pour  que  le  cheval  A  an-ive  avant  B,  C,  D 
sera,  d'après  ce  qui  a  été  dit, 


d  -f- 1 


La  somme  de  toutes  les  probabilités  analogues  serait 
égale  à  l'unité.  Il  serait  donc  impossible  de  faire  un 
livre ^  mais  on  y  arrivera  en  augmentant  ou  diminuant 
un  peu  les  valeurs  trouvées  pour  toutes  ces  cotes. 

^ m.  —  Paris  sur  une  partie  des  chevaux. 

^ous  avons  examiné  le  pari  qui  consiste  à  prendre  on 
donner  un  cheval  placé.  Dans  ce  cas,  on  désigne  plu- 
sieurs places  pour  nu  même  cheval.  iNous  pouvons  icn- 
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verser  la  question  et  désigner  un  groupe  de  chevaux 
pour  une  même  place.  Par  exemple,  dans  une  course 
où  doivent  courir  les  clievau3î  A,  B,  C.  D,  E,  F,  prenons 
seulement  les  chevaux  A,  B,  C  et  parions  que  l'un 
d'entre  eux,  sans  fixer  lequel,  arrivera  premier. 

Cherchons  la  probabilité  qu'a  le  groupe  de  chevaux 
considéré  de  fournir  le  gagnant.  Ce  sera  la  somme  des 
probabilités  de  chaque  cheval  pris  isolément,  ou 


Dans  une  course  où  il  y  a  m  chevaux  engagés,  si  on 
les  groupe  //  par  «,  on  pourra  faire  sur  eux 

m (  m  —  \).  .  .{m  —  n  -^  i) 


1.2.3. 


paris  dilférents. 

Au  lieu  de  parier  que  l'un  des  chevaux  du  groupe  ar- 
ri\era  premier,  on  peut  parier  qu'il  sera  second.  La 
prol)abilité  sera  alors 


b'^i 


on,  en  fonction  des  cotes  de  premier, 

I 

I  I  '       \  'V  a  ->r  \ 

1-  -, \ >^ 

-+-1  t»    -T-    I  C    -i-   I    /    .^ 


(o  -+-  I)- 


h  -  .  y^ 


M 


I-+-M 


(C^l)2 


I  +  M 


Soit  une  course  où  cinq  chevaux  sont  engagés. avec 
les  cotes  i,  3,  4?  ']■>  9?  correspondant  à  un  chargement 
de  o,iy5.  Supposons  que  nous  groupions  ensemble  les 
clicvaux   cotés   i,  4,  9-    La   probabilité,    pour  que   l'un 


(  ■^sr>  ) 

d'eux  airive  premier,  sera 

<),8, 

et  la  cote  du  paii 

i 

Si  l'on  parie  que  les  chevaux  déjà  cités  fourniront  le 
second  de  la  course,  la  probabilité  est 

0,7, 
et  la  cote  du  pari  serait 

9 
20' 

On  peut,  enfin,  parier  qu'un  groupe  de  trois  chevaux, 
par  exemple,  aura  un  cheval  placé  dans  les  deux  premiers . 
La  probabilité  sera  la  somme  des  probabilités  de  pre- 
mier et  de  second  de  tous  les  chevaux,  c'est-à-dire 


a -{- i        h -h  ï    '    c -j- i    '    «'h-i        b'-t-i        c'-i-i 

c'est-à-dire  la  somme  des  probabilités  des  deux  cas  pré- 
cédents. 

Dans  l'exemple  numérique  choisi,  la  probabilité  serait 

1 ,5o, 

ce  qui  est  absurde-,  mais  ce  fait  est  dû  à  1  "influence  du 
chargement  qui  ne  permet  plus  d'accepter  un  pareil  pari. 

IX.  —  Paris  sur  plusieurs  courses. 

Nous  avons  examiné  les  principales  espèces  de  paris 
que  l'on  peut  se  proposer  sur  une  course.  On  peut  les 
augmenter'  d'une  façon  presque  indéfinie  de  la  manière 
suivante.  Etant  données  plusieurs  courses  à  venir,  si  l'on 
connaît  les  chevaux  qui  y  prendront  part,  on  peut  faire 
sur  chacune  d'elles  les  paris  que  nous  avons  étudiés,  et 
lier  ensemble  tous  ces  paris,  de  manière  que,  pour  avoir 

Aiin.  lie  Matlii'wnt.y   'i'  sério,  l.   V.  (  Aoiit   i.S8f).)  120 
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gagné  définilivenicnt,  il  faut  avoir  gagné  isolément  cha- 
cun d'eux. 

Par  exemple,  sur  une  série  de  trois  courses,  on  pourra 
désigner  le  premier  de  l'une,  le  premier  et  le  second  de 
l'autre,  et  désigner  un  cheval  placé  dans  la  troisième.  Il 
faudra  gagner  chacun  de  ces  trois  paris  pour  gagner  le 
pari  proposé. 

Soient  y, ,  /yTo,  <73,  ...,</«  le  nombre  de  paris  que  l'on 
peut  faire  sur  chacune  des  n  courses  formant  une  série. 
On  pourra,  sur  l'ensemble,  faire  q \fl-2<li  '  •  ■  fj n  paris. 

L'analyse  de  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter 
comme  combinaisons  de  paris  sur  plusieurs  courses  est 
toujours  très  simple.  La  probabilité  cherchée  sera  le 
produit  de  toutes  les  probabilités  élémentaires.  On  en 
déduira  la  cote  correspondant  au  pari. 

La  combinaison  la  plus  fréquente  est  celle  qui  consiste 
à  désigner  le  premier  dans  une  série  de  courses.  Si  les 
chevaux  indiqués  ont  pour  cotes  «,,  «25  •••7  <^ii  dans 
chaque  course  prise  isolément,  la  probabilité  de  l'évé- 
nement complexe  sera 


«1  -r-  1    rti 


S'il  fallait  désigner  le  premier  et  le  second  dans  cha- 
cune des  /i  courses,  la  probabilité  serait 


bn 


I  -f-  .AI I  -T-  I\I I  ^  M 


On  peut  aussi,  dans  une  série  de  plusieurs  couises, 
ne  considérer  qu'un  seul  cheval  engagé  dans  toutes  et 
sur  lequel  porteront  les  diverses  combinaisons  qu'on 
peut  se  proposer. 
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Si  un  clieval  est  engagé  dans  deux  courses,  la  proba- 
bilité pour  qu'il  gagne  l'une  des  deux  courses,  sans  pré- 
ciser laquelle,  sera 


ai-ï-i       «o-i-i 


S'il  est  engagé  dans  trois  courses,  la  probabilité,  pour 
qu'il  en  gagne  une,  sera 


«1 


La  probabilité,  pour  qu'il  en  gagne  deux  sur  les  trois, 
sans  préciser  lesquelles,  sera 


«.i^-l      et  A 


X.  —  Poule. 

La  poule  est  un  mode  de  pari  qui  dillère  coniplète- 
meut  de  ceux  dont  nous  avons  parlé,  en  ce  qu'il  ne  re- 
pose eu  rien  sur  l'appréciation  des  chevaux  et  f[uc  tout 
y  est  livré  au  hasard. 

Soit  une  course  où  n  chevaux  sont  engagés^  /^  per- 
sonnes se  réunissent  et,  après  avoir  fixé  un  enjeu  com- 
mun, tirent  au  sort  les  noms  des  ii  chevaux.  Le  parieur 
à  qui  est  échu  le  nom  du  cheval  qui  arrive  premier 
gagne  la  poule,  c'est-à-dire  la  somme  des  n  enjeux.  Les 
anciennes  agences  qui  servaient  d'intermédiaires  entre 
les  diverses  personnes  participant  à  une  poule  prélevaient 
une  commission  a  par  franc,  de  sorte  que,  si  l'on  nommait 
Q  l'enjeu  commun,  le  gagnant  ne  touchait  réellement 

que 

n(i  —  2)0, 

et  son  bénéfice  net  était 

y^n  —  I  —  'J.n  )(>. 
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Avant  de  tirer  les  chevaux  au  sort,  tous  les  parieurs  se 
trouvent  exactement  dans  les  mêmes  conditions,  et  les 
enjeux  doivent  bien  être  égaux;  mais,  quand  chacun 
connaît  le  cheval  qui  lui  est  échu,  la  situation  est 
changée,  et  les  chances  des  divers  joueurs  ne  sont  plus 
les  mêmes.  Voyons  dans  quel  cas  on  aura  été  favorisé 
par  la  poule.  Soit  a  la  cote  du  cheval  que  l'on  a  obtenu. 
On  a  donc,  pour  gagner  la  probabilité, 


Avant  le  tirage,  on  avait  la  probabilité 


il  faudra  donc,  pour  retirer  vm  avantage  de  la  poule,  la 

condition 

/i  >  a  H-  I . 

On  peut  convenir,  dans  une  poule,  que  le  parieur  qui 
aura  le  cheval  arrivant  second  aura  droit  à  une  fraction 
K  de  la  somme  des  enjeux.  Dans  ce  cas,  le  premier 
gagnant  touchera  donc 

et  le  second 

Avant  le  tirage,  la  probabilité  des  joueurs  de  voir  son 
cheval  placé  dans  les  deux  premiers  est 


après  le  tirage,  si  a  et  a!  représentent  les  cotes  de  pre- 
mier et  de  second  du  cheval  obtenu,  la  probabilité  sera 


(  3cS9  ) 
Pour  que  la  poule  ail  produit  un  avantage,  il  faudra  donc 

la  condition 

2    ^      r  I  _ 

n        a  -i- 1        a'-f-  I 


2(a-r-i)     .    _"V 


rt  -r-  1  a  -;-  I 


L'usage  ne  s'est  pas  introduit  défaire  des  poules  contre 
les  chevaux,  c'est-à-dire  celles  où  le  joueur  à  qui  est  échu 
le  cheval  qui  arrive  a  seul  perdu  et  où  les  autres  se  par- 
tagent son  enjeu.  Dans  ce  cas,  la  probabilité  de  chaque 
parieur  est  le  complément  de  celle  qu'il  aurait  dans  la 
poule  ordinaire;  il  faudra  donc,  pour  avoir  retiré  un 
avantage  du  tirage,  la  condition 


n  <  a 


La  somme  à  toucher,  toujours  petite  puisque  la  proba- 
bilité de  gagner  est  grande,  sera 


XL   —   Pajis  mutuels. 

Les  paris  mutuels,  aujourd'hui  prohibés  en  France, 
s'effectuent  comme  il  suit.  Lne  agence  reçoit  de  chaque 
personne  désirant  parier  sur  une  course  une  mise  uni- 
forme, soit  i'',  placée  sur  un  cheval  déterminé.  Après 
la  course,  toutes  les  mises  sont  réparties  entre  les  pa- 
rieurs qui  ont  placé  leurs  enjeux  sur  le  cheval  gagnant. 
Dans  ce  mode  d'opérer,  c'est  bien  le  public  qui  parie 
contre  lui-même,  d'où  le  nom  de  pari  imituel.  L'agence 
qui  organise  l'opération  n'agit  que  comme  intermédiaire, 
et,  à  ce  titre,  elle  prélève  une  commission  y.  sur  tous  les 


(  390  ) 
enjeux 5  par  conséquent,  la  somme  P  à  distiibuer  entre 
les  personnes  qui  ont  parié  pour  le  gagnant  ne  sera  plus 
que 

P(i-a). 

Soient  A,  B,  C,  .  .  .  le  nombre  de  mises  de  i*^'  placées 
sur  les  divers  chevaux  d'une  même  course.  Si  c'est  le 
clieval  portant  la  somme  A  qui  gagne,  chaque  parieur 
gagnant  recevra  la  somme 

P, 

ce  qui  constituera  pour  lui  un  bénéfice 

^(i-a)-i. 

On  voit  que,  en  définitive,  les  paris  mutuels  ressem- 
blent beaucoup  aux  paris  à  la  cote;  mais,  dans  ce  cas, 
c'est  le  public  qui  détermine  lui-même  la  cote  et  qui  la 
fait  varier  à  chaque  instant,  en  se  portant  sur  un  cheval 
plutôt  que  sur  un  autre.  Si  nous  appelons  a  la  cote  ré- 
sultant des  sommes  engagées  sur  le  cheval  portant  les 
paris  A  et  sur  les  autres,  on  aura 

P     .  X 

(17)  a-M=-(i  — a). 

Puisque  les  paris  mutuels  peuvent  être  assimilés  aux 
paris  à  la  cote  et  que  l'agence  prélève  une  commission 
sur  les  sommes  qu'elle  reçoit,  il  est  évident  que  le  public 
ne  se  trouve  pas  dans  les  conditions  d'un  pari  strictement 
équitable,  et  que  sa  position  est  tout  à  fait  analogue  à 
celle  qu'il  a  quand  il  parie  contre  une  agence  dont  la 
cote  présente  un  chargement.  Il  est  donc  intéressant  de 
savoir  à  quel  chargement  M  correspond  la  commission  a 
prélevée  par  l'intermédiaire. 
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Pour  résoudie   celte  question,   il   sullira  de  faire   la 

soiniue  >   >  eu  reinplacaul  a.  h.c,  .  .  .  par  les  cotes 

(|ui  résultent  de  l'euseuiLle  des  paris  d'après  (17);  on 
Irouveia  ainsi 

.Àmi  rt  -+-  I  1—7. 

d'où 


Une  commissiou  de  8  pour  100  équivaut  à  un  char- 
gement de  o,o8~5  une  commission  de  12  pour  loo  à 
un  cliargemenl  de  o,  i36. 

De  même  que  pour  les  poules,  l'usage  ne  s'est  guère 
introduit  de  faire  des  paris  mutuels  contre  les  chevaux, 
c'est-à-dire  ceux  où  le  joueur  a  perdu  quand  le  cheval 
qui  arrive  est  celui  contre  lequel  il  avait  parié.  Les 
joueurs  qui  avaient  parié  contre  tous  les  autres  chevaux 
se  répartissent  les  enjeux  perdus.  Cette  répartition  peut 
se  faire  de  plusieurs  manières  :  par  personne  ou  par 
cheval. 

Dans  le  premier  cas,  les  mises  placées  contre  le  cheval 
qui  est  arrivé  sont  distribuées  également  entre  tous  les 
autres  joueurs.  Le  bénéfice  sera  donc 

A 

et  la  somme  totale  retirée,  y  compris  l'enjeu,  sera 

P 

Dans  le  second  cas,  les  mises  placées  contre  le  cheva 
qui  est  arrivé  sont  distribuées  par  parties  égales  entre 
tous  les  autres  chevaux,  et  la  partie  qui  correspond  à 
chaque  cheval  sera  distribuée  également  entre  les  joueurs 
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qui  ont  parié  contre  lui.  Si  le  cheval  contre  lequel  on  a 

parié  A  arrive  premier,  les  personnes  qui  auront  toutes 

réunies  parié  B  contre  un  autre  recevront  comme  Léné- 

lice 

A 

(n~-i)B' 

n  étant  le  nombre  des  chevaux. 

Ce  second  système  est  assurément  le  plus  rationnel  et 
le  plus  équitable.  En  effet,  dans  le  premier,  tous  les  pa- 
rieurs reçoivent  le  même  bénéfice  5  par  conséquent,  tous 
les  paris  devront  se  porter  contre  les  chevaux  notoire- 
ment connus  comme  incapables  d'arriver.  Il  y  a  tout  lieu 
de  croire  que  les  chevaux  à  faible  cote  ne  porteront  au- 
cun pari  et  que,  s'ils  arrivent,  l'opération  devra  être 
annulée.  Le  second  mode  a  l'avantage  de  rémunérer 
plus  justement  les  paris  faits  contre  des  chevaux  réputés 
gagnants  probables,  car  la  masse  du  public  ne  se  portera 
pas  contre  eux;  il  encourage  donc  les  parieurs,  par  l'es- 
poir d'un  gain  plus  grand,  à  étudier  avec  plus  de  soin  les 
probabilités  de  chacun  des  chevaux. 

XII.  —  arbitrages  simples. 

Nous  avons  vu  comment  le  preneur  et  le  donneur  de 
chevaux  pouvaient,  avec  un  livre  bien  fait,  s'assurer  un 
bénéfice  certain,  c|uel  que  soit  le  résultat  de  la  course. 
On  peut  encore,  au  moyen  d'arbitrages  faits  dans  des 
conditions  déterminées,  obtenir  un  bénéfice  certain,  tout 
en  ne  pariant  que  sur  un  petit  nombre  de  chevaux  et 
même  sur  un  seul.  Il  y  aura  un  arbitrage  toutes  les  fois 
qu'après  avoir  fait  un  ou  plusieurs  paris  on  pourra  les 
défaire  au  moyen  d'un  ou  plusieurs  autres  paris,  tout  en 
se  laissant  un  bénéfice  assuré.  Cette  manière  d'opérer 
consiste,  pour  ainsi  dire,   à  acheter  une  valeur  pour  la 


(  '^9^  ) 
vendre  ou  à  la  vendre  pour  la  racheter  dans  des  condi- 
tions plus  avantageuses.  En  lait,  il  est  bien  plus  facile 
de  prendre  des  chevaux  cjU(î  de  les  donner  5  on  devra  donc, 
pour  rendre  un  arbitrage  probable,  trouver  d'abord  un 
preneur;  on  pourra  presrpie  toujours  trouver  un  donneur. 

Le  cas  le  plus  simple  des  arbitrages  de  courses  con- 
siste à  faire  un  pari  et  à  le  détruire  par  le  pari  contraire. 

Soit  <7  la  somme  qu'on  acceptera  de  la  contre-partie 
en  donnant  un  pari.  Si  l'on  perd  le  pari,  la  perte  sera 

à  étant  une  fonction  des  cotes  des  chevaux  qui  dépendra 

de  la  nature  du  pari  en  question.  Soit/j  la  somme  qu'on 

expose  en  prenant  un  pari  5  si  on  le  gagne,  le  bénéfice 

sera 

po. 

(i  étant  une  autre  fonction  des  cotes. 

Si  les  deux  paris  peuvent  former  un  arbitrage,  voyons 
quels  doivent  être  les  enjeux /;  et  g  pour  obtenir  des  bé- 
néfices déterminés  A  et  B  suivant  le  pari  qu'on  gagnera. 

Si  l'on  gagne  le  premier  pari,  on  aura  gagné  g-^  mais, 

dans  ce  cas,  on  perdra  le  second,  et  de  ce  chef  on  perdra 

p.  Pour  obtenir,  quand  même,  un  bénéfice  A,  il  faudra 

avoir  la  relation 

q—p  =  A. 

Si  l'on  perd  le  premier  paii,  on  perdra  </'}•,  mais  alors 
on  gagnera  le  second,  et  de  ce  chef  on  gagnera  /jcp.  Pour 
léaliser  ainsi  un  bénéfice  B,  on  devra  avoir  la  relation 

7)  es  —  .y  6  =  B . 

Ces  deux  équations  nous  permettent  de  trouver  la  va- 
leur des  enjeux.  Nous  aurons,  en  etlét, 

A-I/-f-B  Ao  +  B 
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On  voil  immédialenieiit  que,  pour  que  ces  valeurs  soient 
positives,  c'est-à-dire  pour  qu'elles  fournissent  une  so- 
lution au  problème,  il  faut  qu'on  ait  cp  ^  'l. 

Coinnie  cas  particulier  des  formules  (i8),  si  l'on  veut, 
en  tout  cas,  obtenir  le  même  bénéfice,  il  suffira  de  faire 

A  =  B, 
et  les  valeurs  des  enjeux  seront 


Si  l'on  veut  se  couvrir  sur  l'un  des  paris  en  clieidiant 
un  bénéfice  sur  l'autre,  les  formules  seront 


A  6  Ao 


(20) 

P  =   ^  ' 

'?-cp-4. 

(21) 

B 

B 

'^    ~     r-               ,'v 

On  doit  commencer,  avons-nous  dit,  par  donner  un 


pari  ;  il  suffira  donc  de  connaître  le  rapport  —  pour  en  dé- 


P 

q 

duire  la  valeur  de  p.  On  aura  donc,  d'après  (19), 

,     ,  o       A<l-4-B 

(22)  —  =  -7 n- 

^        Ao  -T-  B 

Si  l'on  avait  o<['},  l'arbitrage  serait  im])OSsible,  tel 
que  nous  l'avons  indiqué:  mais  on  pourrait  en  faire  un 
autre  en  donnant  le  pari  qu'on  a  pris  et  en  prenant  le 
pari  qu'on  a  donné.  Les  équations  du  problème  devien- 
draient 

p  —  ^r  =  A         et         q<h — /?o  =  B. 

Elles  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  changement 
de  signe  de  p  et  q.  La  solution  serait  donc 

A6-^B  Ao-hB 

(23)  />=—-! ,  7  =    _—! . 


(  '^p  ) 

Apjjlitjuons  ccll(!  lliéorie  à  un  exemple  particulier. 
Supposons  qu'on  donne  un  clieval  à  la  cote  n  el  qu'on  le 
prenne  à  la  cote  b.  La  solution  sera  fournie  par  les  foi- 
niules  (i  8),  en  faisant  'l  =  n^  o  =  h\  on  aura 

A  rt  +  H  Ab—n  p        A  a  -^  B 

^  o  —  a  ^  0  —  a  cj        A  6  -T-  B 

ou,  si  l'on  veut  un  bénéfice  uniforme  A, 

,    .  A(a-^ri  K{b-\-^^  p        « -h  1 

(23)      P  =   —, '  1  =    ~i '  ~    =    i 

b  —  a  ■*  6  —  a  q         b  -h  i 

Pour  ([ue  l'arbitrage  soit  possible,  il  faudra  donc  pou- 
voir donner  le  cheval  à  une  cote  plus  faible  que  celle  à 
laquelle  on  l'a  pris. 

Si  l'on  veut  simplement  se  couvrir  sur  le  pari  coté  b 
et  gagner  A  sur  le  pari  coté  a,  on  aura 

Art  kb  p       a 

(26)  p  =   ^ ,  q  =  j 1  -  —  T 

b  —  a  b  —  a  q        b 

Si  l'on  veut  faire  l'opération  inverse,  on  aura 

,     .  B  B 

(2/)  P=u 7,'  'l=u 7.- 


b~ 

Faisons  une  application  numéi'ique  de  ce  qui  précède. 
On  a  donné  un  cheval  à  la  cote  2  pour  une  somme  de 
900'',  et  l'on  trouve  plus  tard  à  prendre  ce  même  cheval 
à  la  cote  0.^.  Si  l'on  veut  gagner  100*^'  s'il  n'arrive  pas 
et  200*'  s'il  arrive,  on  pariera  800^'"  pour  lui. 

Si  l'on  veut  gagner  la  même  sonnne  dans  les  deux  cas, 
on  pariera  771*^'  pour  le  cheval,  et  le  bénéfice  sera  128*^'". 

Inutile  d'ajouter  que  tout  ce  qui  a  été  dit  serait  égale- 
ment vrai  si,  au  lieu  de  parier  sur  des  chevaux  devant 
arriver  premiers,  on  faisait  des  paris  sur  des  chevaux  se- 
conds ou  placés,  etc.  (.i  suivre.) 


(  3^6  ) 


ÉCOLE  NORMALE  SIPÉRIEIUE  (CONCOIRS  DE  1883). 


Mathématiques. 

1 .  Soit  une  ellipse  E  dont  le  grand  axe  et  la  distance 
focale  sont  respectivement  égaux  à  2«  et  2C.  Du  foyer  F 
de  cette  ellipse  comme  centre,  on  décrit  une  circonfé- 
rence C  dont  le  rayon  est  égal  à  ^2(a-  +  c-).  D'un  point 
quelconque  P)  de  la  cii'conférence  C,  on  mène  une  tan- 
gente P,  Po  à  l'ellipse,  Po  désignant  le  second  point  de 
rencontre  de  cette  droite  avec  la  circonférence.  On 
mène  de  même  la  tangente  PoPs  à  l'ellipse,  puis  la  tan- 
gente P3P4.  On  demande  de  démontrer  que  la  seconde 
tangente  menée  à  l'ellipse  par  le  point  P4  passe  par  le 
point  initial  Pj . 

2.  On  considère  la  fonction  de  x 
sin  [/n(arccosa7)J 


y 


y/. 


où  ni  est  une  constante  donnée,   i"  Montrer  que  cette 
fonction  satisfait  à  la  relation 

{x- —  i)jk"-t-  3^7''  —  (  ni- —  i)y  =  o, 

7  '  et  y"  désignant  les  dérivées  première  et  seconde  de  la 
fonction  j. 

2°  En  supposant  que  m  soit  un  entier  positif,  on  de- 
mande d'établir  que  l'on  peut  satisfaire  à  l'identité  pré- 
cédente en  prenant  pour  y  un  polynôme  en  x.  Après 
avoir  trouvé  le  degré  de  ce  polynôme,  on  cherchera  la 
forme  de  ses  coefficients. 
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Phjsiiiiie. 

1.  Lunette  astronomique. 

2.  Lne  boule,  dont  le  volume  est  ^  et  le  poids  dans 
le  vide  P,  est  suspendue  à  un  dynamomètre  sensible;  ce 
dynamomètre  est  accroché  à  un  aérostat  qui,  partant  du 
niveau  de  la  mer  à  la  pression  o"',^6o,  s'élève  dans  un 
air  sec  à  o°. 

Comment  variera,  pendant  l'ascension,  1  effort  causé 
par  la  boule  sur  le  dynamomètre  ?  On  admettra  cjue  la 
hauteur  est  liée  à  la  pression  barométrique  par  la  foVmuIe 

.^  =  18336™  logÇ- 
'  h 

Appliquer  à  l'exemple  numérique  suivant  : 

V  =  lo'.  1'  =  a"?,  -joo. 


CORRESPOXDWCE. 


Extrait  cVune  Lettre  de  M.  H.  Brocard . 

Dans  un  article  publié  au  Tome  \  ,  p.  aSS-sSj,  M.  du 
Chàtenet  a  cherché  les  courbes  pour  lesquelles  la  pro- 
jection du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est 
avec  lui  dans  un  rapport  constant 

/•  —  (//—  I  )  cosO, 

et  il  a  trouvé  que  les  seules  courbes  jouissant  de  cette 
propriété  ont  pour  équation  générale 

«=  a"  cos  nto. 

A  ce  propos,  je  suis  surpris  de  voir  combien  les  notions 
relatives  à  cette  famille  de  courbes  semblent  lencontrer 
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(le  (lifliculté  à  se  vulgariser  parmi  les  géomètres.  11  me 
parait  donc  intéressant  de  rappeler  ici  la  bibliographie 
de  ces  lignes  remarquables. 

Le  théorème  de  M.  du  Chàtenet  et  l'observation  au 
sujet  de  la  spirale  logarithmique  (p.  235)  ont  déjà  été 
signalés,  au  moins  en  principe,  par  M.  INicolaïdès,  à 
l'occasion  des  résultats  presque  identiques  obtenus  par 
IVI.  Allégret  (t.  IX,  p.  3o-3a,  1870,  et  t.  XI,  p.  162- 
167,  1  872),  mais  la  proposition  est  plus  ancienne  (J. -A. 
Seuret,  Joiirnalde  Mathématiques  de  Liouville,  t.  VII, 
p.  118,  et  Maclaurin,  Traité  des  fluxions),  comme  le 
fait  remarquer  M.  Haton  de  la  Goupillière,  dans  la  bi- 
bliographie qu'il  a  consaciée  à  ces  courbes  pour  lesquelles 
il  a  autrefois  proposé  la  désignation  de  spirales  sinus- 
oïdes [Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.  97-108,   1876). 

Voir  aussi,  dans  le  même  Journal,  question  493, 
2*^  série,  t.  I,  p.  321-322,  1862  (Sacclii);  question  166 
(W.  Roberts),  t.  VII,  p.  98,  1848,  et  1^  série,  t.  XI, 
p.  283,  18725  puis  2^  série,  t.  V,  p.  27-31,  1866  (Barbier 
et  E.  Lucas),  et  3*^  série,  t.  II,  p.  118-129,  i883  (La- 
quière). 

Enfin,  l'article  précité  de  M.  Haton  vient  de  servir 
de  point  de  départ  à  une  monographie  publiée  dans  le 
Journal  de  Battaglini,  t.  XXIV,  p.  23-43,  1886,  Sulle 
curve  /'"'cos/z/B  ^  «"'.  L'auteur,  M.  A.  Bassani,  signale 
les  plus  récents  travaux  relatifs  aux  spirales  sinusoïdes. 
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HOMPOSITIOV  MATIIElIiTIOlE  POIR  L'ADMISSiOX  A  L'ÉCOLE 
POLVTECHXIQIE  E\  1886; 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 
Par  un  ANCIEN  ÉLÈVE  DE  MATHÉMATIOUES  SPÉCIALES. 


On  donne  un  rectangle  ABA'B'.  Deux  hyperboles 
équilaleres  (A)  et  (B),  ayant  toutes  deux  leurs  asym- 
ptotes parallèles  aux  côtés  du  rectangle,  passent, 
l'une  (A.)  par  les  sommets  opposés  A  et  A',  l'autre  (  [>  ) 
par  les  sommets  opposés  B  et  B'  du  rectangle  : 

i"  Démontrer  cpie  le  centre  de  V  hyperbole  (A)  a, 
par  rapport  à  l'hyperbole  (B),  la  même  polaire  P 
cpie  le  centre  de  l'hyperbole  (B)  par  rapport  à  V hyper- 
bole (A); 

a°  Le  rectangle  restant  fixe,  on  fait  varier  en 
même  temps  les  deux  hyperboles  de  manière  qu'elles 
soient  égales  entre  elles,  sans  être  symétriques  par 
rapport  à  l'un  des  axes  de  symétrie  du  rectangle. 
Examiner  si  elles  se  coupent  en  des  points  réels; 
trouver  le  lieu  du  ndlieu  de  la  droite  qui  joint  leurs 
centres,  et  prouver  que  la  droite  P  est  constamment 
tangente  à  ce  lieu. 

3"  Si  l'on  prend  une  quelconque  des  hyperboles  (A) 
et  une  quelconque  des  hyperboles  (B),  il  existe  une 
infinité  de  rectangles  ayant,  comme  le  rectangle 
donné,  deux  sommets  opposés  sur  chacune  de  ces 
hyperboles,  et  les  côtés  parallèles  aux  asymptotes. 
Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  rectangles. 

Prenons  {Jig.  i)  la  parallèle  CC  à  BA'  pour  l'asym- 
ptote d'une   hyperbole  (B)  et   cherchons  l'autre  asyin- 

Aiin  .  di- )lttlhi-mal  .,  'i*^  ^év'ie,  l.\    (Septembre   |8S6.)  20 
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ptote  de  cette  courbe.  Soit  DD'  cette  droite.  Puisque  lî 
et  B'  appartiennent  à  la  même  hyperbole,  on  a 

BG  X  BD  =B'G'x  B'D'. 

Il  resuite  de  là  que  les  deux  asymptotes  se  coupent 
sur  AA'.  On  voit  ainsi  que  :  le  centre  ^  d'une  liyper- 
hole  (B)  est  sur  la  diagonale  AA';  de  même  :  le 
centre  a  d'une  hyperbole  (A)  est  sur  la  diagonale  BB'. 

Fie.  1. 
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Les  tangentes  en  B  et  B'  à  (B)  rencontrent  les  asym- 
ptotes de  cette  courbe  en  des  points  qui  sont  les  symé- 
triques de  [j  par  rapport  aux  côtés  du  rectangle  donné. 
Joignons  ces  points  par  des  droites  ;  nous  obtenons  un 
trapèze  dont  les  côtés  parallèles  passent  par  A  et  A'  et 
sont  parallèles  à  BB'.  Les  côtés  non  parallèles  de  ce  tra- 
pèze se  coupent  en  T  sur  A  A',  qui  n'est  autre  que  la 
droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  parallèles  du  tra- 
pèze. Le  point  T  est  l'harmonicpie  conjugué  de  [j  par 
rapport  à  A  et  A' . 

Soit  une  hyperbole  (A)  dont  le  centre  est  a  sur  BB'. 
Cherchons  la   polaire  de   ce  centre  par  rapport  à  (B). 


[  I""'  , 
D'abord  celle  point /e  passe  j)ar  le  poinl  L  ,  hannoniipie 
conjugué  de  a  par  rapporl  aux  extrémités  de  la 
corde  AA'  de  l'hjperhole  (B)j  ensuite,  elle  passe  par 
le  point  de  rencontre  T  des  tangentes  menées  à  cette 
courbe  aux  extrémités  de  cette  corde.  Cette  polaire  est 
donc  la  droite  UT,  qui  passe  par  les  points!]  et  T  har- 
moniques cojijugués  de  y.  et  [i  par  rapport  aux  extré- 
mités des  diagonales  BB',  AA'  qui  contiennent  respecti- 
i^ement  ces  points. 

Il  résulte  évidemment  de  là  que  la  polaire  P  de  a  par 
rapport  à  (B)  est  aussi  la  polaire  de  [B  pai'  rapport 
à  (A). 

La  première  partie  de  la  question  proposée  est  ainsi 
démontrée  (  '  ). 

Fi  g.      2. 


li       \          ("..                       c 

B 

r 

\       1                           1 

/ 

N    1                                \  y 

^J                                                 V 

'^            /\ 

1  ""v         y  i 

1    \      /    ' 

1     ^y      1 

1     /f^\     ' 

'       /    /           s 

!   y 

L_P'-iy___  U^_ 

D 

T^" 

t 

j 

^'^M/^''      ^/ 

\^ 

1 

2_ 

1      /' 

b:,-''  /   ^<^ 

l' 

Projetons    le     rectangle    donaé     suivant     un    carré 
(//,"•.  2)  et  conservons  les  notations  précédentes. 


(' )  La  première  et  la  dernière  partie  de  la  question  se  résolvent 
immédiatement,  en  remarquant  que  les  deux  hyperboles  sont  les 
projections  coniques  de  deux  cercles  orthogonaux,  et  le  rectangle 
AA'BB'  la  projection  de  deux  diamètres  rectangulaires  AA',  BB'  de 
ces  deux  cercles.  Ch.  B. 
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Appelons  v  le  centre  de  l'hyperbole  (A),  qui  est 
égale  à  l'hyperbole  (B)  dont  le  centre  est  [j.  Soient  [i^  le 
point  où  |i5D  coupe  BB'  et  G  h;  point  de  rencontre  de  AB 
et  de  l'asymptote  de  (A)  parallèle  à  AB'. 

Puisque  les  hj^perboles,  dont  les  centres  sont  [i  et  y, 

sont  égales,  on  a 

BC  X  BD  =  yG  X  GA 

ou,  en  menant  |ii)  Ci  parallèlement  à  BA', 

yGx  GA  =  ACiX  PiGi. 

De  là,  comme  on  le  voit  facilement, 

yB  X  yB'=  fiiB'x  PiB  =  pA'x  {iX. 

Circonscrivons  une  circonférence  au  carié  ABA'B'. 
Appelons  O  le  centre  de  cette  couibe  et  R  son  rayon, 
on  a 

yB  x  yB'=  yO'  —  r-, 

pA'x  pA  =  R2  —  Ôp\ 
par  suite 

0^'+  Ô^'=  ■2R2. 

Si  M  est  le  milieu  de  ^y,  on  a  aussi 

don(' 

Ôm'  +  Tm'  =  R2. 

Mais  le  triangle  [iOy  étant  rectangle  en  O,  yMest  égal 
à  OM5  il  vient  alors 

2  0M'  =  R2. 

Le  segment  OM  est  donc  égal  à  la  moitié  du  côté  du 
carré.  De  là  résulte  que  : 

Si  l'on  fait  'varier  en  même  temps  les  hyperboles 
égales  (A)  et  (B),  sans  (jumelles  soient  symétriques  par 
rapport  à  Viin  des  axes  de  symétrie  du  carré,  le  lieu 
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du  iiiilieu  du  sci^nicnl  compris  entre  leurs  centres  est:  la 
circonférence  inscrite  au  carré  donné. 

Il  suflît  de  faire  une  projection  de  la  ligun?  sur  un 
plan  parallèle  à  l'un  des  côtés  du  carré  pour  trouver, 
en  réponse  au  coniuiencenient  de  la  deuxième  partie  de 
l'énoncé  proposé,  que  le  lieu  demandé  dans  cette 
deuxième  partie  est  l'ellipse  inscrite  dans  le  rectangle 
donné  et  qui  a  pour  axes  les  axes  de  ce  rectangle. 
Nous  désignerons  par  (E)  cette  courbe. 

Reprenons  {^fig.  2)  le  carré  AB  A'B'.  Puisque  OM  est 
de  longueur  constante,  il  en  est  de  nième  de  |3v.  Ainsi  : 

La  distance  des  centres  de  deux  hyperboles  égales, 
non  sj  niétri(/ues  par  rapport  à  l'un  des  axes  du  carré, 
est  constante  et  égale  au  côté  du  carré. 

Cette  propriété  conduit  à  celle-ci  : 

La  distance  des  centres  de  deux  hyperboles  égales., 
non  symétriques  par  rapport  à  Vun  des  axes  du  rec- 
tangle donné,  est  égale  au  diamètre  de  (K)  qui  lui  est 
parallèle. 

Construisons  {fig.  2)  le  rectangle  O  Jjly.  Deux  autres 
hyperboles  égales  conduisent  à  un  rectangle  analogue  à 
celui-ci.  Comme  les  diagonales  de  ces  rectangles  sont 
égales  au  côté  du  carré,  les  points  tels  que  I  appartien- 
nent à  une  circonférence  décrite  du  point  O  comme 
centre  avec  le  côté  du  carré  pour  rayon. 

Nous  avons  trouvé  précédemment 

iOÏ\  =  R2; 

il  résulte  de  là  que  :  la  polaire  réciproque  de  cette  cir- 
conférence par  rapport  à  la  circonférence  circonscrite 
au  carré  donné  est  la  circonférence  inscrite  à  ce  carré. 
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La  polaire  de  I,  par  rapport  à  la  circonférence  cir- 
conscrite au  carré,  est  alors  une  tangente  à  la  circonfé- 
rence inscrite.  Mais  celte  polaire  joint  le  pôle  de  1\j  h 
celui  delv  :  c'est  alors  la  droite  P  qui  joint  les  harmo- 
niques conjugués  de  P  et  v  par  rapport  aux  extrémités 
des  diagonales  AA',  HB'  qui  contiennent  respectivement 
ces  centres.  Ainsi  : 

La  droite  P  est  tangente  à  la  circoiiféreJice  inscrite 
au  carré  donné. 

Au  moyen  d'une  projection  sur*  un  plan  parallèle  à 
l'un  des  côtés  du  carré,  on  a  la  réponse  à  une  partie  du 
deuxième  alinéa  de  l'énoncé  de  la  question  proposée. 

Les  hyperboles  égales,  dont  les  centres  sont  [j  et  y, 
ont  leurs  asymptotes  parallèles  et  peuvent  être  amenées 
en  coïncidence  au  moyen  de  la  translation  de  l'une  pa- 
rallèlement à  la  droite  ^y.  Ces  hyperboles  interceptent 
alors  sur  cette  droite  des  diamètres  égaux  et  par  suite 
la  polaire  P  passe  par  le  point  IM  milieu  du  segment  ^y. 
Ainsi  : 

Dans  le  cas  de  deux  hyperboles  égales,  la  polaireV 
est  tangente  en  jNl  à  la  circonférence  inscrite  au  carre 
donné  (  ^ ) . 

Appelons  d  le  demi-diamètre  intercepté  par  l'une  des 
hyperboles  sur  la  droite  ^y.  On  a 

ou 

2  8m"'=  d\ 


(•)  En  faisant  une  projection  de  la  ligure  sur  un  plan  parallèle  à 
l'un  des  côtés  du  carré,  on  trouve  que  cette  propriété  est  vraie  dans 
le  cas  où  l'on  a  un  rectangle  dans  l'énoncé  de  la  question. 

Il  est  facile  de  voir  directement  que  la  droite  qui  joint  le  point  M 
au  point  conjugué  harmonique  de  ■;.  par  rapport  à  BB',  est  perpcii- 
ilirulaire  à  OM, 


(  1o:  ) 

Doue,  d'après  ce  ([ui  préeèd(!  : 

Le  diamètre  intercepté  par  l' une  des  hyperboles  sur 
la  droite  3^  est  é"al  à  la  diaaonale  du  carré  donné. 

Le  derai-diamètre  d  est  alors  plus  graud  (jue  [j.M  et  la 
droite  P  ne  rencontre  pas  les  hypeiholes  dont  les  cen- 
tres sont  'P  et  V. 

Puisque  la  droite  P  passe  par  le  milieu  M  de  jj^,  if^s 
hyperboles  la  rencoutreut  aux  uièmes  points  imagi- 
naires -,  la  droite  P  est  alors  une  corde  commune  aux 
hyperboles  dont  les  centres  sont  jj  et  y  et  les  points  de 
rencontre  de  ces  hyperboles  sur  cette  droite  sont  ima- 
ginaires. 

En  faisaiit  une  projection  de  la  figure  sur  un  plan  pa- 
rallèle à  l'un  des  côtés  du  carré,  on  est  conduit  à  la  ré- 
ponse relative  à  la  deruière  partie  du  deuxième  alii)éa 
([ui  restait  à  trouver. 

Supposons  que,  par  le  point  fixe  ^S,  on  mène  des  cordes 
de  l'hyperbole  fixe  (A)  dont  le  centre  est  a  ijig-  i).  Sur 
chacune  de  ces  cordes  on  construit  un  rectangle  dont  les 
cotés  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe.  Les 
diagonales  de  ces  rectangles  sont  les  cordes  que  nous 
venons  de  mener  et,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré 
au  commencenient  de  cette  solution,  des  droites  qui 
passent  par  le  centre  a.  Les  centres  de  ces  rectangles 
appartiennent  à  une  courbe  (O)  lieu  des  milieux  des 
cordes  interceptées  par  (A)  sur  les  droites  qui  passent 
parle  point  fixe  ^3;  cette  courbe  (O)  est  alors  une  hyper- 
bole équilatère  dont  le  centre  est  au  milieu  de  a^S  et 
dont  les  as]  mptotes  sont  parallèles  aux  asymptotes 
de  {A). 

Le  lieu  des  sommets  B,  B'  de  ces  rectangles  est  une 
conique  :  car  sur  une  droite  telle  que  BB',  qui  passe  tou- 
jours par  a,  il  n'y  a  que  les  deux  points  B,  B'  qui  appar- 
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tiennenl  à  ce  lieu,  le  point  a  n'en  faisant  pas  partie. 
Par  rapport  à  cette  conique  lliyperbole  (O)  est  le  lieu 
(les  milieux  des  cordes,  telles  que  B,  B',  qui  passent  par  a  : 
donc  la  conique  lieu  des  points  BB'  est  une  hyperbole 
équilatère  (B)  donL  le  centre  est.  '^  et  dont  les  asyni- 
ploLes  sont  parallèles  aux  côtés  des  rectangles. 

On  voit  donc  qu'il  existe  une  infinité  de  rectangles 
ayant,  comme  le  rectangle  donné,  deux  sommets  op- 
posés sur  chacune  des  hyperboles  (A)  et  (  B)  et  les  côtés 
parallèles  aux  asymptotes  de  ces  courbes  et  que  les 
centres  de  ces  rectangles  sont  sur  u/ie  hyperbole  équi- 
latère dont  le  centre  est  au  ndlieu  de  la  droite  des 
centres  de  (A)  et  (B)  e/  dont  les  asymptotes  sont  paral- 
lèles aux  asymptotes  de  ces  hyperboles. 

Nous  avons  ainsi  achevé  de  répondi'e  à  toutes  les  par- 
ties de  la  question  proposée. 

Il  y  a  encore  quelques  remarques  à  faire,  mais  cliacun 
les  trouvera  facilement. 


ETIDE  SIR  LES  PARIS  DE  COURSES 

[FIN  (■)]: 
Par  m.  m.  du  CHATENET. 


XIII.   —  Arbitrages  complexes. 

Les  arbitrages  à  double  opération  que  nous  venons  de 
voir  sont  les  plus  simples  qu'on  puisse  imaginer.  Ils  pré- 
sentent, dans  la  pratique,  ce  grave  inconvénient  qu'on 
ne  pourra  jamais  faire  les  deux  négociations  en  même 

{' )  Voir  même  Tome,  p.  32-  et  38o. 
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IcMiips  et  qiK',  Iiiiie  élaiil  l'aile,  il  faudra  que  les  condi- 
lious  du  marché  se  uiodifienl  dans  uu  sens  convenable 
pour  que  l'autiHi  puisse  se  faire  d'une  laeou  avantageuse. 
jNous  exaniini'rons  quelques  exemples  d'arbitrages 
fondés  sur  une  triple  négociation,  et  que  l'on  peut  réa- 
liser quand  les  conditions  du  marché  s'y  prêtent,  ce  qui 
arrive  le  plus  souvent,  sans  qu'elles  doivent  se  modifier 
après  la  conclusion  d'un  ou  deux  des  paris. 

Premier  exemple.  —  Supposons  qu'on  puisse  donner 
uu  cheval  comme  premier  à  la  cote  a  et  comme  second 
à  la  cote  b,  et  fpi'on  puisse  le  prendre  à  la  cote  c  comme 
placé  dans  les  deux  premiers.  Etudions  comment  cet  ar- 
bitrage devra  se  faire  pour  être  fructueux  et  dans  ([uels 
cas  il  sera  possible. 

Soient  p  la  somme  qu'on  accepte  en  donnant  le  «lie- 
val  comme  premier,  </  celle  qu'on  accepte  en  le  donnant 
comme  second  et  /'  celle  qu'on  parie  pour  le  cheval  placé. 
Soient  A  le  bénéfice  qu'on  veut  faire  si  le  cheval  arrive 
premier.  B  s'il  arrive  second,  C  s'il  n'arrive  ni  premier 
ni  second. 

Si  le  cheval  est  premier,  on  gagnera  q  sur  le  pari  fait 
en  le  donnant  second  et  cr  en  le  prenant  placé;  on  per- 
dra ap  eu  le  donnant  preuiier.  On  aura  donc  la  relation 

—  ap  -r-  q  -A-  cr  =  A. 

Si  le  cheval  est  second,  on  gagnera  p  en  le  donnant 
premier  et  cr  en  le  prenant  placé;  on  perdra  hq  en  le 
donnant  second;  d'où  la  relation 

p  —  hq  -r-  cr  =  B. 

Si  le  cheval  n'est  ni  premier  ni  second,  on  gagnera  p 
en  le  donnant  premier  et  q  en  le  donnant  second;  on 
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perdra  /■  en  le  prenant  placé.  On  a  donc 

p  -\-  q  —  /■  =  G. 

Si,  dans  ce  système  de  trois  équations,  nous  prenons 
pour  inconnues  les  enjeux />,  y,  /■,  la  solution  sera 


r-   A 


rt  H-  I  è  -H  I 


H-  Cl 
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rt  -)-  I        6  -+-  I 
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D'après  ces  formules,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  f]ue  p  et  q  soient  positifs  est 


b-r- 


car,  d'après  la  nature  du  problème,  c  sera  plus  petit  que 
a  et  b.  Cette  condition  étant  satisfaite,  on  pourra  tou- 
jours disposer  de  A,  B,  C  de  manière  que  /■  soit  positif. 
Du  reste,  en  fait,  comme  on  aura  presque  toujours 


a  -î-  I        6  -î-  I 


<i, 


il  n'y  aura  aucune  condition  nouvelle  à  ajouter  à  la  pré- 
cédente. 

Si  le  bénéfice  qu'on  veut  faire  est  le  même  dans  le  cas 
où  le  cheval  considéré  arrive  premier  ou  second,  les  for- 
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nulles  deviennent 

I  A  — C 


c  -hi 
P  = 
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I  I  I         «  H-  I 


a-\-  i       b  -h  \       c  -+-i 

-i^  +  c 


a  -i-  I 


'    6  -i-  1        c  -i-  I 


A(-L_ +  ^-!— )+G(i 


6^1 


I 


l  a  -i- 1       6  -f-  1       c  -1-  I 

Dans  le  cas  où  l'on  veut  obtenir  un  bénéfice  uniforme, 
quel  que  soit  le  résultat  de  la  course,  on  a 

I  P 

i  P 


[              I              I 
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La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  possi- 


bilité de  l'arbitrage  est 


I 

a  -+-  1 


Prenons  un  exemple  numérique  pour  montrer  l'im- 
portance des  paris  qu'on  peut  obtenir  par  ce  moyen. 
Soient  un  cheval  coté  3  comme  premier,  i  ,5  comme  se- 
cond, et  I  placé  dans  les  deux  premiers.  Supposons 
cju'on  veuille  gagner  200*'  si  le  cheval  arrive  premier  ou 
second,  et  100''  s'il  n'est  pas  placé.  On  le  donnei'a  comme 
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premier  pour  aoo*^'  et  comme  second  pour  4oo^',  el  on  le 
prendra  placé  pour  d5o''. 

Si,  avec  les  mêmes  cotes,  on  veut  obtenir  un  bénéfice 
de  i5o*'  en  toute  hypothèse,  on  le  donnera  comme  pre- 
mier pour  2Do^'  et  comme  second  pour  /[Oo'-',,  et  on  le 
prendra  placé  pour  5oo''". 

On  peut  aussi  ne  chercher  un  bénéfice  dans  l'arbitrage 
que  dans  une  ou  deux  des  trois  hypothèses  qu'on  peut 
l'aire  sur  le  résultat  de  la  course,  tout  en  se  couvrant 
contre  les  hypothèses  les  moins  favorables,  c'est-à-dire 
chercher  à  obtenir,  dans  certains  cas,  un  gain  aléatoire, 
en  se  mettant  à  l'abri  contre  toute  possibilité  de 
perte . 

Supposons  que,  dans  le  cas  actuel,  on  veuille  obtenir 
un  bénéfice  P  si  le  cheval  considéré  est  placé  dans  les 
deux  premiers,  tout  en  se  couvrant  contre  les  autres 
éventualités.  Les  formules  (28)  donneront,  en  faisant 
A  =  B=.o, 
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Pour  que  les  valeurs  de  p  et  </  soient  positives,  la  seule 
condition  est  que  le  dénominateur  soit  positif.  Il  faudra 
alors,  pour  c|u'il  y  ait  une  solution  au  problème,  que  le 
numérateur  de  /•  le  soit  aussi.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  de  possibilité  pour  ce  mode  d'arbitrage  sera 


donc  expriiuéc  par  la  double  inégalité 


< 


< 


On  peut  chercliei'  à  faire  un  arbitrage  sur  le  même  su- 
jet que  nous  avons  pris  comme  exemple,  mais  en  piocé- 
dant  d'une  manière  contraire  à  celle  qui  a  été  exposée. 
On  prend  un  cbeval  premier  et  second  aux  cotes  «  et  ^ 
et  on  le  donne  placé  à  la  cote  c.  Si  nous  conservons  les 
mêmes  notations  que  précédemment,  nous  verrons  (jue 
les  trois  cas  à  considérer  conduisent  aux  trois  équations 
suivantes  : 

I        ap—  q   ~  CI-  =  A, 

-   —  p  ^bq  —  cr  =  B, 

\   —  p   —   q    -r-  r    =0. 

En  comparant  ce  système  d'équations  au  système  ob- 
tenu déjà,  on  remarquera  qu'on  peut  passer  du  premier 
au  second  en  changeant  les  signes  de  /^,  </,  /•.  Celte 
simple  observation  permettra  donc  d'écrire  les  valeurs 
des  inconnues 
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La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  va- 
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leurs  soient  positives  est 
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Ces  deux  modes  de  tenter  un  arbitrage  montrent  qu'il 
y   aura  toujours  possibilité  de  le  faire,  pourvu  qu'on 

,    .  T  I  I  '•!        '       » 

n  ait  pas h  i =  J  car,  s  il  n  est  pas  pos- 

sible  d'une  manière,  on  l'obtiendra  au  moyen  des  négo- 
ciations contraires. 

On  pourrait  encore  vouloir  donner  un  cheval  premier 
et  le  prendre  second  et  placé.  Les  trois  équations  qui 
résultent  de  l'analyse  de  la  question  sont 

—  ap  —  cj  -h  cr  =  A. 
p  -h  bq  -T-  cr  =  B, 
p  —  q  —  r  =C. 

Ce  système  se  déduit  du  premier  en  changeant  le  signe 
de  y;  p  et  q  seront  donc  forcément  de  signes  contraires; 
par  conséquent,  celte  hypothèse  doit  être  écartée. 

Un  quatriè/ne  mode  d'arbitrage  sur  le  même  sujet  con- 
sisterait à  prendre  un  cheval  premier  et  à  le  donner  se- 
cond et  placé.  Les  équations  qui  résultent  de  cette  ma- 
nière d'opérer  sont 

np  -^  CJ   —  cr  =  A, 

—  p   —  brj  — ■  cr  =  P>. 

—  p    ^    q    -^  r   =  C. 

La  seconde  équation  ne  pourra  être  satisfaite  par  des 
valeurs  positives  des  inconnues  5  ce  mode  d'arbitrage  est 
donc  impossible. 

On  peut  encore  donner  un  cheval  second  elle  prendre 
premier  et  placé.  Ce  cas  donne  lieu  à  des  observations 
analogues  à  celles  faites  à  propos  du  troisième  mode. 

On  peut  enfin  prendre  un  cheval  second  et  le  donner 
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premier  cl   placé.   11   y  a    iiiipossibililé   coniine   [)OUi'  le 
quatrième  mode. 

Deuxicnie  exemple.  —  L'élude  de  l'arbilrage  qut; 
nous  venons  d'examiner  fournil  la  solution  de  la  question 
suivante  :  Faire  un  arbitrage  en  pariant  que,  sur  deux 
chevaux  désignés,  l'un  d'eux,  qu'on  ne  désigne  pas,  ar- 
rivera ou  n'arrivera  pas  premier. 

Un  mode  consisterait  à  prendie  le  groupe  des  deux 
chevaux  et  à  donner  cliaeun  d'eux  premier. 

Si  l'on  appelle  a  cl  h  les  cotes  des  deux  chevaux  pris 
séparément  et  c  cellt?  du  groupe  qu'ils  forment  à  eux 
deux,  il  n'v  aura  rien  à  changer  aux  formules  déjà  ob- 
tenues. 

Troisième  exemple.  —  Quand  il  s'agit  de  désigner  le 
vainqueur  daus  deux  courses  ditîérentes,  on  peut  tenter 
de  faii'e  un  arbitrage  sur  cette  combinaison. 

On  donne  les  chevaux  séparément  dans  chaque  courses 
et  on  les  prend  tous  les  deux  ensemble  comme  premier 
dans  les  deux  courses. 

Soienl  a  et  h  les  cotes  des  deux  chevaux  pris  isolé- 
ment et  c  celle  de  la  combinaison  des  deux  premiers. 
Soienl  A  le  bénétice  qu'on  fait  si  le  cheval  coté  a  arrive, 
B  si  c'est  le  cheval  coté  è,  C  si  les  chevaux  arrivent  tous 
deux,  et  D  si  aucun  des  deux  n'arrive. 

Les  qviatre  hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  le  résultat 
de  la  course  fournissent  les  quatre  équations  suivantes  : 

—  ap—q   —  /•  =  A, 
p   —  hq  —  /    ^  B, 

—  ap  —  bq  ~k-  cr  =  C, 

/>   -H   </—/•=  D. 

\ous  pourrons,  dans  ces  éc[uations,  considérei-  p.  q. 


(  1it3  ) 


-  + 


-1  + 


-  + 

-1  + 

1 1 

+ 

-  + 


1  + 
I  ^ 


-l;      C 


+ 
-1  + 


CJ       -     T- 


V 

o 

C£ 

s 

1 

« 

-4 

f 

CJ 

1/2 

3 

1    'sJ 

~ 

"^ 

+ 

^^ 

tn 

^ 

5 

4-^ 

A 

■c£i 

C^ 

** 

t« 

.rî 

-   + 

^ 

c/2 

<5 

tfj 

"^ 

o 

.L 

te 

y 

1 

^ 

'i; 

^ 

o 

^ 

+ 

ca; 

5 

;0 

-  +    - 


-  + 


-  + 
+ 


-  + 


H- 


^    ^  S 

"^    o     o 


'->    - 


s-      ^Cj 


cr; 


(4.7  ) 


nci-onl 


P  = 


a  -r-  I  i  -f-  I  C  -;-  I 

P 


(36) 


rt  -t-  I       '      h  -r-  \  C  -^  \ 

V 


I  6  -f-  1 
I 


I  I 


a  -h  I        6  -i-  I        c  -r- 1 

P 

I  I  I 


I  c  —  I 

I 


\  a  -+- 1 


6-Hi       c-i-i 


«  -T-  I  6  -H  I  c  —  I 


La  condition  de  possibilité  montre  que  les  cotes  a  et 
h  ne  pourront  varier  que  dans  des  limites  très  étroites; 
elles  devront  toujours  être  très  faibles,  en  général  une 
fraction  de  l'unité.  Par  exemple,  si  «  =  i ,  Z»  =  ^,  il  en 
résultera  que  c  devra  être  supérieur  à  5.  Une  telle  dis- 
proportion entre  ces  cotes  ne  se  trouvera  jamais  sur  le 
marché,  et  l'on  peut  dire  que  les  formules  (35)  ne 
donnent  cju'un  mode  d'arbitrage  purement  théorique  et 
incapable  de  rendre  des  services  dans  la  pratique. 

On  pourra  tenter  un  arbitrage  sur  le  même  sujet  eu 
opérant  d'une  manière  toute  contraire  à  la  précédente, 
c'est-à-dire  en  prenant  les  deux  chevaux  et  en  donnant 
la  combinaison.  Il  suflîra,  pour  obtenir  les  valeurs  de 
/7,  ^,  7',  D,  de  changer  les  signes  de  celles  fournies  par 
les  formules  (35).  Alors  D  qui  est  égal  <à  /•  —  p  —  q 
aura  pour  expression 
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Î5I  1  on  a  ^  -+-  j 5  condition  nécessaire 

c  -H  i        a  -h  i        6  -+- 1 

et  suftisanle  pour  que  p,  q ,  r  soient  positifs,  la  valeur 

Je  D  sera  toujours  négative,  et  il  n'y  aura  pas  d'arbitrage 

possible. 

On  peut  essayer,  d'une  autre  manière,  un  arbitrage 
sur  le  même  sujet.  On  pourra  prendre  l'un  des  chevaux 
et  donner  la  combinaison  et  l'autre  cheval,  ce  qui  peut 
se  faire  de  deux  façons  différentes.  Le  système  d'équa- 
tions répondant  à  cette  question  serait  obtenu  en  chan- 
geant, dans  celui  déjtà  étudié,  les  signes  de  q  et  /'.  Or  les 
numérateurs  de  p  et  ^,  d'après  les  formules,  sont  tou- 
jours positifs;  il  en  résulterait  que  p  et  q  seraient  de 
signes  contraires.  L'arbitrage  n'est  donc  pas  possible. 

On  peut  enfin  donner  l'un  des  chevaux  et  prendre  la 
combinaison  et  l'autre  cheval,  et  cela  de  deux  manières 
différentes;  mais  alors,  si  le  cheval  (pi'on  a  donné  ar- 
rive et  si  celui  qu'on  a  pris  n'arrive  pas,  on  perd  les 
trois  paris  à  la  fois.  L'arbitrage  sera  donc  impossible. 

Quatrième  exemple.  —  Dans  une  même  course,  on 
peut  avoir  l'idée  d'un  arbitrage  sur  la  combinaison  du 
premier  et  du  second  et  sur  les  deux  mêmes  chevaux 
considérés  isolément  comme  premier  et  comme  second. 

On  donnera  un  cheval  premier  et  l'autre  cheval  se- 
cond, et  l'on  prendra  la  combinaison. 

Cette  question  revient  à  celle  que  nous  venons  d'ana- 
lyser. 11  n'y  aura  rien  à  changer  aux  résultats  obtenus, 
si  l'on  convient  de  désigner  par  a  la  cote  du  premier,  h 
celle  du  second  et  c  celle  de  la  combinaison. 

Cinquième  exemple.  —  Soit  un  cheval  engagé  dans 
deux  courses,  avec  la  cote  a  dans  la  première,  b  dans  la 
seconde,  et  c  comme  premier  dans  l'une  des  deux 
courses,  sans  préciser  laquelle.  On  peut  chercher  à  faire 
un  arbitrage  sur  une  pareille  question. 


(  4^9  ) 

Ou  prend  le  cheval  premier  dans  chacune  des  deux 
courses  et  on  le  donne  premier  dans  l'une  quelconque. 

Quatre  cas  pourront  se  présenter  : 

i*^  Le  cheval  arrivera  dans  la  première  course  et  pas 
dans  la  seconde; 

2"  Il  arrivera  dans  la  seconde  et  pas  dans  la  première; 

3°  Il  n'arrivera  dans  aucune  des  deux  courses; 

4°  Il  arrivera  dans  les  deux. 

Ce  qui  donne  lieu,  en  continuant  à  employer  les  no- 
tations déjà  adoptées,  aux  équations  suivantes  : 

/         ap  —   q    —  cr  =  A. 

—  p  -^  bq  —  c/-  =  B, 

—  p  —  q-\-r=Q., 
ap-\-bq  —  cr  =  D. 

Dans  ces  quatre  équations,  nous  considérerons  comme 
inconnues  /?,  </,  ;',  D.  INotons  que,  d'après  la  nature  de 
la  question,  c  devra  être  la  plus  petite  des  trois  cotes 
considérées. 

En  résolvant  les  équations,  on  obtient 


P  = 


D  = 


V  c 
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Lorsque  la  condition > h  -, sera  vérifiée, 

■•  c  -f-  I       a  -4-  I       6  +  I  ' 

ces  quatre  valeurs  seront  toujours  positives,  et  un  arbi- 
trage sera  possible. 

Si  l'on  veut  obtenir  un  bénéfice  uniforme  dans  les  trois 
premiers  cas,  les  formules  donneront 

P  I 

P  = 


9  = 


(38) 


D=  P 


I 

I 

I 

a  +  I 

C-HI 

a  -h  I 
P 

6  +  1 

I 

I 

r 

I 
6-+-I 

b-^i' 

C  -+-  I 

a  -h  I 
P 

I 

I 

I 

I 

c  -h  I 

c  -t-  I 

p/l-^- 

a  -+- 1 

6  +  1 

I 

6  +  1 


d'où  l'on  voit  que,  quel  que  soit  le  bénéfice  qu'on  se 
fixe  pour  les  trois  premiers  cas,  celui  qu'on  obtiendra 
dans  le  quatrième  sera  de  beaucoup  le  plus  important. 
Prenons  un  exemple  numérique.  Supposons  que  les 
cotes  d'un  cheval  comme  premier  soient  3  et  4  dans  la 
première  et  la  seconde  course  et  i  comme  premier  dans 
l'une  quelconque  des  deux  courses,  et  qu'on  veuille 
gagner  loo*^''  dans  les  trois  premiers  cas.  On  prendra  le 
cheval  pour  Soo'^''  et  4oo'''  dans  chaque  course,  et  on  le 
donnera  pour  looo^'"  dans  l'une  des  deux  qu'on  ne  pré- 
cise pas.  Le  bénéfice  obtenu,  s'il  arrive  dans  les  deux 

courses,  sera  de 

•2Ioo'^ 

On  pourrait  avoir  l'idée  de  faire  l'arbitrage  d'une  ma- 
nière inverse  de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  donnant 
le  cheval  premier  dans  chaque  course  et  en  le  prenant 
premief  dans  l'une  d'elles.  Les  équations  qui  serviraient 


(  4^'  ) 

à  l'étude  directe  de  cette  question  ne  diffèrent  de  celles 
que  nous  venons  de  résoudre  que  par  le  signe  de  /;,  </,  /•; 
on  connaîtra  donc  facilement  les  valeurs  de  ces  in- 
connues. Le  quatrième  cas  donne  pour  valeur  D  du  bé- 
néfice cr  —  ap  —  bf/.  Or,  si  l'on  y  porte  les  valeurs  de 
/?,  y,  /■,  on  trouve 


D  = 


a 
X 


L     \b-hi         c  +  i/  \«-i-i         C-4-I/  \  C-+-I/J 


Si  ■ -I-  7 >  »  la  valeur  de  D  sera  toujours 

a-H-io-f-ic-i-i  J 

négative.  Si  cette  inégalité  n'était  pas  vérifiée,  les  valeurs 
de  y^  et  ^  seraient  négatives.  Il  n'y  aurait  donc  pas  d'ar- 
bitrage possible. 

Sixième  exemple.  —  Prenons  maintenant  un  exemple 
d'arbitrage  à  quadruple  opération. 

Soit  un  cheval  engagé  dans  deux  courses  différentes 
et  coté  a  et  b  dans  chacune  d'elles.  Soient  c  sa  cote 
quand  on  parie  qu'il  arrivera  premier  dans  l'une  ou 
dans  l'autre  des  deux  courses,  sans  préciser  laquelle,  et 
d  sa  cote  quand  on  parie  qu'il  gagnera  les  deux  courses. 

Remarquons,  d'après  cela,  que,  à  un  même  moment 
sur  le  marché,  c  sera  la  plus  petite  des  quatre  cotes,  et 
d  la  plus  grande. 

On  donne  le  cheval  premier  dans  chacune  des  deux 
courses,  on  le  prend  premier  dans  l'une  des  deux  qu'on 
ne  précise  pas,  et  on  le  prend  aussi  premier  dans  les 
deux  ensemble. 

Jl  y  aura,  dans  l'examen  de  la  question,  quatre  cas  à 
considérer  : 

1°  Le  cheval  gagne  seulement  la  première  course^ 

a"  Il  gagne  seulement  la  seconde; 
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3"  Il  gagne  les  deux  5 
4°  Il  n'en  gagne  aucune. 

Ces  différents  cas  se  traduiront  par  les  quatre  équa- 
tions suivantes,  en  appelant  A,  B,  C,  D  les  bénéfices 
obtenus  dans  chaque  hypotlièse  et  /^,  ^,  /■,  s  les  divers 
enjeux   : 

—  ap  -^  g   -\-  cr  —  s  =  A, 

p  —  bq  ^  cr  -\-ds  =^^, 

■ —  ap  —  bq  -\-  cr  —  cls  =  C, 

p  -\-  q  —  r  —  5=D. 

Les  racines  de  ce  système  de  quatre  équations  four- 
niront les  valeurs  de  />,  y,  ;•,  s  : 


a  -t-  I 
I 


6  -H  I         c  +  I 


5-  = 


-4-1/  \c-i- 1        a  -f- 1/    I 

4-1  \  C  4-  1/  J  I 


(39) 


A 


a-Hi     '    b -\- \        C4-I        d-{-\ 

^+d(, ^-     ■     ^     ■    )l 

+  I  V  «-M       -    6 -t- I  <2-|-l/_J         I 


I  l 

+-  I  '    6  -f-  I 

I  I 

+-I  è  4-1 

I  I 

a  -!-  I  è  -4-  I 


I  d  -i-\ 


\c  +  1        a-l-1/  I 

^)-(-.-ii)J 


6  -f  I        c  -4-  1 
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D'après  ce  que  nous  avons  dil  sui-  les  grandeurs  rela- 
tives des  diverses  cotes  qui  figurent  dans  ces  formules, 
les  numérateurs  de  p  et  q  seront  toujours  positifs.  11  est 
donc  nécessaire  et  suffisant,  pour  que  p  et  q  soient  po- 
sitifs, que  le  dénojninateur  commun  soit  positif.  Dans 
la  valeur  de  s-,  les  coefficients  de  A,  B,  D  sont  positifs; 
quant  à  celui  de  C,  il  le  sera  aussi  quand  la  condition 
précédente  sera  satisfaite.  Comme  on  dispose  entière- 
ment de  A,  B,  C,  D,  on  pourra  toujours  les  prendre 
tels  que  la  valeur  de  /■  soit  positive.  On  peut  donc  dire 
que  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  cotes 
pour  que  l'arbitrage  soit  possible  est  la  suivante  : 


> 


Quand  on  se  propose  d'obtenir  un  bénéfice  uniforme 
P  en  toute  hypothèse,  les  formules  se  simplifient  nota- 
])lement  et  deviennent 


(4o) 


P  = 


I  I 


I  i 


a -+- 1        b -{- i        c -+- 1        d -h  i 

P 

I  I  I  I 


I       a  -h  I 


«-+-1        6-t-i        c-T-i        d  -+-J 
P 


I       6  -+-  I 


« -i- I        b-i-i        c -+- 1        d -h  i 

P  I 


I  I  i  i        c 


d-hi 


a -H  I        6 -f- 1        c -f- 1        d -^  \ 


Prenons  un  exemple  numérique.  Soit  un  cheval  coté  3 
dans  la  première  course,  5  dans  la  seconde,  2  premier 
dans  l'une  ou  l'autre,  19  premier  dans  les  deux.  Les  en- 
jeux, pour  obtenir  un  bénéfice  uniforme  de  loo*^',  de- 
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vront  être  les  suivanls  : 

jSo^',     500*^*^,     looo''",     i5o^''. 

On  pourra,  sur  le  même  sujet,  faire  un  arbitrage  de 
la  manière  contraire,  lorsqu'on  aura 


> 


cl 


en  prenant  le  cheval  premier  dans  chacune  des  deux 
courses  isolément  et  en  le  donnant  premier  dans  l'une 
ou  l'autre.  En  effet,  les  valeurs  de  /?,  </,  7",  s  seront  les 
mêmes  en  valeur  absolue,  mais  de  signe  contraire. 
Il  y  aura  donc  toujours  un  arbitrage  possible,  pourvu 

ciu  on  n  ait  pas +  -, = -h 


d-\-  I 


SIR  m  SYSTÈME  DE  COMQIJES  DOXT  L'ÉQIIATIOX  A  SES 
COEFFICIENTS  FOXCTIOAS  LINÉAIRES  DE  DEUX  PARA 
MÈTRES; 

Par  m.  a.  REMOND, 
Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


1.  JNous  nous  proposons,  dans  ce  qui  va  suivre,  de 
discuter  la  nature  et  la  position  d'une  conique  F  dont 
l'équation  a  tous  ses  coefficients  fonctions  linéaires  de 
deux  paramètres  variables. 

Salmon  a  montré  {Sections  coniques,  p.  388)  que 
l'étude  de  certaines  propriétés  d'un  système  de  coniques 
dont  l'équation  est 

(i)  aU-+-  ^V-f- W  =  o, 

a,  j3  étant  deux  indéterminées,  U  =  o,  V  r=  o,  W  =  o 
les  équations  de  trois  coniques  du  plan,  est  intimement 
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liée  à  celle  des  courbes  du  troisième  ordre.  Certains  ré- 
sultats lui  sont  fournis  avec  beaucoup  d'élégance (6'o«/'Z'e.v 
planes)  par  les  propriétés  des  formes  algébriques. 

On  peut,  eu  modifiant  la  forme  de  l'équation  (i),  faire 
l'étude  de  ce  système  de  coniques  sans  sortir  du  pro- 
gi-amme  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 

Posons  (axes  rectangulaires) 

U  =  Xx-  -^  -xXiXy  -h  Cy-  -r-  iTix  -^  ^Ej'  -f-  F, 
V  =  \' x-  -r-  iB' xy  -+-  Cy'^  -r-  iT)' X  -\-  lE'y  -h  F', 
W  =  .Vx"^ -h  2 B'xy  -{-  G>2  -hiD'x-^i E  y  -h  F". 

On  conclut 

aU  -^  ?Y  -T-  W  =  (  A  a  -4-  A'  ?  -{-  X")x'- 

-+-  i(BoL-i-B"^-r-'B'')xy-\-...=  o, 

qu'on  peut  écrire,  X,  1 ,  ...  désignant  des  fonctions  li- 
néaires de  a,  |3, 

Xx--r-  iZxy  -T-  Yy-'h  iX'x  -t-  lY'y  -f-  Z'=  o. 

Nous  désignerons  par  M  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  (a,  Jîi),  et  nous  supposerons  construit  le  triangle  de 
référence  dont  les  côtés  sont 


I.  —  Nature  des  coniques  repkésentées 

PAR    cette    ÉQUATIOJV. 

2.  Nous  voyons,  en  formant  la  fonction  crt/'flcfe/'i,yfà/ife 

0  =  XY  —  Z'-, 

que  la  conique  Y  est  une  parabole  si  le  point  M  se  meut 
sur  la  conique  T'  ayant  pour  équation 

XY  — Z2=o. 

r'  est  tangente  aux  droites  X  =  o,  \  =  o.  à  leur  ren- 
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contro  avec  la  droite  Z  =  o;  elle  est  dans  la  région  du 
plan  où  les  fonctions  X,  Y  donnent  un  produit  positif. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter  suivant  que  les  points 
situés  à  l'intérieur  du  triangle  de  référence  ABC  sont 
dans  une  région  où  le  produit  des  fonctions  X,  Y  est 
positif  ou  négatif. 

a.  La  conique  T'  est  alors  tangente  intérieurement 
aux  droites  X  =  o,  \  =  o  :  c'est  une  ellipse,  une  para- 
bole ou  une  hyperbole;  dans  le  cas  d'une  parabole,  on 
peut  la  construire  avec  la  règle  seule,  la  double  droite 
Z2=o  formant  une  parabole  singulière  passant  aux 
quatre  points  de  rencontre  de  X  =  o,  Y  =  o  avec 
Z2=o. 

b.  Dans  la  seconde  hypothèse,  la  conique  F',  tangente 
extérieurement  aux  droites  X  =  o,  Y  =  o,  est  une  hyper- 
bole. 

Remarque.  —  Les  droites 

(  X-h  Y  =  o, 
!  X  — Y  =  o, 

conjuguées  harmoniques  de  X  =  o,  Y  =  o,  forment  avec 
7j  =  o  un  triangle  polaire  conjugué  AED  par  rapport  à 
la  conique  F'.;  le  sommet 


D 


Y  =  o, 
Z  =  o 


est  toujours  intérieur  à  la  conique  F',  et  X  H-  Y  =  o  est 
le  côté  du  triangle  autopolaire  opposé  au  sommet  inté- 
rieur à  la  conique. 

La  conique  F'  est  effective  tant  que  les  droites  X  =  o, 
Y  =  o,  Z  =  o  forment  un  triangle  de  référence.  Si  l'une 
des  droites  X  =  o,  Y  =  o  s'éloigne  indéfiniment,  F' de- 
vient une  parabole;  si  Z  =  o  s'éloigne  à  l'infini,  F'  de- 
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vient  une  hyperbole  asymptote  aux  côtés  restant  à  dis- 
tance Unie, 

3.  (^uand  le  point  I)  est  à  distance  finie,  il  est  inté- 
ressant de  considérer  le  cas  où  ce  point  devient  un  foyer 
de  r'.  On  peut  écrire  l'équation  de  cette  conique 


en  mettant  en  évidence  les  tangentes  issues  du  sommet  D 
du  triangle  autopolaire. 

Ce  sommet  sera  foyer  si  les  tangentes  qui  en  partent 
sont  les  droites  isotropes.  Dans  ce  cas,  la  droite 

X  -V  Y  =  o 

est  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer. 
En  revenant  au  signe  de 

0  =  XY  -  Z2, 

,  .         .  i  X  =  o  .  1         1 

nous  voyons  que  le  point  A    ^  _      est  toujours  dans  la 

région  négative  déterminée  par  la  conique  T' ;  dès  lors 
la  région  dans  laquelle  se  trouve  le  point  A  est  en  même 
temps  celle  dans  laquelle  doit  se  mouvoir  le  point 
M  (a,  (3)  pour  que  la  conique  F  soit  une  hyperbole.  La 
région  opposée  est  celle  dans  laquelle  doit  se  mouvoir  le 
point  M  pour  que  F  soit  une  ellipse. 

4.  Les  positions  du  point  M,  pour  lesquelles  F  est  une 
hyperbole  équilatère,  sont  situées  sur  la  droite 

X  +  Y  =  o. 

Il  existe  une  seule  position  de  M  qui  donne  à  l'hyperbole 
des  directions  asymptotiques  déterminées. 

Quand  M  vient  en  A,  l'hyperbole  équilatère  F  a  ses 
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asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  5  quand  il 
vient  en  E,  les  asymptotes  de  cette  hyperbole  sont  pa- 
rallèles aux  bissectrices  de  ces  axes. 

5.  Il  existe,  en  général,  une  position  unique  du 
point  M  pour  laquelle  la  conique  F  devient  un  cercle; 
il  faut,  en  effet,  que  l'on  ait  simultanément 

i  X  _  Y  =  o. 

Cette  position  unique  est  celle  du  point  D. 

11  en  résulte  que,  si  D  est  un  foyer  de  Y',  les  positions 
du  point  M,  telles  que  F  soit  une  hyperbole  équilatère, 
sont  sur  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer. 

II.   —  Cas  ou   la  conique  F  devient  un  système 

DE    DROITES. 

6.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que,  au 
lieu  de  six  fonctions  linéaires  différentes,  il  n'entre  dans 
l'équation  étudiée  que  trois  fonctions  X',  Y',  Z',  et  nous 
poserons 

X'=a\, 

Y'=bY, 
Z'=  cZ, 

«,  /?,  c  étant  des  coefficients  numériques,  ainsi  que  d^ 
e,  fdes  équations  suivantes. 

Les  termes  du  premier  degré  et  le  terme  indépendant 
qu'on  écrit  généralement 

2  D  iP  +  2  E  j  -H  F 

s'obtiendront  en  remplaçant  les  coefficients  D,  E,  F  par 
les  fonctions  X',  Y',  Z'  permutées  entre  elles.  Six  équa- 
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lions  sont  à  discuter 

a X x"- -\-  o.liZ xy  4-  c  Yj'- -t-  1  d\ x  -^ic \ y  -h/Z  =  o, 

+  o-dX x  -F  ic\y  -\-f7^  =  o, 

-H  idXx  H-  2eZj  +/Y  =  o, 

+  id'Lx  -H  aeXj'  4-/V  =  o, 

-f-  idZx  +  2eY}-  4-/X  =  o, 

+  'xd\ X  -\-  le'Ly  +/X  =  o. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où  les  coefficients  numé- 
riques rt,  è,  . .  .,ysont  égaux  entre  eux.  Nous  indique- 
rons le  résultat  relatif"  à  ce  cas  chaque  fois  qu'il  sera 
utile  à  connaître. 

7.  Soit 

a\x--\-  'xbZxy  -+■  cYy--{-  idXx  -f-  leYy  -\-  fL  =  o 

l'équation  de  la  conique  F. 

On  peut  écrire  le  discriminant  de  la  fonction  premier 
membre 

A  =  ( ac/ -^  2 bde )  XYZ  —  ae^  XY  —  cd^  YX^  —/bi  Z* 
ou 

A  =  XY ( X  Z  -I-  [jlX  -h  V  Y  )  — /62  Z3. 

r  sera  donc  un  système  de  deux  droites  quand  le 
point  M  sera  mobile  sur  la  cubique  C  : 

XY(X Z  -f-  [i.X  -^  V  Y)  —  ~Z3  =  o. 

Cette  équation  met  eu  évidence  la  droite  des  trois 
points  d'inflexion  Z  =  o  et  les  tangentes  en  ces  points 

X  =  o,         Y  =  o,         lZ^iJ.\-{-j\=  o, 
etc. 

8.  Soit 

aXx--\-  ibZxy  -\-  cXy'''-\-  idXx  -}-  teXy  -i-./Z  =  o 
l'équation  de  la  conique  F. 
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Ce  sera  un  système  de  deux  droites  si  le  point  M  se 
meut  sur  la  courbe  C  dont  l'équation  est 

ÀXYZ+  [jiX3-4-vY3-f--:rZ3  =  o, 

cubique  non  singulière  (forme  canonique  de  Salmon, 
Courbes  planes). 

Dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  numériques 
rt,  è,  '  •  .•,  f  sont  égaux,  le  discriminant  devient 

3  XYZ  —  X3—  ys  —  Z3  =  o, 

et  la  cubique  précédente  se  décompose  en  une  droite 

X  ^  Y  -I-  Z  =  o 
et  une  conique 

X2  _^  Y2  ^-  Z2  —  ZX  —  ZY  —  XY  =  o. 

9.  Soit 

a\x--^  "xhl.  xy  -+-  c  Y  r^  _i_  2c?X.r-(-  ie  Zy  +/ Y  =  o 

l'équation  de  la  conique  F. 

La  cubique  C,  sur  laquelle  doit  se  mouvoir  le  point  M 
pour  que  F   soit   un  système  de  deux  droites,   a   pour 

équation 

Z^fXX-f-  [J.Y)  — XYTa'X  -i-  [jl'Y)  =  o, 

où  l'on  a,  en  évidence,  trois  tangentes 

X  =  o,         Y  =  o,         À'X  -{-  ij.'Y  =  o, 

issues  d'un  même  point;  la  droite  Z=  o  des  points  de 
contact  de  ces  tangentes,  etc. 

Dans  le  cas  où  les  coefficients  «,  ^,  . .  .,y  sont  égaux, 
la  cubique  précédente  se  décompose  en  une  droite 

X  -  Y  =  o 
et  la  conique  Y' 

XY  —  Z2  =  o  ; 

r  ne  peut  donc  pas  être  une  parabole  effective,  etc. 
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10.    Soil 

((  \.r2-)-  -ib'L.ry  -;-  c"^  j'^-i-  9.<r/Zar  -h  2f  X)'  -f-/V  —  o 

l'équalion  de  la  conique  T. 

Celle  de  la  cubique  C  peut  s'écrire 

Z2  [  X  X  +.  ;x  Y  J  —  X  [  X'2  X2  ±  ;j.'2  Y^  ]  =  o, 

mêtne  forme  que  la  précédente;   deux  tangentes  étant 
tantôt  réelles,  tantôt  imaginaires,  etc. 

Dans  le  cas  où  les  coefficients  «,  /j,  ...,  J' sont 
égaux,  cette  équation  devient 

(X  — Y)[2Z2— X(X-^Y)]  =  o. 

H.   Léquation  de  la  conique  Y  étant 

a X .?•--{-  2 6 Z TV  -i-  G \y^ -^icllaX  -\-  "i.e \y  +  /X  =  o, 
l'équation  de  la  cubique  G  peut  s'écrire 

Z2(XY  -h  [J.X)  —  XY(  X'Y  -4-  îjl'X)  =  o        (voir  c). 

12.   L'équation  de  F  étant 
a  X  .r^  -4-  2  6  Z  xy  -i-  c  Y j-^  -;-  2  f/  Y  .r  -f-  a  e  Zj'  -+- /"X  =  o, 
la  cubique  C  a  pour  équation 

Y2(XX  +  [xY)  — Z2(X'X-F  [jl'Y)  =  o. 

Dans  le  cas  où  les  coefficnenls  a,  />,  . .  ., ysont  égaux, 
cette  cubique  se  décompose  en 

i  X  -  Y  =  o, 

j  Y(X-i-Y)  — Z2=o. 

Nota.  — Dans  l'indication  des  résultats  généraux  qui 
précèdent,  nous  n'avons  pas  parlé  des  systèmes  de  droites 
réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues,  paral- 
lèles ou  se  coupant;  nous  n'avons  pas  non  plus  distingué 
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les  positions  du  point  M  qui  donnent  des  ellipses  réelles 
de  eelles  qui  donnent  des  ellipses  imaginaires. 

Les  courbes,  lieux  de  M,  qui  séparent  les  régions  du 
plan  correspondant  à  ces  diverses  propriétés  sont  des 
coniques  dont  on  détermine  facilement  la  position  par 
rapport  au  triangle  de  référence 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o. 

Nous  ferons  seulement  remarquer  que  la  connaissance 
des  résultats  de  la  discussion  de  l'équation  générale,  dans 
le  cas  où  les  coefficients  «,  h^  . .  .,y  sont  égaux,  permet 
de  former  très  rapidement  des  équations  générales  de 
coniques  renfermant  deux  paramètres  et  dont  l'élude 
complète  n'exige  pas  la  connaissance  de  propriétés  autres 
que  celles  des  courbes  du  second  ordre. 

Cette  remarque  permettra  de  combler  la  lacune  re- 
grettable qui  existe,  à  ce  sujet,  dans  les  exercices  pro- 
posés dans  les  divers  Traités  de  Géométrie  analytique. 


MÉMOIRE  SIR  LES  ÉQllIYALEXCES  ALGÉBRIQUES 
ET  L'ÉLBIIMTION; 

Par  m.  n.  LAURENT. 


I.  Soieïit  çp,,  ©2,  .  .  . ,  o„  un  système  de  n  polynômes 
entiers  en  Xjj.ro,  .  .  . ,  x„  que  nous  appellerons  divi- 
seurs et  que  nous  supposerons  de  degrés «i,,  /«o,  ...,  /?/„ 
respectivement. 

Nous  appellerons  polynôme  réduit  un  polynôme 
entier  en  X|,  .Zo,  •  •  • ,  ■^■«  ne  contenant  pas  de  termes  di- 
visibles par  a:'"',  x"'-,  .  .  . ,  x'"". 

Avec  un  certain  nombre  d'auteurs,  nous  distingue- 
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rons  dans  un  terme  a  x^x^  . .  .  .r';  deux  parties,  son  ar- 
^ument  j:"x^  .  .  .  x\  qui  contient  les   variables  et  son 
coefficient  a. 

Le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  réduit  est 
[j.  =  77/ 1 7772  •  •  •  '^^w  Eli  effet 

(  1-+- :ri -+-  a-2 -+- .  .  .  +  .r^.-')(n-a^2  +  .  •  .■4-:r'^=-')  .  .. 

X  (I  +  a:„  +  3-2  -F .  . .  +  x'p^n-\ ) 

est  un  polynôme  réduit  dont  tous  les  coefficients  sont 
égaux  à  l'unité;  le  nombre  de  ses  termes  est  égal  à  la 
valeur  numérique  qu'il  prend  pour 

^1  ^^^  tT'o  ^^  .  .  ,  ^=^  X fi  =::  I    '. 

cette  valeur  est  bien  77i|  777o  . .  .  m,i. 

Nous  dirons  que  deux  polynômes  F  et  f  sont  équi- 
valents ^aiv  rapport  aux  diviseurs  o^ ,  's^.,  .  .  . ,  '^u  et  nous 
écrirons 

si  l'on  a  identiquement 

F  =/  -t-  Xi  Ç>i  -i-  ).2  02  -H  ■  •  .  +  X/i  ?«, 

).,,).o,  .  .  . ,  Art  désignant  des  polynômes  entiers  en    j:,, 

"jC'ii  •  •  •  ?  X n • 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  toujours 
que  : 

i"  Les  polynômes  cp,,  ■■02-,  .  •  • ,  'fn  sont  choisis  de  telle 
sorte  que  les  équations 

ont  précisément  niim^  .  .  .  ni,i^=z  jx  solutions  communes 
finies,  bien  déterminées  et  distinctes; 

a"  En    désignant    les    solutions    communes    de    ces 

Anii.  df  Midhi'tnut .^  o'' série,  t.  V.  (Septembre  i886.)  28 
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equalions  par 

(2) 


I  «11, 

)    ^12  ) 


«11,        «21, 
«22; 


«1[J.,        «2[A,        •  •  •  > 

nous  supposerons  le  déterminant 


(3) 


'«(A, 


I      a,i 

1        «12 

«21          . 
«22          • 

•  ''il           -'21 

•  ''12           ''22            • 

«7n„— 1 

«2|J.        • 

OT,-1       m.-l 

■'ip.         ^2[1 

•  •  -'nU. 

différent  de  zéro.  Dans  ce  déterminant,  la  i""™"  ligne  con- 
tient tous  les  arguments  réduits  que  l'on  peut  former 
avec  les  lettres  a:,,^:,,  .  .  .^Xn  dans  lesquels  on  aurait 
remplacé  a:,,  jJo,  .  .  .^x,i  respectivement  par  ai/,  ao,,  ..., 
a.ni\  il  a  donc  [Jl  lignes  et  [j.  colonnes.  Ce  déterminant 
est  ce  que  nous  appellerons  le  déterminant  des  divi- 
seurs  Cpi,Cp2,   .  .  .,'f«. 

Un  polynôme  réduit  est  alors  bien  déterminé  quand 
on  se  donne  les  ]x  valeurs  qu'il  prend  pour  [jl  systèmes 
de  valeurs  des  variables  qui  annulent  c^i,  c3o,  .  .  .,  On- 

De  là  résulte  qu'un  polynôme  réduit  équivalent  à  zéro 
est  identiquement  nul,  et  que,  par  suite,  si  un  polynôme 
a  un  équivalent  réduit,  il  ne  peut  en  avoir  qu'un  seul. 

Nous  allons  maintenant  niontrer  qu'étant  donné  un 
polynôme,  il  existe  toujours  un  polynôme  réduit  équiva- 
lent. 

Soient 

'Ox  =  '^aix\xJ^...x^,,         '■?2=  Scr.2-^i-î'^  •••^«, 

les  identités  qui  servent  à  définir  les  polynômes  o,, 
cp2,  •  •  • ,  multiplions  la  première  par  tous  les  arguments 
d'un  polynôme   réduit  de  degré />  ■ — /;/,,  la  seconde  par 
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tous    les    arguments    d'un  polynôme    réduit    de    degré 
p —  ///2,etc,  Désignons  par 

(n  -T-  \)(n  -4-  9.)  . .  .  (  7i  -^  x) 


^{x). 


1.2.3...^ 


le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  de  degré  x  à  n  va- 
riables 5  nous  aurons  alors 

N  (p  —  «Il  )  -^  N  (/>  —  mo  )  -h .  . .  +  X  (/j  —  m  „  ) 

identités  qui  perinettront  de  calculer  tous  les  arguments 
non  réduits  d'un  degré  moindre  que  j?  ou  égal  à  p.  Il 
est  facile  en  eiîet  de  voir  que  les  identités  en  question 
sont  en  nonabre  égal  ou  supérieur  à  celui  des  arguments 
que  l'on  veut  calculer. 

Considérons  en  effet  un  argument  non  réduit  à  cal- 
culer 5  supposons-le  divisible  par  x'"',  supprimons  dans 
cet  argument  le  facteur  x"''  il  se  réduira  à  un  argument 
de  degré  p  — m,  ou  de  degré  inférieur;  si  alors  on  prend 
tous  les  arguments  de  degrés  p  —  m\i  p —  m.^,  ...,  p  —  in,i 
ou  de  degrés  inférieurs,  et  si  on  les  multiplie  par  j:'"', 
x^-,  ...,  on  aura  tous  les  arguments  de  degré /7  à  calculer 
au  moins  une  fois,  leur  nombre  est  donc  au  plus  égal  à 

on  aura  donc,  comme  nous  l'avions  annoncé,  autant  et 
même  plus  d'équations  qu'il  n'en  faut  pour  calculer  tous 
les  arguments  non  réduits  en  fonction  des  autres-,  en 
substituant  ces  valeurs  dans  un  polynôme  quelconque  F 
et  en  négligeant  les  multiples  de  'Jj,  Oo,  ...,  c2„,  on  aura 
l'équivalent  réduit  de  ce  polynôme  F. 

Bien  que  l'on  ait  en  général  plus  d'équations  qu'il 
n'est  nécessaire  pour  opérer  la  réduction,  on  pourrait 
craindre  que  les  équations  du  premier  degré  qui  servent 
à  calculer  les  arguments  non  réduits  fussent  incompa- 
tibles :  nous  allons  prt)u\er  qu'il  n'en  est  rien. 
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Appelons,  en  etï'et,  7',,  /-i,  .  .  .,  r^  les  arguments  non 
réduits  que  l'on  veut  calculer  Gj,  Gj,  •  •  • ,  Ga^  des 
expressions  équivalentes  à  zéro,  c'est-à-dire  de  la  forme 
À,  cp ,  -f-  lo  'f  2  + .  •  .  +  \i  'f  «  ;  enfin  p ,,  p2,  .  .  • ,  p^  des  po- 
lynômes réduits,  les  équations  qui  donnent  /•<,  /"o,  .  .  . 
sont  de  la  forme 

(4)  {    «21''!+  «22^2-+--  •  •-+-  «2/.-^A=  G2-t-  P2, 


Si  leur  déterminant  était  nul,  il  existerait  des  multipli- 
cateurs indépendants  de  Xi,X2,  ...^Xn,  à  savoir  [j.,, 
jjLo,  .  .  .,  donnant  lieu  à  l'identité 

ou  à  la  formule 

Le  polynôme  [j.,  p,  +  jxopo  -{-.  .  .  réduit  étant  nul,  on 
aurait  identiquement 

l^l  Pl-h  lJ.-2P2-h.  ..—  O 
OU 

I^lGi-J-  p.2  G2 -t- . . .  =  o. 

Le  système  (4)  serait  alors  indéterminé  :  il  y  a  donc 
un  et  un  seul  polynôme  réduit  équivalent  à  un  polynôme 
donné. 

Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  A  est  supposé  essen- 
tiellement déterminé  et  différent  de  zéro. 

Remarque.  —  Le  polynôme  réduit  équivalent  à  un 
polynôme  donné  ne  contient  pas  en  dénominateur  les 
coefficients  des  diviseurs  si  ce  n'est  ceux  dont  le  poids 
est  nul  :  cela  résulte  de  la  manière  même  dont  on  cal- 
cule la  valeur  de  ce  polynôme. 

IL  Soient  z  un  polynôme  réduit,  u  un  autre  polynpme 
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réduit   dont  les    coefficients  soient  des    foiictions    des 
coefficients  du  polynôme  z\  on  pourra  dire  que  u  est  une 
fonction  de  z,  mais  nous  ne  considérerons  dans  la  suite 

que  les  fonctions  ayant  une  dérivée  -j^  >  unique  et  bien 
déterminée.  Pour  que  -7^  ait  une  valeur  bien  détermi- 
née, certaines  équations  de  condition  doivent  être  satis- 
faites dont  nous  nous  occuperons  plus  tard. 

Parmi  les  fonctions  du  polynôme  réduit  z,    on   dis- 
lingue les  fonctions  entières  qui  sont  de  la  forme 


+  A, 


et  qui  ont  évidemment  des  dérivées  bien  déterminées,  et 
les  fonctions  implicites  qui  sont  définies  par  des  équa- 
tions ou  des  équivalences  dont  les  membres  sont  des 
fonctions    entières    de   z  et   des    fonctions  inconnues. 

L'équation 

AX  =  B, 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  polynômes  réduits  entiers 
en  z,  définit  ce  que  nous  appellerons  le  quotient  X  de  A 

et  B  et  que  nous  représenterons  par  r^;  une  fraction  de 
la  forme  ^  sera  dite  rationnelle,  etc. 

Les  équivalences  les  plus  intéressantes  sont  relatives 
à  un  diviseur  unique  de  la  forme  i>±  i,  et  nous  allons 
tout  d'abord  les  étudier,  d'autant  plus  que  les  autres  se 
ramènent  à  celles-ci. 

Si  l'on  fait  usage  d'un  seul  diviseur  i'^- — i,  un  po- 
lynôme réduit  sera  de  la  forme 

z  —  Z(^-^  Zii-^-  z-ii'^-^.  ..+  -c,j._i  «>--•, 
et  l'équivalent  réduit  d'un  polynôme  quelconque  sera  le 
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reste   do    la   division  de  ce    polynôme   par    i> — i,   on 
pourra  obtenir  ce  reste  en  remplaçant  dans  le  polynôme 
en  question  iv-  par  i,  i!^+'  par/,  et  en  général  i^  par  i^\ 
A'  désignant  le  reste  de  la  division  de  k  par  [j.. 
Une  fonction  de  z  sera  de  la  forme 

Uq^  u,,  •  •  •  1  «[ji-i  désignant  des  fonctions  de  Zq^  Zf^  . .  .  ^ 
Zy__i.  Cherchons  la  condition  pour  que  la  fonction  u  ait 

une  dérivée  -^-  bien  déterminée  :  on  a 
ctz 

y(pL^ip^,,.^i^-.'j!^)dz, 

du  _  .^^  V  azk         oz/c  ozi;   / 

dz  S  t'^"  dzk 

et  pour  que  ^  soit  bien  déterminé  et  ne  dépende  pas 

des  rapports  dz^^  dz^^  . . . ,  dz^_^^  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

oZ(,  aZo  (Jzq 

.     ,   dun         àui  .      „  àun-t 

ozi        ozi  azi 

■     „  àun         .      ,  au,  ,  dun_i 

d;:,  ôz-i  fJz9 


et,  par 

suite. 

(^Mq  c)«<i  du-2 
âz^         àzi         dz2 

(0 

1 

dui        du.2        àu^ 

OZq            <JZ\             OZ'2 

du.2  <^"3  (^ll'k 
ÔZ,    -    ôz,     ~    dz.2 

du 


[L-l 


du, 
du\ 


dz 


(i-i 


(  439  ) 
Ces  équations  expriment  que 


Ho  dz^  -i-  U^     idZi  -+-  U^-2  dZ2  -+-...-{-  Ui  c/-|ji-l , 

.-\-  Uodz, 


Uidzo-\-  Uod-Zi 
UodzQ-h  Ui  dzi 


«[A-l  dzo  ■ 


u^dz^-i, 


ou  que 


X ( dzo -+-  idzy-h. .  .-h  i>-i dz^t_-i ) 


sont  des  différentielles  exactes.  De  là  un  moyen  d'écrire 
a  prioin,  et  sans  effectuer  de  différentiations,  une  infi- 
nité d'expressions  qui  sont  des  différentielles  exactes. 
Si  l'on  prend  par  exemple  u  =  ^o  +  ^i  ^  +  -2^'  +•••>  on 
formera  les  différentielles  exactes 


.So  dzQ  -+-  z^-i  dzi  ■ 
ZidZo-\-Zadzi 


^1  dz^-x , 

-2  W-^JJ,-!, 


Si  nous  appelons  conjuguées  d'une  expression  réduite 

ZO  -+- -Si  i -(- •  .  .  +  -3[J,-1  i>~^  =  /  (  f  ) 

les  expressions  f{t-),  f{i^)i  •  •  •  ^fi^^^)  que  l'on  obtient  en 
remplaçant  i  par  ses  puissances,  il  est  facile  de  voir  que 
le  produit  de  jj.  expressions  conjuguées  est  équivalent  à 
une  expression  indépendante  de  i  ;  l'expression 

/(0/(^-^).--/(^>) 

est,  en  effet,  le  premier  membre  de  la   résultante  des 

équations 

f{x)  =  o,         x\>-  —  i=^o, 

lorsque  l'on  suppose  i  racine  ijl'''""^  de  l'unité,  c'est-à-dire 
quand  on  remplace  i*!^+^  par  i'',  et  l'on  a  d'ailleurs 


/ii)f{i^-).../{i\>-). 


^0 


-3[A-1 
-^[X— 2 
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il  est  laciJe  de  vérifier  la  formule 


dun 


dux 


duu^—i     duo 


du 
du 


1^.-2 


dui 


dun 


dite 


à  (Un,  Ui,  ...,  î/ix-i) 


d{zo,  -«1, 


dzi) 
dz, 


dzi 

dza 


dz, 


dZy 


dZf, 


Les  formules  (i)  sont  susceptibles  d'une  interprétation 
géométrique  remarquable;  désignons  par  9o  la  valeur 
commune  des  dérivés  qui  figurent  dans  la  prcmièreligne, 
par  Bi  la  valeur  commune  des  dérivées  qui  figurent  dans 
la  seconde,  etc.,  et  supposons  que  Sqî  ^n  •  •  •  >  ^[i-i  dési- 
gnent les  normales  menées  d'un  point  M  à  des  plans 
fixes  formant  un  angle  polyèdre  à  faces  égales  et  à  angles 
égaux.  Les  équations 


t[i-i 


''IX- 1) 


dans  lesquelles  a^^  a,^  .  . .  ^  a^_,  désignent  des  con- 
stantes arbitraires,  représenteront  ^  familles  de  surfaces. 
Considérons  les  surfaces  qui  passent  par  le  point  M; 
pour  avoir  la  normale  en  ce  point  à  la  surface  «o  =  '^^o? 
il  faudra,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu  de  Poin- 
sot,  porter  sur  les  droites  Zo,  -^i,  ...,  ^^_i  des  longueurs 

ou  à  9o,9[x-i,  %-2, -.-îB!   et 


1        ,    ri  Un     à  Un 

égales  a  -—^,  y- 


'[J.-1 


en  prendre  la  résultante.  Pour  avoir  la  normale  en  M 
à  la  surface  u^  =  a,  il  faudra  porter  sur  les  droites  Zo, 
z,,  .  .  . ,  z,j^_,  des  longueurs  égales  à  (),,  Oq,  ^^x^u  •••^^21 
et  en  prendre  la  résultante,  et  ainsi  de  suite.  Les  nor- 
males construites  ainsi  formeront  alors  elles-mêmes  les 
arêtes  d'un  angle  polyèdre  ayant  ses  angles  égaux  et 
ses  faces  égales  ;  ainsi   : 


(  i^  ) 

On  pcul,  et  cela  rV une  injinité  de  inanièies,  Irouvei' 
des  familles  de  surfaces,  telles  que  les  plans  tangents 
en  leurs  points  coninnins  forment  un  angle  polyèdre 
ayant  ses  faces  et  ses  angles  égaux. 

Il  existe  évidemment  un  théorème  analogue  relatif  à 
la  Géométrie  plane  que  nous  pouvons  nous  dispenser 
d'énoncer.  A^ous  donnerons  seulement  quelques  exemples 
de  surfaces  remplissant  les  conditions  énoncées. 

Supposons  iji  =  3  ;  il  existera  des  fonctions  X,  1,Z 
de  x,j) ,  z  donnant  lieu  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles simultanées 


(^)  \x:=:tt  = 


dX 

dY 

dZ 

dx 

-  dy 

^Tz' 

r)X 

_  ^^Y 

_  dZ 

ày 

~  dz 

dx 

d\ 

dY 

dZ 

'dz 

~  dx 

~  à/' 

si  l'on  suppose  successivement 

X  -f-  iY  -{-  i-Z  =  (x  -i-  iy  -i-  i'^zy, 
X  -H  lY  -4-  i2Z  ={x-h  iy  -+-  i-zY, 
X  -I-  lY  -+-  t2 Z^ix-^iy^  v^ ^)-i, 

on  est  conduit  aux  systèmes  suivants  de  surfaces  qui,  en 
leurs  points  de  rencontre,  ont  des  plans  tangents  for- 
mant des  trièdres  à  faces  égales  et  à  angles  égaux  [a,  h^  c 
sont  des  constantes  arbitraires)  : 

x^-+-2yz  =  a,        y^-i-ixz  =  b,         z^+ixy—c; 
I     x^-i-y^-hz^  —  6xyz  =  a, 
I  3x^y  -f-  3jK"--  -^  3^2^  =  b, 
(  3a7j2  _j_  3j^2  ^  3^-ç2  ~  c; 

l  x^-i-y^-^-  z^ —  "ixyz  -i-  a{x'^ — yz)  =  o, 
\  x^  -h y^-\-  z^  —  "ixyz  -4-  b{y^  —  zx)  =  o, 
\  x^-{-y^-^  z^  —  3 xyz  -i-  c  (  s^  —  xy  j  =  o. 
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Les  fonctions  X,  Y,  Z  satisfont,  en  vertu  de  (:?.),  aux 
équations  suivantes  aux  dérivées  partielles,  ainsi  qu'il  est 
bien  facile  de  le  vérifier, 


r)2X 
àx^- 

d-^x 

dydz 

? 

d'-X 

dy2 

()2Y 

dx  dz 

5 

dz^ 

= 

dxdy 

d^X 
dx^ 

d^X 

Ô^X 

3      ^^^ 
dx  dy  ^ 

Ji  ^ 

o, 

On  connaît  ainsi  une  infinité  de  solutions  de  ces  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  et  ces  solutions  peuvent 
s'écrire  en  termes  finis.  Chaque  diviseur  que  l'on  choi- 
sira fournira  des  types  d'équations  aux  dérivées  partielles 
dont  on  pourra  obtenir  avec  facilité  une  infinité  d'inté- 
grales sous  forme  finie. 

III.  Revenons  au  cas  général  où  l'on  considère  un 
système  de  diviseurs  quelconques  cp, ,  (^2?  •  •  •  ^  ^«  fonc- 
tions de  variables  x,,  Xi,  .  . . ,  Xn  des  degrés  respectifs 
m,,  m-ii  .  .  -,  nin.  Supposons  toujours  le  déterminant  A 
de  ces  diviseurs  fini  et  différent  de  zéro,  ce  qui  exige  que 
les  [JL  =■  nif  77^2  •  •  •  ffi/i  solutions 

ai2,  «22,  . . .,  a,j2, 
des  équations 

(2)  «?1  =  0,  cp2  =  0,  ...,  Cp„=0 

soient  finies  et  distinctes. 

Nous  avons  vu  qu'il  existait  toujours  un  polynôme 
réduit  prenant  pi  valeurs  données  pour  les  systèmes  de 
valeurs  des  x  annulant  à  la  fois  les  ^,  et  que  ce  poly- 
nôme était  bien  déterminé  ;  on  peut  calculer  ce  poly- 
nôme comme  il  suit  : 

Soit  A/  ce  que  devient  le  déterminant  A  des  diviseurs 


(  i1-^  ) 

(|uaiid  on  y  r('m|)lac('  a,,  par  x,,  y.o,  par  Xo,  .  .  . ,  a„,  pai- 
x,i',  ^i  s'annulera  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des 
X  annulant  les  cp,  excepté  pour  x,  =  a,/,  x^  =  a.j/,  .  .  . , 
x,i=  '^nii  ^^  alors,  pour  ce  système  de  valeurs,  il  se  ré- 
duira à  A.  Le  polynôme 

i=  1 

se  réduira  donc,  quel  que  soit  i,  à  P/  pour  x,  =  a,,, 
jjo^aoi,  ...;  l'équivalent  réduit  d'un  polynôme  qui 
prend  des  valeurs  déterminées  pour  les  systèmes  de  va- 
leurs des  X  qui  annulent  les  cp  est  donc  bien  déterminé, 
puisque  ses  valeurs,  pour  des  valeurs  desx  qui  annulent 
les  cp,  sont  bien  déterminées  5  le  polynôme  en.  question, 
en  appelant/^  son  équivalent  réduit,  est  de  la  forme 

/ -+-  Xi  ç-i  -H  X2  cp.2  + . .  .  +  X,jcp„  ; 

enfin  on  voit  que  l'expression  générale  d'un  polynôme, 
nul  en  même  temps  que  les  cp,  est  de  la  forme 

Xjçpi  -(-.  . .-+-  X„cp„, 

puisque  son  équivalent  réduit  est  nul.  Ces  conclusions, 
bien  entendu,  sont  toujours  soumises  à  cette  restriction 
que  A  est  fini  et  différent  de  zéro. 

Nous  allons  maintenant  nous  proposer,  pour  la  tliéorie 
des  équivalences  algébriques,  une  série  de  questions 
analogues  à  celles  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des 
équations.  Et  d'abord  nous  allons  nous  proposer  de  ré- 
soudre l'équivalence  du  premier  degré 

(3)  AX  =  B. 

A  et  B  étant  deux  polynômes  que  l'on  peut  supposer  ré- 
duits, il  s'agit  de  trouver  un  polynôme  réduit  X  satisfai- 
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saut  à  cette  équivalence  on  à  ridcnlité 

(4)  AX  =  B-hXiÇi4-  X2C5,-i-...+  ).„(f„. 

Appelons  A,,  Ao,  ...  et  Bi,  Bo,  .  .  .  les  valeurs  que 
j)rennent  A  et  B  pour  les  systèmes  de  valeurs  des  x  con- 
tenus dans  le  Tableau  (i),  en  général  pour  X)  :^  a,/, 
x-y  =  y.2i,  . .  .  ",  la  formule  (3)  donne 

A,X  =  Bi        ou        X  =  ^; 

si  donc  nous  supposons  A,,  Ao,  .  .  .  dillérents  de  zéro, 
le  polynôme  X  sera  déterminé  par  cette  condition  qu'il 
devra  prendre  des  valeurs  données  quand  les  o  s'annu- 
leront; soit  X  un  polynôme  déterminé  par  cette  condi- 
tion de  se  réduire  à  —  pour  jc,  =  a,,,  ...  et  d'être  ré- 

duit,  il  satisfera  à  l'identité  (4)  ou  à  la  congruence  (3), 
car  AX —  B,  étant  nul  avec  les  es,  sera  bien  de  la  forme 

Ainsi  le  polynôme  réduit  X  existe  et  est  bien  déter- 
miné quand  A  ne  s'annule  pas  avec  les  cp, 

A  est  ce  que  l'on  peut  appeler  le  diviseur,  B  le  divi- 
dende et  X  le  quotient  de  la  division  de  B  par  A. 

La  division,  dans  la  théorie  des  équivalences  algé- 
briques, n'est  donc  possible  que  quand  le  diviseur  ne 
s'annule  pas  avec  les  polynômes  diviseurs  cp,,  cpo,  .... 
Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  du  quotient. 
Si  l'on  pose 

et  si  l'on  réduit  le  produit  AX,  on  obtiendra  un  poly- 
nôme qui,  identifié  à  B,  fournira  ^  égalités  qui,  résolues 
par  rapport  à  //< ,  ^05  •  •  •  i  fourniront  les  coefficients  de  X 
et,  par  suite,  X  lui-même.  X  sera  alors  mis  sous  la  forme 

^>  N  et  D  désignant  des  polynômes  entiers  par  rapport 
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aux  coeiHcients  de  A  et  des  z»;  D  ne  dépend  pas  de  B; 
pour  Je  calculer,  on  peut  supposer  B  =  i  ;  on  a  alors 

Ag=i        ou        AN  =  D, 

formule  qui  donne 

D  =  AN. 

Quand  les  cp  sont  nuls  à  la  fois,  si  N^-  est  la  valeur  de  N 
pour  X,  =  a,/,  Xo  =  y-iii  .  .  . ,  on  a 

D  =  AiNi,         D  =  A2N2,         ...: 

donc  D  est  divisible  par  A,,  Ao,  ...  et,  par  suite,  par 
A|  Ao ...  Ay.,  car  A|  A2  ...,  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de  A,  sont,  en  général,  inégaux^  ainsi 

D  =  GA,A2...Aj;., 

G  désignant  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  coefli- 
cients  de  A  et  des  cp,  et  l'on  peut  ajouter  de  degré  o  par 
rapport  aux  coefficients  de  A.  Si  l'on  appelle  R  le  pre- 
mier membre  de  la  résultante  des  équations 

(5)         «fi  =  o,         0)2  =  0,  ...,         cû„=o,         A  =  o, 

on  pourra  écrire 

D  =  RG; 

mais,  D  et  R  étant  de  poids  u.  par  rapport   aux  coeffi- 
cients des  'J3,  G  est  de  poids  zéro  :  D  =  o  est  donc  l'une 
des  formes  de  la  résultante  des  équations  (5). 
Il  résulte  de  là  ce  fait  important  : 

Pour  trouver  la  résultante  des  équations  (5  ),  il  suffit 
de  trouver  le  dénominateur  du  quotient  de  B  par  A, 
B  désignant  un  polyjiônie  quelconque. 

Ce  dénominateur,  qui  se  présente  sous  la  forme  d'un 
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déterminant  indépendant  de  B,  est  ce  que  nous  appelle- 
rons le  module  de  A. 

On  peut  déduire  de  là  un  moyen  très  simple  pour 
former  la  résultante  des  équations  (5)  et  que  j'ai  for- 
mulé, pour  la  première  fois,  dans  mon  Traité  d' Ana- 
lyse, sans  démonstration  : 

Pour  former  la  résultante  des  équations  (5),  multi- 
pliez A  successivement  par  les  [j.  arguments  réduits  et 
réduisez  les  produits  ainsi  formés;  soient  Aq,  A),  ..., 
A(i  les  résultats  ainsi  obtenus  ;  considérez,  dans  les  équa- 
tions 

(6)  Ao=o,        Ai  =  o,         ...,         Ajj,=  o, 

les  arguments  réduits  comme  des  inconnues  distinctes, 
la  résultante  des  équations  (6)  sera  la  résultante 
cherchée. 

En  elfet,  le  premier  membre  de  la  résultante  des  équa- 
tions (6)  est  un  déterminant  qui  a  les  mêmes  éléments 
que  celui  que  l'on  obtiendrait  en  multipliant  A  par  un 
polynôme  réduit  ^qx\xi  .  .  .a.**,  en  égalant  à  des  quan- 
tités données  les  coefficients  des  arguments  réduits,  et 
en  clicrchant  le  dénominateur  commun  des  valeurs  des 
quantités  q. 

Cette  méthode  a  beaucoup  d'analogie,  comme  l'on 
voit,  avec  celle  que  M.  Sylvester  a  fait  connaître  pour 
le  cas  de  deux  équations  ;  elle  ne  se  confond  pouitant  pas 
avec  elle  dans  ce  cas,  et,  même  dans  ce  cas,  elle  est 
nouvelle  quant  à  la  forme;  pour  le  fond,  elle  coïncide 
avec  celle  de  Caucliy  ou  de  IM.  Cayley,  elle  revient  à 
ceci  : 

Pour  éliminer  x  entre  les  équations 

A(.r)  =  o.         ^i-P)  =  o, 
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(li\'isrz  A(x),  a:  A(.r),  ...,  .x"^~*  A(.r)  [o/V  m  est  le  degré 
de  'f  (.r)]  y^rt/'  ^{oc).  Soient  Ao,  A,,  . .  . ,  A„j_,  /e^  restes 
(et,  pour  troiwer  ces  restes,  il  n'y  a  au  fond  besoin  de 
faire  qu'une  seule  division),  la  résultante  cherchée  est 
le  résultat  de  l'élimination  de  x^  x-,  . .  .,  a:'"~'  entre 

Ao  =  o,         Ai  =  o,         ...,        A,„_i  =  o. 

Des  considérations  précédentes,  il  résulte  qu'un  pro- 
duit de  plusieurs  facteurs  peut  être  équivalent  à  zéro 
sans  qu'aucun  de  ses  facteurs  supposés  réduits,  si  l'on 
veut,  soit  nul. 

La  résolution  d'un  système  de  plusieurs  équivalences 
du  premier  degré 

AiiXi  -t- AiiXa  -+-.  ..+ Ai^X/,  =Bi, 
) 

ApiXi+ A/;2X2-!-..  .^  kp,,\n==  Bp, 

où  les  A  et  les  B  sont,  si  l'on  veut,  des  polynômes  ré- 
duits, ne  présente  aucune  difficulté;  en  posant,  en  ellet, 

0  =  v±AnA22...A^/„ 

on  déduit  des  formules  précédentes 

X,0  =  Bi-- hBî— H...+  B^--— ; 

oAii  c>A2i  ^A^,i 

d'où  l'on  peut  tirer  X,  comme  on  l'a  montré  tout  à 
l'heure.  Ou  peut  aussi  remarquer  que  les  X  sont  connus 
pour  les  valeurs  des  x  qui  annulent  les  o.  Cette  théorie 
donne  lieu  à  une  discussion  qui  ne  présente  aucune 
difficulté.  [A  suivre  ) 
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SlIR  L'ÉVALUATION  APPROCHÉE  DE  CERTAINES  SÉRIES; 

Par  m.  E.  CESARO. 


1.  La  formule  (4)  de  notre  article  Sur  la  séi-ie  de 
Lambert  (')  est  susceptible,  avons-nous  dit,  de  nom- 
breuses applications.  Déterminons,  par  exemple,  la 
série  des  nombres  u^  de  manière  que  l'on  ait 

(9)  («P  — ')/(/')  =  ("/'-. +  0/(7'  — ')• 
La  formule  (4)  devient 

(10)  u„-+- v„  =  |iog- -T—r 

Ayant  attribué  à  Uq  une  valeur  arbitraire,  il  est  facile 
de  reconnaître  que,  pour  satisfaire  à  (9),  il  faut 
prendre 

(u)      ,,^,=  i+_^^|^i^/(o)H-/(i)+...+/(y._nJ. 

Si  l'on  fait,  par  exemple,  f(p')z=  jcP,  on  trouve 
I  -T-  .r    I  —  .7'P         Un 


1  —  X       xP  xP 


Ainsi,  nous  pouvons  prendre,   pour  x  différent    de 
unité, 

\-{-  X  ï  —  a  i-i-a^i  —  axP 


"0  — 

1  

X 

a 

Cela 

étant. 

>  si 

l'on 

pose 

U« 

a.r 

1 

ax' 

T    

(XX 

—  ax- 

I  —  X       a  xP 


I  —  a  .r  " 


(')  \c)\r  Nouvelles  Annales,  p.  106;  1886. 

.■Inii.  (Il-   Matht'mat..   3'   série,  t.    V   (Octobre   188(5).  2f) 
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on  a 


(19.) 


et  il  nous  reste  à  clierclier  des  limites  de  V„.  Les  pre- 
miers développements  que  nous  avons  donnés,  dans  ce 
but,  dans  l'article  Sur  la  série  de  Lambert,  sont  indé- 
pendants de  la  valeur  de  «05  de  sorte  que  nous  pourrons 
toujours  écrire,  conformément  à  l'inégalité  (6), 

(i3)  V_V„<^r-  _(i_:r)(lI-U„)l. 

Or,  à  cause  de 

p  =  "= 
I  -f-  r       I  , .        ,  ;  'V      • 

^  i  —  X    'J.rl'  Ad      Un 


I  ■+-  X    AmL 


P 

P=  Il  +  1 


I  X      V^  I  se  X"'      X 

XP 


i  —  X       Ui, 


y/  fortiori,  nous  pourrons  écrire,  en  vertu  de(i3), 
V  — v„<- — .        v„==v , 

b       Un  bUn 

0  étant  une  fraction  proprement  dite.  Par  conséquent, 
la  formule  (12)  devient 


SI -\- X  ,          /i-\-x  —  ■Kx.x"^-^^       6a-a?2"+i 
= lost  /  • ■  -^—, !-  const., 
„       I  —  X     ^y       n-.-r — lax         <)(i  —  ax'^) 

d'où  l'on  déduit  l'égalité 


■^        axP       _  I  +  ^  I      A  /  I 

.^    I  —  a.rP  ~   i^  X     *'  y/    1  +  .r  - 


2air«+i        6(1  —  a.r«) 
généralisation  de  la  formule  (8). 


(  1->'  ) 

2.   On  peut  prendre,  d'après  (i  i), 

/(/>)  =  !,  llo=7..r,  llp=-l(p-hX), 

et  l'on  est  ainsi  conduit  à  évaluer  la  série 


i  -^  X        i-\-  X        6  -T-  X 

On  a,  en  effet, 

0 


I2(n  -i-  X)^ 

Par  suite,  l'égalité  (lo)  devient 

(l5)  ;T„(^):=C(^)+l0gf-H ^i_W    -.^^ -. 

\2        %x-\-\/        b{^n-\-x)- 

Dans  cette  formule,  C(x)  représente  une  fonction 
de  X,  indépendante  de  n.  En  particulier,  pour  a:  =  o, 
on  voit  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
harmonique  est 

cr„(o)=  G-!- log  («-+--  )-i-^-;- 
\  1  j        6n- 

où 

G  =  G(o) =  o,5772i56649oi532  .... 

11  est  facile  d'exprimer  la  fonction  C(a:)  au  moyen  de 
\di  fonction  liarnionique 

mx)=Ç'-^^ci.Jy^Y---^-\ 

p  =  l 

que  l'on  rencontre  si  fréquemment  dans  le  calcul  des 
éventualités  arithmétiques.  Ou  doit  remarquer,  à  cet 
effet,  que,  pour  n  infini, 

lim  [cr„(o)—  (7„(x)]=  U(x): 

d'où  l'on  tire,  au  moyeu  de  (i5), 

C(x)=  G—  II(.r)+io{;(2.r  +  i;. 
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La  formule  (i  5  )  devient  donc 

p  =  n 

— î_  =  G  -  H(^)^  ]oJn  -^.r-^~)-i-  - — . 

p-i-x  '■     ^  ^\  2/       6(«-+-:r)2 

P  =  i 

On   en    déduit    aisément   d'autres  relations    intéres- 
santes, telles  que  la  formule 

H(^)=  y"  ri L_l  ^logf,  +  -^^)  ±  -1-, 

p  =  i 

([ui  permet  de  calculer  les  valeurs  de  l'intégrale  H  avec 
une  approximation  aussi  grande  qu'on  le  désire. 

3.   La  fonction  harmonique  est  un  cas  particulier  de 
la  suivante  : 

p  = 


I  —  ce 


i  —  jp  I  —  .rP+y 


P  =  i 

On  a,  en  elîet, 

f)(i,j)=H(j). 

Nous  nous  réservons  de  faire  connaître,  dans  une 
autre  Note,  les  propriétés,  très  intéressantes,  de  la  fonc- 
tion i^.  Remarquons  ici  que  cette  fonction  intervient 
dans  l'égalité  (i4)i  alors  que  l'on  clierche  à  déterminer, 
en  fonction  de  x  et  a,  la  constante  qui   figure  dans  le 

second  membre.  Si  l'on  désigne  par  ^  {x)  la  somme  de 

la  série  de  Lambert,  on  trouve  aisément 


V^       'j-xP  I  -^  .r  ,  /  x"+^ 

.^  i  —  'xxP        \  —  X      ^y  I  -+-  j? 

/;  =  1 

'  I  —  .^  \         \O^X  /  b(l  —  OLX») 

Toutes  ces  séries  sont  susceptibles  d'une  trausforma- 
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tiou  remarquable;,  que  nous  avons  indi(|uée  ailleurs  (  '). 
Ou  a 

^      axP  yçi  { — 1)/'+'       01.x  7.J--  nxP 

^  I  —  axP  ~  ^  T 


xP     I  —  a^   1  —  aj"-         a — oi-xP 
P=i  p=i 

Ou  en  déduit 


i5(-r,7)=  ^(~i)P+'  j- 


1  —  X 


XP 

p  =  l 
1^     X         x^  XP  x^-^y        x'-^y  xP-^y    ) 

il  —  X  I  —  X-'"  i  —  xP      [  —  x^+y  1  —  x'^+y       I  —  xP+y  S 


4.   Une  autre  application  intéressante  est  fondée  sur 
l'identité 

p  =  n 

^+y — û — -. 

p  =  \ 

I 
~  (I  — ao)(i  — «i)...(i  — ««)' 

laquelle,  si  l'on  fait 

fiP)  = 


(I  — ao)(i  — «i)(i  — «2)-..(i  -ap) 
permet  de  prendre 

1 «0  2  ttp 

Mo  = ■>  Up- 


Up 

Dans  ce  cas,  la  formule  (lo)  devient 

(i-a,)(i  — «2)(i- «3)...  (!-««)=  ^-'"""^H 

et  il  est  possible  de  l'employer  pour  l'évaluation  appro- 
chée de  certains  produits.  Eu  particulier,  on  l'applique 
sans  peine  à  la  recherche  de  formules  analogues  à  celle 

(')   Voir,  dans  Mathesis,  l'article  :  Source  d'identités. 
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de  Sliiliug,  et  de  formules  plus  générales,  cjue  l'on  ob- 
tient en  prenant 

I  —  %xn 


Clp  ^=  l'I.XP, 


%XP 


Enfin,  il  est  évident  que  les  procédés  dont  nous  nous 
sommes  servi  dans  cette  Note  sont  applicables  à  un  dé- 
veloppement quelconque,  dillérent  de  la  relation  (r).  Il 
y  a  plus  :  cette  même  égalité,  mise  sous  une  autre 
forme,  donne  lieu  à  une  infinité  d'autres  formules  d'ap- 
proximation. Si,  par  exemple,  on  multiplie  par  p  la  for- 
mule (i),  on  a 

/    ,      \        1     z'  -*-  '  ^  I  /     ' 


6  V/?  —  I        /?  -f 
puis 

/«^^\«.  U^^^^.  Ui^^^Y     _     liç,^'.^  ^  ^, 

OÙ 

/'  =  "    ^         j  j        -, 

p  =  n-\-i 

On  retrouve,  au  moyen  de  la  dernière  égalité,  la  for- 
mule de  Stirling,  et  l'on  peut  même  démontrer,  plus 
généralement,  que 

{X  -\-  l)(a7-}-2)(j;-r-3)...(j7H-«) 

/—  1,0 

^  (x-^n)  2  g  12(.r  +  «r. 


r(i-^a;) 


Cette  relation  peut  servir,  avec  fruit,  à  l'étude  de  la 
fonction  r.  11  est  vrai  que  ces  résultats  sont  fort  connus; 
mais  il  y  a  toujours  quelque  utilité  à  pouvoir  y  parvenir 
par  des  considérations  purement  élémentaires. 

o.   Dans   toutes   ces   recherches,  la    difficulté   réside 
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dans   revalualioii  approchée  de  V/^,  que  l'on  efïectiie 
toujours  d'après  l'inégalité 


V„<g 


lorsque  la  formule  (i)  est  prise  comme  point  de  départ. 
11  est  facile  de  voir  que,  si  le  rapport  de  Up  à  f{p)  est. 
continuellement  croissant,  on  a 

6  urt. 

On  suppose,  bien  entendu,  comme  dans  tout  ce  qui 
précède,  que  les  nombres  u  sont  positifs.  Si,  par 
exemple,  on  veut  appliquer  le  dernier  résultat  au  cas  de 

I  ■  '    X   I  — '  ce  ccP 
f(p)^xP,  „^=-_____  (o<a:<i), 

on  trouve  que  l'on  doit  avoir 

I  -i-  X 


ce  qui  est  toujours  vrai,  puisque  les  nombres  u  ne  sau- 

raientèlre  tous  positifs,  si  a  surpassait  -  •  Pour  des  valeurs 

suffisamment  élevées  de  n,  la  nouvelle  expression  de  \  « 
finit  par  être  toujours  plus  approchée  que  celle  que 
nous  avons  trouvée  au  commencement  de  cette  jNote. 
En  général,  il  est  possible  d'obtenir  des  résultats  de  plus 
en  plus  approchés  en  observant  que  la  limite  supé- 
rieure trouvée  pour  V  —  V„  est  la  somme  de  la  série 
convergente 


p 
I 

6 


y  [: -! ' 1 
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dont  les  termes,   alternativement    positifs   et   négatifs, 
vont  en  décroissant,   pourvu  que   les  nombres  ii  aug- 
mentent plus  rapidement  que    les   valeurs   correspon- 
dantes de  la  fonction^". 


^lÉMOIRE  SIR  LES  ÉOllIYALENCES  ALGÉBRIQUES 
ET  L'ÉLHIIMTION  (M; 

Par  m.   h.    LAURENT. 


VI.  Nous  allons  maintenant  aborder  la   théorie  des 
équivalences  de  la  forme 

(T)  F(X)  =  o, 

dans  lesquelles  F(X)  est  une  fonction  de  X,  et  X  un 
poljnôme  réduit  à  déterminer.  Soit  p\e  degré  de  F(X): 
il  est  facile  de  voir  que  l'équivalence  (i)  a  plus  de  p  so- 
lutions ou,  si  l'on  veut,  plus  de  p  racines  j  en  effet,  la 
formule  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A(X-«,)(X  — «2)...(X  — «p)eso, 

rt,,  rtj,  . . .  désignant  les  racines  de  l'équation  F(X)  =  o  ; 
on  peut  satisfaire  à  cette  équivalence  en  prenant 

Xi  =  ai,  a-2,  . .  . ,  ap, 

mais  on  peut  j  satisfaire  encore  de  bien  d'autres  ma- 
nières. Par  exemple,  soit  U  un  polynôme  réduit  égal  à  a, 
pour  JC)  =  a, ,,  Xo  =  «2  1,  •  • .,  égal  à  «o  pour  x,  =  a,2, 
X2=  y.22i  ••••  Ce  poljnôme  U  sera  déterminé  par  ces 
conditions  et  égal  à 

("  '  )  Voir  même  Tome,  p.  \o2. 
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II  est  clair  alors  que  \  =  U  sera  une  solulion  de  l'équi- 
valence (i).  Il  sera,  d'ailleurs,  facile  de  former  ainsi 
toutes  les  solutions  de  l'équivalence  (i).  On  peut  consi- 
dérablement simplifier  la  théorie  des  équivalences  algé- 
briques au  moyen  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  X  une  racine  convenablement 
choisie  de  l'équivalence  binôme 

(2)  XSJ-— 1  =  0. 

Tout  poljnôme  entier  en  Xi,  x-2.^  . . .,  x,i  sera  équiva- 
lent à  une  expression  de  la  foi  nie 

(3)  Ao-f-A,X  +  A,X2-i-...^Au.-iX:^-i. 

Pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  évidemment  que  X  con- 
tienne a:,,  OTo,  ...,  Xrt.  Mettons  alors  la  formule  (2)  sous 

la  forme 

(X-y)rX-/^)...(X-ya)  =  o, 

y  désignant  l'expression  cos-^"  -+- \/ — i  sin—  ou  toute 

autre  racine  primitive  de  xV- — 1  =  0.  Xous  pourrons 
prendre  pour  X  un  polynôme  réduit  prenant  les  valeurs 
jr",y-,  . .  -ij^  quand  les  x  passent  successivement  par  tous 
les  systèmes  de  solutions  des  équations  ci,  =  o,  ',50=;  o,  ...; 
par  exemple,  on  pourra  supposer 

x=y/:^. 

^J     A 

La  formule  (3)  pourra  alors  s'identifier  avec  un  poly- 
nôme réduit  quelconque  augmenté,  s'il  le  faut,  de  mul- 
tiples de  cp,,  cpo,  .  . .,  'j„.  Ao,  A,,  . . .  seront  alors  déter- 
minés au  moyen  d'équations  du  premier  degré,  et  il  faut 
prouver  que,  eu  général,  le  déterminant  de  ces  équations 
ne  sera  pas  nul. 

Le  déterminant  en  question  ne  dépend  pas  du  polv- 
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nome  que  l'on  veut  identifier  avec  l'expression  (3),  après 
l'avoir  réduite  ;  il  est  clair  que  l'identification  est  possible 
avec  certains  polynômes,  par  exemple  avec  ceux  qui 
sont  le  développement  d'une  expression  (3)  choisie  à 
l'avance 5  si  donc  on  démontre  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
manière  de  choisir  les  coeflicients  Aq,  A,,  . . .,  le  déter- 
minant en  question  ne  sera  pas  nul. 

Or  supposons  que,  y  désignant  un  polynôme  réduit, 
on  puisse  avoir  à  la  fois 

/es  Bo  4- BiX +. . .+ Bp^_iXl^-i  ; 
on  en  conclurait 

o  =  (Ao-Bo)-f-X(A,-Bi)-l-...+  X(^-'(A^._,— B^._i); 

si,  dans  cette  formule,  on  donne  à  X),  x^,  .  . .,  x,i  les  di- 
vers systèmes  de  valeurs  qui  annulent  les  cp  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  l'on  fait  successivement  X=y, 
X  =  jT-,  .  .  . ,  X  =yi^,  on  trouve 

Ao-  Bo+y  (A,  -  B.)  -f-.  .  .  +  y^-'  (Ajj._,-  Bj^_,)  =  o. 
Ao— Bo-i-/2  (Al— B,  )-+-... +  y2H--2(Aj,,_,_Bjj,_i)  =  o, 
> 

d'où  l'on  tire 

Ao=Bo,         Ai=Bi, 

car  le  déterminant 


I    J     J- 


P 


I  y-  y^  ■••  y-f^-' 


est  égal  au  produit  des  dilïérences  des  quantités  j-,j'-, 
j^,  . . . ,  yn  qui  sont  toutes  distinctes,  et,  par  suite,  il 
n'est  pas  nul. 

Ainsi   loiit  poljnôine,  à  des  multiples  des  diviseurs 
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près,  peut  se  nieLlre  sous  la  jonnc 

Ao-H  A,X  +  A.,X--î-+-. .  .-H  Ap._,  \M-i. 

Celle  forme  esl  précieuse,  eu  effet,  en  verlu  de  l'écjui- 

valeuce 

XtA_i==o; 

ou  pourra,  dans  1(;  calcul,  traiter  la  variable  X  comme 
si  elle  avait  pour  puissances  successives  i,X,  ...,X!^  ', 
I,  X,  . . .,  X!^~',  I,  . . .,  eu  sorte  que,  dans  bien  des  cas, 
l'élude  des  équivalences  algébriques  pourra  être  ra- 
menée à  celle  des  équivalences  relatives  au  diviseur 
unique  Hy- —  i. 

Lorsque  l'on  a  ramené  un  polynôme  à  la  forme 

AoM- AiXh-...h-  Ajji_iX!J--i, 

son  module  prend  une  forme  remai'quable  :  multiplions- 
le,  en  effet,  par 

Bo+  B,X-i-...+  Bjj.^iX!A-i, 


le  résultat  est 


AoBo 

H-(A,B„ 


-iB, 


AoB, 


-t-A,B^„,)X 

-+-AoBa-i)XlJ-- 


Le  déterminant  des  équations  obtenues  en  égalant  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  X  à  zéro,  à  savoir  : 


(4) 


Ao 
A, 

A, 


^[A-i 


Al 

A, 


M, 


^[1-1     A[j,_2     . .  .     Ao 

est  le  module  clierclié,  ce  qui  montre  que  : 

La  résultante  de  plusieurs  équations  peut  se  mettre 
sous  la  forme  d'un  déterminant  cjclic/ue. 
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Considérons  le  déterminant  (4)   et  désignons  par  j 
nne  racine  primitive  [jl'^™"^  de  l'unité.   Ce   déterminant 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  F(y)F(y2)...F(y>), 

F(a:)  désignant,  pour  abréger,  le  polynôme 

Pour  effectuer  le  produit  (5),  on  peut  opérer  comme  si 
j  était  une  quantité  quelconque  et  faire  usage  des  for- 
mules de  réduction 

y>=i,      jv-^'  =  j\       ...,      j'-^^i,      y-H-+'=y, 
on  peut  aussi  le  former  en  calculant  le  produit 

F(X)  FrX2)...F(X!J-) 

et  en  faisant  usage  de  l'équivalence  X!^ — t  ^  o,  pour 
éliminer  les  puissances  de  X  supérieures  à  a  —  i .  On 
peut  donc  écrire 

M=F(X)  F(X2)...F(XF). 

Les  polynômes  F(X),  F(X-),  . .  .,  ¥ (^y-) sont  ce  que 
l'on  peut  appeler  des  expressions  réduites  conjuguées  ; 
de  pareilles  expressions  ont  toutes  le  même  module, 
leur  produit  est  égal  à  leur  module  commun. 


NOTE  GEOMETRIQIE  ; 

Par  m.  Geminiano  PIRONDIXI. 


Soient  h  une  ligne  plane  quelconque,  h^  sa  développée, 
h^  la  développée  de  h^,  h^  la  développée  de  /«o,  etc.;  dé- 
signons par  5,  5|,  ^2,  ^3,  ...  les  arcs,  par  r/î,  dts,  dtn^ 
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^£31  ...  les  angles  de  contingence,  par  o,  o,,  Oo,  03,  . 
les  rayons  de  courbure  de  ces  lignes;  on  aura 

c/si  =  dp,         ds<i  ==  ^p,,         ds^  =  r/oo,         ...  ; 

dt  =  <:/£i  =  f/îo  =  ^î3  =  .  .  .  ; 

dsi        dp  (Is  dp 

Pi  ~  T7~  ~  :j~  ^^  dp:  —  =  p  — -, 
aôi        «£  p  ds 

dp[  dp  dpi  f/p] 

'  "           c^Si  '  ds    dp  ds 

dp=,  doi   dp',  do.-> 

a*2  ds    dpi  ds 


Cela  posé,  si  les  lignes  A,  /i,   sont  identiques  et  si  le 
rayon  p  s'exprime  en  fonction  de  l'arc  s,  comme  il  suit 

p  =  o(s), 
nous  aurons 

pi  =  '^(5l). 

Par  conséquent, 

mais 

5i  =  p^ — K  =  çi(^)  —  K  (K  =  consl.); 

donc 

d  o(s) 


(I),  cp[o(5)-K]  =  o(s) 


<j^* 


où  le  premier  membre  indique  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  la  fonction  '•^'(s)  —  K  à  la  variable  s  dans  la 
fonction  '-^(s). 

Réciproquement,  si  la  fonction  '^(.v)  de  l'arc  .y,  expri- 
mant le  rayon  de  courbure  d'une  ligne  h,  vérifie  l'équa- 
tion (i),  nous  aurons,  pour  le  rayon  de  courbure  p, 
de  /i, , 

c'est-à-dire  que  le  rayon  p,  s'exprime  en  fonctioïi  de  s, 
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précisément  comme  o   s'exprime  en  fonclion  de  .v:  par 
conséquent,  les  lignes  A,  A,  sont  identiques. 
On  a  donc  le  théorème  : 

Pour  qu'une  ligne  plane  h  et  sa  développée  h,  soient 
identiques,  il  faut  et  il  suffit  que  la  Jonction  '-^{s)  de 
l'aie  expjHniant  le  rayon  de  courbure  de  h  iiérifie 
l'équation  (i). 

Si  la  ligne  h  et  sa  seconde  développée  Ao  sont  iden- 
tiques, le  rayon  po  doit  s'exprimer  par  s-i  précisément 
comme  p  s'exprime  par  s^  c'est-à-dire 

Or  on  a 

?2  =  -T^  ?  =  P-f\?-r]  =  ^{s)-T-\'^is)  — V— 
'  ^        ds  '        ^  ds  y  ds  j        '  ■    V.y  L  ds     J 

et,  d'ailleurs, 

T-  ^^?        T-  /   \do(s) 

Donc  : 

Pour  qu  une  ligne  plane  h  et  sa  seconde  développée  ho 
soient  identiques,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la 
fonction  '-p(v)  de  V arc  5,  exprimant  le  rayon  de  cour- 
bure de  /?,  vérifie  l'équation 

r    /   .do{s)       ,  H  r   ^d\    ^      d^{s)-\ 

Si  h  est  identique  à  sa  troisième  développée,  la  fonc- 
tion 'j(.v)  doit  vérifier  l'équation 


^    ^d  \     ,    ,dV  do{s)l) 


(  463  ) 
Avec  un  procédé  analogue,  on  poul  trouver  aisémonl 
1  é(]uati()n  qui  doit  être  véritiée  par  la  lonclion  '■^'{s)  poin- 
que  la  /^"^'"''  développée  de  h  soit  idenlifjtic  à  la  ligne  pri- 
mitive. Le  premier  membre  de  cette  équation,  si  '■^(s) 
est  une  fonction  algébrique  de  s  du  degré  /?/,   est  du 

degré 

(n/n  —  n  -f-  i)»?. 

tandis  que  le  second  membre  est  du  degré 

(n  -+-  i)m  —  n. 
On  doit  donc  avoir 

(  n  m  —  n  -h  i)m  =  (n  -i-\  )  m  —  n , 
c'est-à-dire 

n(7n  —  I  )-  =  o 
ou  bien 

m  =  i . 
Donc  : 

Pour  qu'une  ligne  plane  /z,  dont  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  '-^{s)  algébrique  de  l'arc  s,  soit 
identique  à  une  de  ses  développées,  il  est  nécessaire  que 

o(s)  ait  une  des  formes  suivantes 

o{s)  ^=  as  -^  b, 
oii  a  et  h  sont  des  constantes; 

.   ,        V(s) 

oii  P(-y),  Q('^)  sojit  des  poljnômes  du  degré  j?^  n  —  i 
respectivement  ; 

o{s)  =  ;^'R(7), 

oii  Tl(-^)  est  un  polynôme  du  degré  n  —  ( . 

Si 

0(5)  =  «5  -T-  b, 
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on  a 

o[  ci(5)  —  K]  =  a{as  -h  b)  —  ali  -i-  b, 

'as 

et  l'on  rend  toujours  égales  ces  expressions  en  prenant 

K  =  -;  mais,  parmi  les  lignes  planes,  les  spirales  lo- 

garitlimiques  seules  ont  leur  rayon  de  courbure  expri- 
mable par  une  fonction  linéaire  de  l'arc. 
Donc  : 

E  fit  je  les  lignes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  est 
exprimable  par  une  fonction  algébrique  entière  de 
V arc,  les  spirales  logaritluniques  seules  ont  pour  dé- 
veloppées des  lignes  idejitiques  aux  primitives. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  toute  spirale  logarithmique 
jouit  de  cette  propriété,  puisque  la  développée  d'une 
spirale  logarithmique  h  est  une  nouvelle  spirale  loga- 
ritliinique  A,  dont  l'inclinaison  /,  sur  les  rayons  vecteurs 
est  la  même  que  l'inclinaison  i  de  h  sur  ses  rayons  vec- 
teurs 5  conséquemment  A,  /i|  sont  identiques. 

Si  

(p(5)  =  \/a  -\-  bs  -\-  cs^, 

la  condition  (i)  devient 

\'a-{-b{\/a^bs-i-cs'^  — K)-^c{\/a-{-bs-JrCS'^  —  K)^  = -, 

c'est-à-dire 

4  c  K- —  4  i  K -I-  4  «  -I-  4  «c  —  6-  -h  4  (6  —  2  c  K)  v/«  -H  65  +  es-  =  o. 

Cette  équation  se  dédouble  comme  il  suit 

b  —  2  c  K  =  o,         4  c  K-  —  ^  b  K  -\-  ^  a  -h  ^i  ac  —  b-=  n. 

La  première  nous  donne  K  =  — ?  et,  si  l'on  porte  cette 
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valeur  clans  la  sccoiule  égalité,  celle-ci  devient 

(1-^C){. 100  —  0^)  =  o. 

La  condition  4'^'^'  —  ^-=0  exprime  que  le  trinôme 
a  -\-  bs  -+-  es-  est  un  carré  parfait,  et  l'on  revient  ainsi  au 
cas  de  la  spirale  logarithmique.  L'autre  condition 
I  H-  c  =  o  nous  ollre 

'^(5)  =  y/a  -^  bs  —  s'-. 

Je  dis  alors  que  la  ligne  //  est  une  cjcloïde.  En  elîet, 
lorsque  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloide  est 
R  et  que  les  axes  coordonnés  sont  la  tangente  au  sommet 
et  l'axe  de  la  ligne,  on  a 

le  sommet  étant  l'origine  des  arcs  s. 

Si  l'on  élimine  x  entre  les  deux  égalités  précédentes, 
on  aura 

p  =  /16R2— i^. 

Prenons  pour  origine  des  arcs  s  le  point  P  de  la  (;ourbe, 
tel  que  l'arc  compris  entre  P  et  le  sommet  soit  d'une 
longueur  h  ;  on  obtient  alors  de  la  précédente 


p  =  y/iô  R^  —  h'^ -H  2  A5  —  A-. 
On  \oil  donc  que  la  fonction 

p  ^  cp(5)  =  y  a  -T-  bs  —  s- 

correspond  effectivement  à  une  cycloide  dont  le  rayon 
du  cercle  générateur  est  \\/^(i-  H-  (6-  ;  le  point  de  la  ligne, 
d'où  l'on  conipte  les  arcs  .v,  est  à  la  distance  -  du  som- 
met. 

On  a  donc  le  théorème  : 

Entre  les  lignes  planes  dont  le  raj  on  de  courbure 

Aiifi.  de  Mutliémnt.,  3*  série,  t.  V.  (Octobri-    iS86.)  Jo 
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est  exprimable  par  une  fonction  de  s  de  la  jurnie 
y/ a  -i-  bs  -{-  C5-,  la  cjcloïde  seule  a  pour  développée  une 
ligne  identique  à  la  primitive. 

Toute  cycloïde  a  celte  propriété. 

On  peut  considérer  une  ligne  courbe  comine  la  limite 
d'une  ligne  polygonale  dont  le  nombre  des  côtés 
augmente  indéfiniment  ;  pour  que  deux  lignes  courbes  /?, 
/?,  soient  semblables,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que,  entre  les  arcs  élémentaires  r/^,  ds^  et  les  angles  de 
contingence  c^e,  dzi  des  deux  lignes,  subsistent  les  rela- 
tions 

ds  =  k  ds,         dt  =  dix 

(k  étant  le  rapport  de  similitude),  ou  bien  les  autres 

p  =  A"  pi,         s  =  ksi. 

Supposons  que  les  rayons  de  courbure  p,  p,  s'expri- 
ment en  fonction  de  s  et  de  Sf ,  comme  il  suit  : 

p  =  o(  S),         p,  =  'h(si). 
Si,  dans  la  fonction  '|>(-î))'  ^^^  t^bange  .Çj  en  j,  on  doit 
obtenir  j  p,  c'est-à-dire  T'f(0^   (fuel  que  soit  5,-,    cette 
condition  est  remplie  lorsque 

Réciproquement,  si 

p  =  'f{s),  pi  =  -j^'^(ksi) 

sont  les  rayons  de  courbure  des  lignes  A,  /«,,  il  est  évi- 
dent  que,  pour  ^  =  «,  .î,  =  ^ .  on  obtient 

ce  qui  prouve  que  .les  lignes  //,  /?,  sont  semblables. 
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Donc  : 

l'oitr  ifue  deux  /i^nrs  //,  //,  soient  senib/ah/cs,  il  /mit 
et  il  suffit  que  les  rayons  de  courbure  o,  p,  s'expriment 
en  fonction  des  arcs  s,  s,  de  ces  lignes,  comme  il  suit  : 


s,  I. 


p  =   (5(.V),  p,  =    T 'f  (/ 

Si  //  esl  une  spiralt'  logarilliniicjue, 
p  =  ax  H-  h, 

et  nous  aurons,  pour  le  ravon  c,  dune  ligne//,  senil)lal)le 

à/., 

I         ,  n 

Pi  =  j  (  nt/xSi  -f-  /;  )  =  msi  -^  ^  • 

La  ligne  A,  est  donc  une  spirale  égale  à  la  primitive, 
puisque  les  deux  lignes  A,  A,  ont  la  même  inclinaison  sur 
leurs  rayons  vecteurs. 

Soient  A,  A,  deux  cycloïdes  engendrées  par  des  cercles 
de  rayons  R,  R|  ;  prenons  pour  origine  des  arcs  s,  s,  deux 
points  P,  P,,  tels  que  les  arcs  A,  A,  des  lignes  compris 
entre  ces  points  et  les  sommets  respectifs  soient  pro- 
portionnels aux  rayons  R,  R,.  Alors 


1^1 


R          ^ 

v/i6R2— /i2^ 

-  2./IS  —  S-, 

^   /,6R-2_A2 

=  y  y/i G  H-  —  II-  —   ■>,  Il .  /,si  —  (  /■.%■,  I'-. 

La  condition.de  similitude  est  donc  vérifiée, 
l^ar  conséquent  : 

Deux  cjcloïd es  quelconques  sont  toujours  semhlahles. 
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et  le  rapport  de  similitude  est  égal   au   rapport    des 
rayons  des  cercles  générateurs. 

Si  la  ligne  A,  est  la  développée  de  //,  la  condilion  de 
similitude  entre  /i,  h{  devient 

m  ^  '  as 

5,  =  p  —  K, 


mais 
donc 


ou  bien 

(2)  ^[mro{s)—n'\  =  m^{s)      ^^^ 


ds 

d  cp(5) 


Pour  (jue  la  développée  d'une  ligne  h  soit  une 
ligne  lit  semblable  à  la  primitii^e,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  fonction  'j>{s)  de  l'arc  exprimant  le  rajon  de 
courbure  de  h  vérifie  la  relation  (a). 

Si  h  est  semblable  à  la  seconde  développée  7^2,  on  a 


mais 


la  fonction  '^{s)  doit  donc  vérifier  la  relation 

ou  bien  l'autre 

On  trouverait  pareillenKiut  les  conditions  pour  que  la 
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ligne  primitive  h  soil  semblable  à  la  troisième,  Ix  la  qua- 
trième, . . .  développée. 

Si  //(  est  la  ligne  enveloppée  par  les  droites  qui  font 
le  môme  angle  0  avec  les  tangentes  d'une  ligne  plane  //, 
les  coordonnées  X),  j\  d'un  point  quelconque  A)  de  //, 
sont  liées  aux  coordonnées  x,  j  du  point  correspon- 
dant A  de  h  par  les  équations  suivantes 

Xi  =  X  A-  p(cosO  cosa  -4-  sin6  cosX)  sinô, 
_^i  =  j'  -+-  p{cosO  cos  p  -t-  sinO  cos  [x)sin0, 

où  p  est  le  rayon  de  courbure  de  A,  cosa,  cos  [3, 
cos)v,  cos[ji.  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  et 
de  la  normale  principale  de  h.  Si  ^,  5|  sont  les  arcs  de 
A,  //,,  on  déduit  des  égalités  précédentes  (en  appliquant 
aussi  les  formules  connues  de  J.-A.  Serret) 


dxi  dsi 

dsi  ds 

dji  dsi  _  ( ^^^  ^       dp 

dsi  ds 


do  \ 

cosO  -(-  -j-  sinO  )  (cosO  cosa  -i-  sin6  cosX), 

cosO  -i — T^-  sinO  )(cos6  cos^  +  sinô  cosij.)  ; 


d'où  l'on  tire 


dsi  =  (  cos 0  M — j-  sin  0  )  f/s 


ds 


et,  par  conséquent, 

dx 

——l-  =z  cosO  cosa  -i-  sin6  cosX, 

dsi 

dy  \ 

-j—  —  cos  G  cos  ^  -h  sin  0  cos  [x. 
ds\ 

Puisque  ces  égalités  nous  offrent 

d'^Xi        cos6cosX  —  siiiOcosa 


'  p(  cos6  -h  -j-  sinO  j 

osO  ce 
p^co 


d-yx        cosOcos[JL  —  sinGcosP 


sO  H — f-  sinO 
ds 
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le  rayon  de  courbure  o,  de  //|  aura  pour  expression 


s,/^""^''' 


fls\ 


=  p  (  cos8  -i — j-  sin  6  1 , 


La  ligne  A,  sera  donc  semblable  à  la  ligne  li  lorsque  la 
fonction  z>{^s)  de  l'arc  s^  exprimant  le  rayon  de  courbure 
de  //,  vérifiei'a  l'équation 

ç  •  /«[j  cosO  -f-o(  *)  sinO  —  kjj  =  m\  cos6  h ^ —  sin  6    <p(.9). 

Les  ligues  //,  h^  seront  égales  lorsqu'on  aura 

cp[  5  cosO  -t-  !i(*)  siiif)  —  KJ  =     cosO  H —  sin 6    cpl  .v  ). 

Si,  par  exemple,  //  est  une  spirale  logaritliniique, 

p  =  as  -i-  6  ; 
par  conséquent, 

ç>[*cos6  -+-  (p(5)  sinO  —  K  J 

=  «(cos6  -i-  a  sin6  )5  -;-  ai  Z>  sinO  —  Kj  -r-  6, 

cos6  H —  sinO  =  a(cos6  -i-  a  sinO  j5  -h  è(cos6  -i-  a  sin6). 

La  condition  d'égalité  des  courbes  //,  h^  devient 

rt(6  sin(i  —  K  )  -i-  6  =  6(cos6  -i-  «  sinO  ), 

que  l'on  peut  toujours  vérifier  en  prenant 

b{i  —  cos6) 

K  = • 

a 

Si   donc  la  ligne   h  est  une  spirale  logarithmique,  la 
ligne /zi,  enveloppée  par  les  droites  qui  font  un  angle 
constant  avec  les  tangentes  de  /?,  est  une  nouvelle  spirale 
identique  à  la  primitive. 
•Les  spirales  logarithmiques  égales  h,  /?,  ont  le  même 
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polo  O  ^  on  oblieiiL  donc //|  dans  sa  position  en  faisant 
tourner  h  d'un  certain  angle  convenable  y  autour  de  O. 
uNous  allons  déterminer  cet  angle  y. 

Fis.  I. 


Si    ion    désigne    par   i    l'inclinaison   constante   des 
lignes  A,  /?i  sur  leurs  rayons  vecteurs,  on  a 

^  z=  as  -^  b  =  s  cot  i  -i-  b. 

Soient  (A,  A,),  (B,  B,)  deux  couples  de  points  corres- 
pondants sur  les  lignes  /z,  Aj^  si  Ton  suppose  Bciioisi, 

de  manière  que 

sin(t -^  0) 


BB, 


AA, 


on  obtient,  pour  le  rayon  de  courbure  (P!)a,  de  h^  au 
point  A, , 

/      X  /        f,         •    n         •  IV     sin(i-|-  6) 

(  Pj)4  r=  (coso  -;-  sino  coti  )Pa=  A  Ai  ■ — — ; — - — -  • 

sint 

Les  rayons  de  courbure  des  lignes  /?,  /?,  en  B  et  A,  sont 
donc  égaux 5  par  conséquent,  B  et  A,  sont,  sur  les 
lignes  égales  A,  h^^  correspondants;  on  aura  donc 

/  =  BOA,. 
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Si  0-)),  too  sont  les  angles  polaires  relalifs  aux  points 
A,  B  de  A,  et  si  Wq  est  le  rayon  vecteur  initial,  on  a 

d'où  l'on  lire 

—  ^(w.— w,)cot/ —  ^AOBcotj 

OA  ~  ~ 

Je  dis  que  les  triangles  OAA,,  OBB,,  ..  .  sont  sem- 
blables; eu  effet,  dans  le  triangle  OAAi,  l'angle  OAiA 
est  l'inclinaisou  de  la  spirale  A,  sur  ses  rayons  vecteurs; 
donc 

OAiA  =  i. 

Pour  évaluer  l'angle  OAA,,  conduisons  la  normale  AN 
et  la  tangente  AT  à  la  ligne  h  ;  nous  aurons 

Al  A  N  =  Al  A  T  —  NAT  =  6  —  - , 

2 

NAO  =  NAT  —  OAT  =  -  —  t, 


d'où 


Al  A  O  =  A 1 A  N  -+-  N AO  =  0  —  L 


Le  triangle  OAA,  reste  donc  toujours  semblable  à  soi- 
même  lorsque  les  points  correspondants  A,  A,  se  dépla- 
cent sur  les  lignes  respectives.  Par  conséquent, 


c'est-à-dire 
d'où 


OB  _  BBi  _  sin(t-+-  6) 
OA        AAi  sini 


sin(i-t-  6) 


—  gAOBcoti_ 


AOB  =  tang  i    log ^^ — ■. — '    • 

Dans   le   triangle    AOA,,    ou    a,    pour    le    troisième 


(   i7->  ) 
angle  AOA,, 

AOAi  =  t:  -  (OAA,  -v-  O  A,  a)  =  -  —  0  ; 
donc 

7  =  BOA,  =  ÂOAi  —  AOB 

=  -n  —  0  —     loa -^—. — '     tang  i. 

[     '         sini        J 

On  a  ainsi  le  tliéorème  : 

On  obtient  la  spirale  logarithmique  7i,  dans  sa  posi- 
tion, en  faisant  tourner  la  spirale  li  autour  de  son  pôle, 
et  dans  la  direction  des  rayons  vecteurs  croissants, 
d'un  angle 

[,           sint       ~| 
y  =  ~  —  0  -4-     loi?    ■    ,  . 7-     tang  i. 

Si  ^=-5  la  ligne  A,  est  la  développée  de /?,  et  l'angle  y 
est  alors  déterminé  par  l'égalité 

7  =  ^  -^  (log  tang  ij  tang  i. 

Lorsque  i  =  45°,  '/_  est  un  angle  droit. 
Si  l'angle  i  vérifie  la  relation 

-  -h  (log  tangt)  tangt  =  o, 

la  développée  /i,  de  la  spirale  h  est  la  spirale  même.  En 
faisant  alors  rouler,  sans  glissement,  le  plan  de  la  courbe 
sur  une  surface  développable  quelconque,  on  obtient 
une  surface  moulure  de  Monge,  qui  contient  tous  les 
centres  de  courbure  d'un  système.  Une  telle  surface  a 
été  mentionnée  par  Binet  (Journal  de  Liouville,  i^'^  sé- 
rie, t.  VI). 

Si  hf  est  la  développée  d'une  spirale  logarilbmique, 
Iio  celle  de  A,,  lii  celle  de  A^,  •  •  -,  on  obtient  les  lignes 


(  474  ) 

égales  A,  A, ,  h-i,  /?3,  •  . .  par  des  rotations  de  h  autour  de 
son  pôle.  Lorsque  l'angle  i  vérifie  la  relation 

a\ 1-  (log  tangt)  langi     =  ibr^ 

ou  bien  l'autre 

(log  tangi)  tangt  =  t:, 


a  et  h  étant  des  nombres  entiers,  les  lignes  h,  Iii,  Ao,  . . . 
forment  un  système  fermé,  composé  de  a  spirales  loga- 
rithmiques égales  entre  elles;  une  ligne  quelconque  h„ 
du  système  a  pour  développée  la  ligne  successive  Ii,i^t , 
la  dernière  ligne  a  pour  développée  la  primitive  h.  8i 
l'on  fait  rouler,  sans  glissement,  le  plan  des  lignes  sur 
une  surface  développable  cjuelconque,  chaque  spirale 
engendre  une  surface  moulure  de  Monge.  On  obtient 
donc  un  système  fermé,  composé  de  a  surfaces  moulures, 
dont  chacune  a  pour  une  de  ses  développées  la  surface 
moulure  suivante. 

Soit  /?,  une  ligne  parallèle  à  la  ligne  h-^  si  h  est  la  dis- 
tance constante  entre  deux  points  correspondants  de  A, 
//,,  et  que  (p,^),  (p(,5,)  sont  le  rayon  de  courbure  et 
l'arc  de  A,  7?,,  nous  aurons 

Pi  =  p  -H  h,         dsi  =  ds  -i-  h  —  ? 

P 


d'où  l'on  tire 

P 


Si~K-{-  s  -i-  h  I  —  (K  =  const.). 


Si  p  =  'f(^),  la  ligne  /?,  sera  égale  à  la  ligne  h  lorsque 
p,  zz=  cp(5)  ),  c'est-à-dire  lorsque  la  fonction  tf  (^),  expri- 
mant le  rayon  de  courbure  de  //  vérifie  l'équation 


A-i-9(5)=tpK-r-5-f-A   /  — — ^, 
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Exemple.  —  îSi  Ton  suppose 


(5(5)  =  \/as  H-  h, 
h  ~-  Zi(  s)  ==  h  -r-  v«5~ 


^\  K-r-  s  -j-  h  I  — ■-^—     =  i  /  a(  K-i-  s  -i \/as  -+-  b  )  -i-  b. 

'  L  J  r  '  ^  M       V       V  «  / 

La  condition  d'égalité  des  lignes  //,  A,  devient  alors 

h"- -^  as  -X-  b  -^  1  h  \/as  -t-6  =  rtfK-i-sH •  ^as  -r-  b  \  -^  b, 

qu'on  peut  toujours  vérifier,  quelle  que  soit  h,  en  pre- 
nant 

a 


On  conclut  que  la  ligne,  dans  laquelle  0  =  \/as  -+-  b, 
est  identique  à  toutes  ses  parallèles. 

On  voit  aisément  que  la  ligne  h  est  une  développante 

d'un  cercle  de  rayon  -;  en  effet,  la  relation  pi  =  p  -7- 

entre  le  rayon  de  courbure  p  d'une  ligne  et  le  rayon  de 
courbure  pi  de  sa  développée  nous  donne 


a 


Une  ligne  sphérique  est  complètement  déterminée 
lorsque  son  rayon  de  courbure  géodésique  R  est  donné 
en  fonction  de  l'arc  s.  En  effet,  entre  le  rayon  de  cour- 
bure géodésique  R  et  le  rayon  de  courbure  absolue  p 
d'une  ligne  placée  sur  une  sphère  de  rayon  1i  subsiste 
la  relation 

D'ailleurs,  si  /■  est  le  rayon  de  torsion  de  la  ligne  splié- 
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rique,  on  a  aussi 

d'où  1  ou  tire 


dp 
ds 

Si  donc  R  est  une  fonction  connue  de  l'arc  s^  on  aura 


aussi  p  et  ;•  en  fonction  de  s  -,  par  conséquent,  la  ligne  est 
complètement  déterminée. 

Comment  le  rayon  de  courbure  géodésique  R  d'une 
ligne  spliérique  h  doit-il  être  exprimé  en  fonction  de 
l'arc  ^,  pour  que  la  développée  sphérique  A,  de  h  soit 
identique  à  la  ligne  primitive? 

Nous  allons  résoudre  cette  question. 

Considérons  deux  points  consécutifs  A,  B  de  h,  et 
soient  A,,  B,  les  correspondants  de  hi  ;  les  arcs  de  grand 
cercle  AA|,  BB,  forment  entre  eux  un  angle  inlînilé- 
simal,  l'angle  de  contingence  géodésique  d^xg  de  //|  en 
A,.  Or  on  a 

)  dt,,, 


AB  =  Asin(^' 


ou  bien 
d'ailleurs, 


ds  —  h  sin  (j)  dtig\ 
dsi=  dR. 


\ 
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Le  rayon  de  courbure  géodési(jU(;  Ri  do  //,  osl  donc  dé- 
terminé par  la  forniulo 

Si 

pour  que  /«,   soit  identique  à  //,  il  faut  et  il  suffit  (jue 
soit  vérifiée  la  condition 

Ri  =  'f(5i) 
ou  bien  l'autre 


,     ,        ,  d'^(s)    .     [^(s)-\ 


mais 

5,  =  R  — K  =  '^(s)  —  K, 
donc 

(3)  ,[,(,)- K]  =  //^',ln[2i^]. 

c'est-à-dire  : 

La  condition  nécessaire  eL  sufjîsante,  pour  que  la  dé- 
ueloppée  sphérique  d' une  ligne  placée  sur  une  sphère 
de  rayon  h  soit  identique  à  la  ligne  prindtive,  est  que 
la  fonction  0(5)  de  Varc,  exprimant  le  rayon  de  cour- 
hure  géodésique  de  la  ligne,  vérifie  la  relation  (3). 

On  peut  aisément  établir  la  condition  pour  que  h  soit 
identique  à  la  seconde  développée  sphérique;  en  elfet, 
on  a 

f/R,    .    /R,\ 


=  ^"  d\K -""[- 

Le  premier  membre  Tl,  doit  être  formé  par  To  comme  Tl 


f/R    .    /R\ 

d\K         -lttf^'HâJ 
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\'.st  par  s;  conséquemment,  si  11  =  'i^.v), 


R,=  c;(52)  =  o(  K,  —  K)  =  o 

La  condition  demandée  est  donc  la  suivante  : 

h  — 4—^  sin    -i-j—      —  Iv> 
«*  L    "    J  1 


Ad  '-^(5 
d 


ds        ""I      h     \\    .    [dois)    .     ro(s)l 
f/R  /     «^5  L    /'    J 


//-  — ,^     sin 


On  pourrait  trouver  aisément  la  condition  qui  doit 
être  remplie  par  la  fonction  '^(  \)  poiu'  que  la  ligne  sphé- 
lique  A  soit  égale  à  la  troisième,  à  la  quatrième,  . . .  dé- 
veloppée spliérique. 

Je  vais  enfin  démoutrer  un  théorème  constituant  une 
géuéralisation  du  théorèuie  bien  connu  de  Joachimsthal 
sur  les  lignes  de  courbure  planes  d'une  surface. 

Soient  u,  v  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  d'une 
surface  quelconque  S,  et  soit  S|  la  développée  de  S  par 
rapport  aux  lignes  u  ■=  const.  Sur  la  surface  Si  les  lignes 
u  =  const.  sont  des  géodésiques,  et  les  tangentes  aux 
courbes  v  =  const.  le  long  d'une  même  ligne  /?,  du  sys- 
tème u  =  const.  forment  la  surface  développable  po- 
laire S  de  la  ligne  correspondante  h  de  S.  Désignons  par 
0)  l'angle  formé  par  les  courbes  u^  v  sur  la  surface  S|  et 
par  15  l'angle  que  la  binormale  de  h  forme  avec  la  nor- 
male à  la  surface  S  au  même  point;  nous  aurons 


d'où  l'on  tire,  en  désignant  par  s  l'arc  de  /?, 

ôoi    ,  ào  ào    , 

—  du  =  -,-  du  =  — '  ds. 
ou  ou  as 

Or  —-du  étant  l'auele  formé  par  deux  génératrices   con- 

Ou  ^  '  *^ 
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séculives  de  S,  c'esl-à-dirc   l'anyle  de  conliiigence  de 
l'arête  de  rebroussenieiil  de  i^,  est  aussi  l'angle  de  torsion 


,1s    ,      ., 
-tt:  de  //. 

On  a  done 

T    ~  ds 

d'où 

I         do 
T  ~  as' 

Soit,  réciproquement,  Aune  telle  ligne  d'une  surface  S, 
que,  entre  l'angle  cp  formé  par  la  binorniale  de  h  avec  la 
normale  à  S  au  même  point,  subsiste  la  relation  précé- 
dente. Je  dis  alors  que  h  est,  sur  la  surface  S,  une  ligne 
de  courbure. 

En  effet,  soit  So  une  surface  dont  h  est  une  de  ses 
lignes  de  courbure;  si  Ton  désigne  par  c^o  l'angle  que  la 
binormale  de  h  forme  avec  la  normale  de  So,  on  aura 


Par  conséquent, 
d'où  l'on  tire 


I    _  dcso 
T  ~    ds   ' 

drog         do 
ds  ds 

cço —  o  =  const. 


Cette  égalité. démontre  que  les  normales  à  la  surface  S  le 
long  de  h  forment  une  surface  développable;  h  est  donc 
une  ligne  de  courbure  de  S. 
On  a  donc  le  tliéorème  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  qu  une 
ligne  h  d' une  surf  ace  soit  ligne  de  courbure,  est  que  la 
différentielle  de  V angle  que  la  binorniale  de  h  forme 
avec  la  normale  il  la  surface  soit  égal  à  l'angle  de 
torsion  de  h. 
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Lozsque  h  est  plane, 

I 

et  l'on  obtient  le  théorème  de  Joachimstlial. 

Si  ^^on  suppose  que  la  torsion  de  h  soit  constante,  on 
aura 

do  I 

d'où 

o  =  a*  -t-  b. 

L'anele  o  est  donc  une  fonction  linéaire  de  l'arc  de  la 
ligne. 

Le  théorème  précédent  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Si  Von  fait  tourner  les  binoi^males  d'une  ligne  à 
double  courbure  dans  les  plans  normaux,  autour  des 
points  de  la  courbe,  d'ufi  angle  dont  la  différentielle 
soit  égale  à  V angle  de  torsion  de  la  ligne,  on  obtient 
une  surface  développable. 


NOTE  SIR  L'IIYPERBOLOIDE; 

Par  m.  MANGEOT, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Troyes. 


On  peut  déduire  de  la  théorie  des  invariants  quelques 
propriétés  des  génératrices  de  l'hyperholoïde  à  une 
nappe. 

Concevons  que  l'on  construise  un  parallélépipède  P 
sur  trois  génératrices  quelconques  de  même  système,  en 
faisant  passer  par  chacune  d'elles  un  plan  parallèle  aux 
deux  autres.  Appelons  2 a,  ajj,  i^[  les  longueurs  de  ses 
arêtes,  et  S,  S'  ses  deux  somjnets  non  situés  sur  l'hyper- 


(  lBi  ) 
boloïde.  Menons  par  le  «entre  ()  de  Ja  surface  les  pa- 
rallèles Ox,  O^',  ()  ~  aux  trois  génératrices  considérées, 
dans  des  diifcliniis  tclli's  (jue  le  irièdre  Oj'j  z  coniprenne 
dans  son  intérieur  1  un  des  points  S,  S'. 

L'hvpcrboloïde  est  représenté  par  ré{|uation 

KG  ZX         XV 

fjy        '(^        ^'i^ 
relativement  aux  axes  O.r,  Oj  ,  Oz,  et  par  l'équation 

X2         Y2  ^  Z2  _     _ 

a-         b-    '    c-    ' 

relativement  à  ses  axes  de  symétrie. 

.    En  appliquant  les  théorèmes  sur  les  invariants  à  ces 

deux  équations,  on  obtient  les  relations 

(i)  îiSy/D  ^^abc, 

(2)  2(a--i-  ^3--i-  Y")  —  0-  —  a- -^  b' —  c-, 

(3)  Z2a(cosX  —  cns  a  cosv  )  =  abc  JD  (  — :  -h  ,- ri» 

\  a-         b-         c- 1 

où  l'on  a  posé 


D  =  I  —  COS^X  COS-  jX  —  COS^V  -i-  2C0SÀ  COSU  COSV, 

s-  =  a-  -I-  3-  4-  ",'-  -r-  2  S'y  COS  À  -H  2  •[■3.  COS  IX  -r-  2  a3  cos  v , 

La  relation  (1)  exprime  que  le  volume  du  parallélé- 
pipède P,  construit  sur  trois  génératrices  quelconques 
de  riivperboloïde,  est  constant  et  égal  à  la  moitié  du 
volume  du  parallélépipède  construit  sur  ses  axes  2 a, 
2  ^ ,  2  c . 

La  lormule  (n)  traduit  cette  j)ropriété  des  hexagones 
gauches,  à  côtés  opposés  parallèles,  que  l'on  peut  placer 
sur  l'hyperboloïde  ; 

La  somme  des  carrés  des  six  côtés  de  riicxagone,  di- 
minuée du  carré  d(;  la  distance  SS'  des  deiix  points   où 

Ann.  de   Muchtmat ..  3*  série     t.  V.  (Octobre   1886.)  3l 
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concourent  les  plans  de  ses  six  angles,  est  constante  et 
égale  à  la  somme  algébrique  des  carrés  des  axes  de  l'hy- 
perboloïde. 

Quant  à  la  relation  (3),  dans  laquelle  le  coefficient 
cos  A  —  cos  UL  cosv  de  -i  a  représente  la  projection  sur  Oj 
(ou  sur  Oz)  d'une  longueur  que  l'on  sait  construire  (  *  ), 
elle  peut  s'interpréter  de  la  manière  suivante  : 

Soient  SA,  SB,  SG  les  trois  arêtes  du  parallélépipède  P 
qui  partent  d'un  sommet  S  non  situé  sur  l'hyperboloïde. 
Dans  le  pIan,ASB  de  deux  arêtes,  menons  à  l'une  d'elles, 
SA,  une  perpendiculaire  ST^  dirigée  du  même  côté  que 
Ja  seconde  arête  SB,  et  prenons  sur  cette  perpendiculaire 
une  longueur  ST^  égale  à  la  distance  du  sommet  A  à  la 
droite  SB:  puis  projetons  cette  longueur  ST^  sur  la 
troisième  arête  SC  Cette  projection,  ajoutée  aux  deux 
projections  analogues  relatives  aux  points  B,  G,  donne 
Tine  somme  qui  est  proportionnelle  au  volume  du  paral- 
lélépipède construit  sur  les  droites  SA,  SB,  SG,  avec  des 
longueurs  d'arêtes  égales  à  «,  h,  c.  Le  coefficient  de 
proportionnalité  est 


I  I  I 

a-        b-        c'^ 


Examinons  deux  cas  particuliers: 


Les  relations  (2)  et  (3)  deviennent 

(a2-f-  p—  2a^  cosv)  H- 72=  «2-1-62—  c^, 

/  bc        ca        ab' 

'  \  a  b  c 


(')  Se  reporter  à  la  démonstration  des  formules  fondamentales  de 
la  Trigonométrie  sphériquc. 


(  is->  ) 

La  première  de  ces  tleuK  foriuules  montre  que  Ja  diago- 
nale (autre  que  SS')  du  parallélépipède  droit,  construit 
avec  trois  génératrices  d'un  hypcM-boloïde  dont  deux 
soient  perpendiculaires  sur  la  troisième,  a  une  longu(;ur 

constante  et  égale  à  2  sja-  -\-  b- —  c-,  ou  bien  encore  que 
les  points  de  la  surface  par  lesquels  passent  deux  géné- 
ratrices rectangulaires  sont  sur  une  sphère  concentrique 
dont  le  rayon  est  \/a--'r  h- —  c'-.  C'est  le  corollaire  Lien 
connu  du  théorème  de  Monge. 

La  seconde  formule  signifie  que  la  longueur  de  la 
corde  interceptée  ])ar  la  sphère  de  Monge  sur  une  géné- 
ratrice de  riiyperboloïde  est  proportionnelle  à  la  tan- 
gente de  l'angle  des  deux  autres  génératrices  qui  passent 
par  les  extrémités  de  celte  corde. 


L'iivperboloïde  est  alors  équilaléral. 

Eu  di\isant  la  lelation  (2)  [)ai-  le  carré  de  la  for- 
mule (i),  on  obtient 

I    ^  _±_  _^  _i_  ^  A-  ^A i_. 

^2^2        Y' 3t-     '    a- ^-         b-c-        c'-a-        a- b- 

On  voit  que,  si  l'on  construit  un  parallélépipède  sur 
trois  génératrices  rectangulaires  deux  à  deux  d'un  hy- 
perboloïde  équilatéral,  la  somme  des  carrés  des  inverses 
de  ses  faces  est  constante. 


SUR  l\'  PROBLEME  DE  POTE\TIEL; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


Lemme.  —  Etant  donnés  deux  cercles  de  dia/tièfres 
PO  et  PU',  jmr  le  point  P  y///  est  V un  des  points  nii  ces 


(  484  ) 

cercles  se  coupent,  jemene  une  sécante  q uelconqueVCid  , 
qui  rencontje  en  C  et  C  les  deux  cercles.  Sur  elle,  je 
porte  PD  égal  à  la  somme  de  PC  et  de  PC  Lorsque 
la  sécante  tourne  autour  du  point  P,  le  poijit  D  décrit 
un  cercle  qui  a  pour  diamètre  PQ,  le  point  0  étant  ob- 
tenu comme  extrémité  d'une  droite  égale  et  parallèle 
à  PO  menée  par  le  point  O'. 

Si,  en  effet,  C,  C  et  D  sont  Jes  projections  sur  la  sé- 
cante des  points  O,  O'  et  Q,  les  points  C  et  C  sont  sur 
les  cercles  de  diamètres  PO  et  PO',  et  l'on  a  PC  =C'D 
conime  projections  sur  une  même  droite  de  deux  lon- 
gueurs égales  et  parallèles.  Alors  ou  a 

PC  +  PC'=PD. 

Le  point  D  étant  la  projection,  sur  une  droite  qui  tourne 
autour  de  P,  d'un  point  fixe  îî,  décrit  le  cercle  qui  a 
pour  diamètres  Pu. 

On  dit  que  PO  est  la  somme  géométrique  de  PO  et  de 
PO'.  Si  l'on  avait  porté  0'0|  égal  à  O'O  en  sens  directe- 
ment opposé,  PO,  aurait  été  la  différence  géométrique, 
et,  si  j'appelle  E  la  projection  de  0,  sur  la  sécante, 
j'aurai  PC  —  PC  =  PE.  Ce  point  E  a  pour  lieu  un  cercle 
décrit  sur  P0|  comme  diamètre.  Dans  ce  qui  suit,  nous 
conservons  les  mêmes  notations. 

Cela  posé,  on  donne  le  point  fixe  P  et  deux  cercles  de 
rayons  R  et  Jx  décrits  autour  de  O  et  de  O'  comme 
centres,  il  s'agit  de  mener  par  P  une  sécante  telle  que 
l'on  ait 

(i)  Pc'  — PG'"=  (pÔ"  — rO  — (PO'2— R'2). 

Interprétons  d'abord  cette  équation.  Supposons  que 
les  segments  interceptés  sur  la  sécante  par  les  cercles  O 
et  O'  soient  réels  :  soit  a),  le  segment  intercepté  par  la 
sécante  dans  le  cercle  de  centre  O  et  de  ravon  R;   en 
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égalant  deux  expressions  de  la  puissance  du  point  P  par 
rapport  au  cercle  O,  on  aura 

(2)  PO'— R2=pg'^_a2, 

et,  dans  le  second  cercle,  on  aurait  de  même 

(3)  PÔ''— R'2=  PC'"— îx2, 

2[JL  étant  le  segment  intercepté  sur  la  sécante  par  le 
cercle  de  rayon  R';  on  en  déduira  que  2  jjl  et  2).  sont 
égaux,  eu  égard  à  l'équation  (i).  C'est  ce  qu'elle  exprime. 

Ainsi  l'on  demande  de  mener  une  sécante  sur  laquelle 
les  deux  cercles  interceptent  des  segments  égaux. 

Supposons  maintenant  c[ue  ces  segments  soient  ima- 
ginaires, et  soient  t,  t' les  longueurs  des  tangentes  menées 
du  point  P  aux  cercles  O  et  O'.  Avec  ces  tangentes,  que 
je  supposerai  réelles,  comme  rayons,  je  décris  autour  du 
point  P  comme  centre  deux  cercles  (/)  et  (/!'),  lesquels 
interceptent  sur  OC  et  sur  OC  respectivement  deux 
segments  2)/  et  0.^.'.  Nous  aurons,  en  égalant,  comme 
précédemment,  deux  expressions  de  la  puissance  des 
points  O  et  O'  par  rapport  à  ces  cercles, 

(4)  PÔ'— r-  =  ôc'— À'2^ 

(  5  )  PÔ'"  —  ^'2  =  00  '—  ;x'2  ; 

mais  on  a,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équa- 
tions (2)  et  (4), 

'2ÔP  '—  Pv2  —i'-  =  ÔG '+  PC '—  (  À2  +  X'2  ). 
Or  on  a 

ôgVpg'=pô' 

et 

r^^ÔP'— R-2, 
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car  POC  est  un  triangle  rectangle,  et  de  même  t,  R  et 
OP  forment  un  triangle  qui  est  aussi  rectangle. 
Il  reste  donc 

Ainsi,  quand  A  est  imaginaire,  )/  est  réel,  et  l'on  a 

On  aura  de  même 

Dans  le  cas  où  le  premier  énoncé  n'a  pas  de  sens,  on 
V  substituera  donc  celui-ci,  à  condition  que  P  soit  exté- 
lieur  aux  deux  cercles  :  Mener  par  deux  points  O  et 
O'  deux  droites  parallèles  sur  lesquelles  deux  cercles 
concentriques  (f),  (^'),  de  centre  V^  interceptent  deux 
segments  égaux. 

Notre  équation  (i)  revient  à 

(i  bis)       PD.PE=  — (pô'— rO  +  CpÔ''— R'-). 

Or,  avons-nous  vu,  les  points  D  et  E  décrivent  deux 
cercles  de  diamètres  PQ  et  PQ|.  Mais,  d'après  l'équa- 
tion (i  bis)^  si  le  point  D  décrit  un  cercle,  le  point  E 
doit  décrire  la  droite  qui  en  est  la  transformée  inverse 
réciproque.  Ce  point  devra  donc  se  trouver  à  l'intersec- 
tion de  cette  droite  et  du  cercle  décrit  sur  PO)  comme 
diamètre. 

La  solution  de  ce  problème  conduit  à  un  résultat 
curieux. 

Si  ds  est  un  élément  de  courbe,  ds'  l'élément  de  sa 

transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques,  p  et  p' les 

rayons  vecteurs,  on  a 

ds  _  ds' 

d'où  il  suit  que,  si  deux  arcs  finis  de  courbes  transformées 
l'une  de  l'autre  sont  chargés  de  matière  de  densité  i,  le 
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polcnliel  au  pôle;   y  csl  le  incnio  ([uc  c<;liii  <jui  est  dû  à 
l'autre. 

Soient  U  et  V  les  potentiels  au  pôle  de  deux  droites 
de  longueur  9.p  chargées  d'une  niasse  de  densité  i  et 
situées  aux  distances  a  et  a  à\x  pôle,  de  manière  que  la 
perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  elles  tombe  en 
lein"s  milieux.  On  aura  pour  potentiel  en  P  de  la  pre- 
mière droite  la  valeur  de  l'intégrale  suivante  où  x  dé- 
signe la  distance  d'un  élément  h  l'axe  mené  par  P  per- 
pendiculairement à  la  droite  dont  nous  clierclions  le 
potentiel 

r''      dx 


Je  pose 

d'où 

et 

ou 


J^    /«-  +  ^■- 

y/a-  -4-  j-"-  =  —  37  -h-  /  ; 

a-  =  —  -itx  +  t- 

t  dx  -^  xdt  —  t  dt 

dx             dt 

sJo?--\-x'^         t 

'- =  •>,  r  loo-  (  X  -^  i/a2  -i- 

x- 

Il  vient 


U^lo,^-^^^^"^^' 


d'où 


1  a 


/  u       _u 


/3  =  a  sin  hyp  — 
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Pour  l'autre  dioitc  ri  distance  «',  nous  aurons 


d'où 


p  ^  a  siu  hyp-; 


sin  hyp  — 


.     .        \         a 
sin  nvp  — 

2 


Si  je  transforme  par  rajons  vecteurs  réciproques, 
—  se  change  dans  le  rapport  inverse,  et  j'aurai 

smihy^^^ 

.     .        V        a'' 
sin  hyp  — 

'j. 

U  et  \  ne  changent  pas.  Les  droites  deviennent  des 
arcs  de  cercles,  et  la  solution  géométrique  donnée  plus 
haut  sert  à  lésoudre  la  question  suivante;  :  Etant  donnés 
deux  cercles  concentriques  (^),  (f')  et  deux  points  O^ 
O',  mener  par  P,  d'une  part,  et  O,  O'  respectivement, 
d' autre  part,  deux  cercles  takgejvts,  tels  que  les  va- 
leurs en  P  des  potentiels  U,  V  dus  aux  parties  de  ces 
cercles  qui  sont  extérieures  aux  cercles  donnés  (î)  et 
(l!)  respectivement  satisfassent  à  la  relatiori 

.    ,       U 
sin  hyp  — 


sin  hyp  ^ 


c  est-à-dire  que  le  rapport  des  sinus  hyperholiques  des 
demi-potentiels  est  alors  celui  des  rayons  des  arcs  de 
cercles.  Il  suffit  de  faire  une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  pour  construire  ces  arcs,  lorsque 
le  problème  est  possible. 
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TR\\SF0R1IATI0\S  ALGÉBRIQUES  IMR  LE  CALCUL 
DES  DIFFÉREXCES; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Nous  nous  proposons  de  représenter  la  fonction 

,  F  ( 3- )  —  yVo -T- Al  ^ -f- A2  372 -H  A3  a:^"-)- . . . 

au  moyen  des  difFérences  successives  du  premier  terme 
de  la  série  arbitraire 

(1)  Mo,        «1,        Ui,        «3,        "ij         ••  .. 

Ayant  posé,  à  cet  elFet, 

Ai  =  aiUi,        f{x)=^2^  <^'^'' 

nous  pourrons  écrire,  symboliquement, 

1  =  0 

Supposons,  par  exemple,  que  la  série  (i)  soit 

r  étant  entier.  Le  second  membre  de  (2)  s'arrête  alors 
naturell<;ment  au  (/'+  ly^'^^  terme,  et  l'on  peut  écrire 

(3)  V{x)=^'^^^j^\'ior). 

1  =  1 

Du  reste,  si  la  série  (1)  est,  d'une  manière  générale, 


(  490  ) 
il  c'stpresquc  évident  que  l'on  a,  sous  iorine  symbolique, 

F(a-)  =  U(5-+-NA), 

en   supposant   que    N^   représente    le    second    membre 
de  (3). 

Appliquons   la   formule  (3)  aux  fonctions  telles  que 

Ici 


I  —  X 

et  l'on  obtient  immédiatement  la  relation  connue 


Q..(-)  =  2ff 


37'  A' (o'') 


qui  donne,  pour  les  nombres  de  Bernoulli  (  '  ),  l'expres- 
sion suivante  : 

i  =  r  —  l 

r  V^     ( — l)'+' 

B;.=  — ^ —  >  ^ — :-^\'{o'-n. 

1=  l 
Soit,  pour  généraliser, 

ai=i-%        f{x)  =  (^s{x)- 
La  formule  (3)  devient 

(4)  Q,+,(a:)=^— ^4j A'(o'). 

i  =  l 

Ainsi,  pour  s  ■=  \  ^  on  trouve 

/-w       ,            -^  (i-^  x)xi     ., 
Q,.+i(;r)=  >    : L_-A'(o'-). 

i  =  1 

En  particulier, 


2'-—  I     jLà         2'+3  "^  ' 


(  '  )  Voir  notre  article  Sur  les  nombres  de  licrnoidli  et  d'Eulcr. 
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De  inùinc,  pour  s  =  2,  ou  arrive  à  la  roiiuule 


■>.'■  —    I         ^  •>-'  +  * 


On  établit  autrement  la  formule  (4)  en  parlant  de  l'é- 

Q'M-.s-  =  qr  Q.S-  =  Q.S-  [  I  ^  A  (  o'-  )]y  ; 


galité 


d'où  l'on  déduit  (4),  <^>i  développant,  suivant  les  puis- 
sances de  A,  et  en  observant  que  l'on  a,  sous  forme 
symbolique, 

a:'Q/'(^)  =  Q^"^' ( Q  —  i)( Q  —  2). .  .( Q  —  i  +  i). 

Reprenons    l'égalité    (3)    et  remplaçons-y   la   limite 
supérieure  de  i  par  un  nombre  quelconque  ji^  v.  Posons 


'V/>''(.r) 


(5)  ?(o=y 


Pour  eifectuer  le  retour  aux  nombres  u^  remarquons 
que  l'égalité  (3)  devient 

(G)      Y{x)  =  cp(a7A)  =  o{iix  —  x)  =  \^^^  o^'^ {—  x). 

i—l 

Si,  par  exemple,  on  fait  rt^=  1 ,  la  formule  (5)  donne 
d'abord 

I    r      /x  —  t\"+n 

d'où  l'on  déduit,  en  développant  suivant  les  puissances 
de  i, 

o^'H—x)  /     X     \«+i 

'-jr-  =  '-{-^:-[) 

XI i r-îC  —  .  .  .±:  - — -j—   ). 

\  a?  ^2  X'-     I 

Si  l'on  porte  ce  résultat  dans  la  formule  (6),  on  ob- 
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lient  une  nouvelle  expression  des  fonctions  Q,  consi- 
dérées prëeédeinment.   En  particulier,   pour  x=  —  i, 
on  a 

B;.= y     (_i/-liV-l 

2«(2'-—  l)    jLi     ^  ^ 

X  (l  -r-  C,ii-r-  G,j_-2-f-  .  .  .-H  G,i  ,i_i-i), 

pourvu  que  n^  r.  Sous  une  autre  forme, 


i  =  l 


On  trouve,  pour  les  nombres  de  Bernoulli,  d'autres 
expressions  analogues,  si  l'on  prend  successivement 
cii=  i,  i-,  i^ ,  ....  Les  formules  démontrées  dans  cet  ar- 
ticle donnent,  d'ailleurs,  une  foule  d'autres  résultats, 
plus  ou  moins  intéressants,  qui  constituent  toujours 
d'utiles  exercices  de  calcul. 

Note.  —  La  formule  principale  de  notre  article  Dé- 
rivées des  fonctions  de  fonctions  a  élé  précédemment 
découverte  par  ^I.  R.  Hoppe,  en  i84j-  Lne  formule 
plus  générale,  concernant  les  dérivées  d'une  fonction 
quelconque  de  plusieurs  fonctions  de  a:,  a  été  publiée 
par  M.  G.  Teixeira,  dans  \e  Journal  de  Battaglini, 
en  i88o.  Nous  donnerons,  de  cette  dernière  formule, 
une  démonstration  fort  simple,  basée  sur  l'emploi  de 
nos  signes  algoritbmiques,  et  nous  cliercberons  aussi  à 
oçéverX  inversion  dé  la  formule  de  Hoppe,  comme  nous 
l'avons  déjà  fait,  du  reste,  dans  certains  cas  particuliers. 
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COUUESPOIVDAXCE. 


Extrait  iV une  Lettre  du  professeur  Genèse  (  Universitj 
Collège  Aherjstwyth,   fT^ales). 

Permettez  que  je  vous  signale  un  petit  défaut  clans  la 
démonstration  élégante  d'un  théorème  de  Steiner,  par 
M.  G.  Tarry  (voir  Nouvelles  Annales,  p.  2-1,  i884)- 
M.  Tarry  n'a  pas  remarqué  que  sa  construction  donne 
quatre  positions  au  point  O.  Donc  il  y  a  quatre  coniques 
directrices  par  rapport  auxquelles  S  et  S  sont  polaires 
réciproques.  La  vérification  analytique  est  extrêmement 
simple. 

Soient 


/l-'-'  =  o. 


(  S  )  l  x^-i-  m 

(2)  Xa2-f-  ix'^i^  vvî  =0, 

et 

(D)  ■.     La2-^I\r^2  4-NY2=o 

les  équations  des  coniques.  L'équalion  de  la  polaire  du 
point  (a',  |i',  v')  non  situé  sur  S;,  par  rapport  à  J3,  est 

L  a'  a  -T-  INI  ^d'  ^  +  N  7'  v  =  o. 

Cette  ligne  est  tangente  à  S,  si 

(La')2    ,    (M3')2        (Ny')2 


=  o; 


donc 


ou 


L2    _      M2     _    N2 

\  l        m  iJL        n  V 


L  :  !M  :  N  :  :  ±\/ll:±:  //?i ;jl  :  ±  /n v ; 

c'est-à-dire  qu'il  y  a  quatre  coniques  D. 

Le  théorème  de  la  page  2^3,  savoir  :  Le  triangle  qui 
a  pour  sommets  trois  des  points  d'intersection  est  ho- 
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violoî^ique  à  chacun  des  triangles  formés  par  trois 
tangentes  communes,  avait  été  communiqué  par  moi  à  la 
Société  mathématique  de  Londres  en  mai  i883.  Je 
l'avais  premièrement  envoyé  à  VEducational  Times; 
mais,  un  géomètre  distingué  m'ayant  fait  l'honneur  de 
douter  de  son  exactitude,  j'ai  publié  la  démonstration. 

I>a  vérification  par  la  méthode  de  la  projection  co- 
nique serait  un  bon  exercice  pour  vos  jeunes  lecteurs. 


NECROLOGIE. 


Nous  avons  la  vive  douleur  d'annoncer  à  nos  lecteurs 
la  mort  d'Edmond  Laguerre,  décédé  le  i3  août  à  Bai'-le- 
Duc.  La  France  perd  en  lui  un  de  ses  géomètres  les  plus 
éminents  et  ses  amis  le  plus  sur  et  le  plus  dévoué  de  tous 
les  amis.  Nous  consacrerons  procbainement  à  sa  vie  et  à 
son  œuvre  la  place  qu'elles  méritent;  voici,  dès  aujour- 
d'hui, les  discours  prononcés  à  ses  obsèques. 

DISCOURS  DE  M.  J.  BERTRAND, 

AU  NOM  DE  l'académie  DES  SCIENCES. 

Messieurs, 

L'Académie  des  Sciences,  en  perdant  l'un  de  ses  Membres 
les  plus  éminents,  a  le  regret  de  le  voir  disparaître  au  début, 
pour  ainsi  dire,  de  sa  carrière  académique. 

La  maladie  cruelle  qui  vient  de  briser  tant  d'espérances  l'a 
tenu  éloigné  de  nos  travaux. 

Edmond  Laguerre,  passionné  pour  la  Science,  semblait  in- 
différent au  succès. 

Jamais  il  n'a  négligé  un  devoir,  jamais  il  n'a  sollicité  une  fa- 
veur, jamais,  dans  sa  modestie,  il  n'a  voulu  se  faire  son  propre 
juge. 

L'artillerie  était  sa  carrière.  Il  acceptait  avec  simplicité 
toutes  les  nécessités  du  service,  toujours  prompt  à  bien  faire, 
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toujours  oublieux  de  se  faire  valoir;  —  il  a  pris  sa  retraite 
jeune  eneore,  sans  avoir  atteint  les  liants  j^rades  où  son  mérite 
semblait  l'appeler. 

Tel  nous  avons  connu  l'éminent  géomètre. 

On  recherchait,  on  admirait  ses  travaux;  on  avait  peine  aies 
réunir  :  les  recueils  les  plus  répandus  contiennent  à  peine  le 
quart  de  son  œuvre.  Jamais  Laguerre  n'a  publié  un  volume. 
Ses  découvertes,  communiquées  à  des  sociétés  de  travail  et 
d'étude,  l'avaient  placé  au  premier  rang  des  géomètres  français, 
avant  que  l'Académie  des  Sciences  en  eùtentendu  discuter  et  pro- 
clamer l'importance.  La  Section  de  Géométrie  elle-même,  heu- 
reuse de  lui  rendre  justice,  avait  fait,  avec  étonnement,  j'ose  le 
dire,  l'inventaire  de  tant  de  richesses. 

Toutes  les  branches  des  Mathématiques  lui  devaient  d'impor- 
tants progrès;  aucune  chaire  publique,  cependant,  n'avait 
offert  à  ce  penseur  solitaire  l'occasion  de  répandre,  par  la  pa- 
role, les  idées  fécondes  confiées  au  papier  avec  tant  de  sobriété 
et  de  réserve.  Pour  la  première  fois,  en  l'année  i885,  Laguerre, 
âgé  de  5i  ans,  s'est  fait  entendre  au  Collège  de  France  :  pré- 
paré à  suivre  toutes  les  Aboies,  il  a  accepté  la  suppléance  de  la 
Chaire  de  Physique  mathématique.  Il  y  a  révélé,  sans  étonner 
personne,  une  érudition  sagace  et  profonde. 

Le  cours  de  Laguerre  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  donnera, 
si  on  peut  le  publier,  le  résumé  le  plus  lumineux  et  le  plus  sa- 
vant de  cette  belle  théorie,  tant  de  fois  rajeunie  et  toujours 
transformée,  malgré  son  admirable  perfection. 

Laguerre  conservait  toute  la  vigueur  et  l'activité  de  son  es- 
prit, mais  les  forces  physiques  commençaient  à  le  trahir.  Il 
luttait,  en  préparant  ses  leçons,  contre  les  atteintes  d'une 
fièvre  continue;  il  s'y  résignait  plutôt,  car  le  mal  était  sans  re- 
mède. —  L'amitié,  la  haute  estime  de  tous  et  l'admiration  des 
bons  juges  ont  adouci  la  fin  prématurée  de  sa  carrière. 

Toujours  supérieur  à  sa  position,  il  a  su  imposer  à  l'opinion 
une  justice  quelquefois  moins  tardive,  jamais  plus  complète  et 
plus  incontestée. 

M.  Halphen,  après  avoir  lu  le  discours  de  IM.  Bertrand, 
ajoute  l'allocution  suivante  : 

L'Ecole  Polytechnique  perd  une  de  ses  gloires.  Pendant 
vingt-deux  ans,   Laguerre  lui  a  prodigué  son  rare  talent,  son 
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zèle  infatigable.  Il  la  représentait  aux  yeux  de  cette  jeunesse, 
chaque  année  plus  nombreuse,  qui,  dans  un  loyal  concours, 
brigue,  à  force  de  travail,  l'entrée  de  notre  grande  École. 
Devant  ce  public  déjà  très  clairvoyant,  l'École  Polytechnique, 
placée  si  haut  dans  l'opinion,  grandissait  encore,  représentée 
par  Laguerre. 

Tous  connaissaient  sa  science  presque  sans  limite,  comme 
aussi  la  loyauté,  les  scrupules  qu'il  apportait  à  ses  jugements. 
Mais  qui  soupçonne  seulement  son  extrême  bienveillance,  je 
dirai  presque  sa  tendresse  pour  cette  jeunesse  d'élite?  Qui,  sauf 
ses  collègues,  dont  tant  de  fois  il  a  su  adoucir  ou  changer  le 
verdict  ? 

Cette  grande  douceur  se  dissimulait  parfois  sous  des  dehors 
austères,  qui  le  faisaient  redouter  un  peu,  bien  à  tort. 

C'est  là  d'ailleurs  un  trait  essentiel  de  sa  physionomie  morale  : 
son  cœur  ne  livrait  pas  facilement  ses  trésors. 

Les  amis  qui  ont  pu  y  pénétrer  éprouvent  à  ce  souvenir  une 
inedable  tristesse. . . . 

Au  nom  de  l'Académie  des  Sciences  et  de  l'École  Polytech- 
nique, j'adresse  à  Edmond  Laguerre  un  suprême  adieu. 


ERRATA. 


T.  II,  3'  série,  p.  87,  dernière  ligne,  au  lieu  de  tang((i)  — 6),  lisez 
—  tang((ij—  e  ). 

T.  IV,  3'  série,  p.  829,  ligne  5,  au  lieu  de  en  segments,  lisez  en 
n  segments. 

T.  Y,  3=  série,  p.  212,  première  ligne,  le  mol  parité  ne  se  rapporte 
pas  aux  triangulaires,  mais  à  leurs  rangs. 

T.  V,  3'  série,  p.  3i4,  avant-dernière  ligne,  au  lieu  de  générale, 
lisez  génératrice. 

T.  V,3<' série,  p.  821,  4*"  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  (log  -  J  2'-', 
lisez  (  log  -  ) 
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NOTE  SIU  LES  POLVGOXES  FEUMES 
AmJtATIO\  DE  LA  STATIOIE  A  LA  GÉOMÉTRIE 

Par  m.  E.  COLLIGMO.N, 

Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


Considérons  un  polygone  fermé,  plan  ou  gauche,  d'un 
nombre  n  de  côtés. 

Nous  donnerons  à  ces  côtés  les  numéros  successifs  de 
1  à  «,  en  suivant  le  périmètre  du  polygone  dans  un  sens 
délini,  à  partir  d'un  sommet  choisi  arbitrairement. 

Imaginons  qu'on  prenne  le  Jiiilieu  de  chaque  côté. 
On  obtiendra  ainsi  n  nouveaux  points,  auxquels  nous 
donnerons  les  mêmes  numéros  qu  aux  côtés  dont  ils  font 
partie.  Le  milieu  du  côté  n"  Â  sera  le  milieu  n"  A'.  Ce 
même  numéro  A"  sera  attribué  aussi  au  sommet  du  po- 
lygoue  commun  aux  côtés  A  et  A  —  i;  il  n'y  a  d'excep- 
tion que  pour  le  sommet  j ,  point  de  départ  du  numé- 
rotage, qui  est  commun  aux  côtés  \\°  n  et  n°  i . 

Ces  conventions  faites,  plaçons  aux  milieux  i, 
2,  ...,//  des  niasses  égales  à  ni  en  valeur  absolue,  mais 
alternativement  positives  et  négatives  5  de  telle  sorte  que 
les  milieux  i,  3,  j,  ...  de  rang  impair  reçoivent  la 
niasse  -i-  /«,  et  que  les  milieux  de  rang  pair,  2,  4'>  ô'i  ..., 
reçoivent  la  masse  —  m.  Au  lieu  d'admettre  des  masses 
négatives,  on  j>eut  prendre  toutes  les  niasses  en  valeur 
absolue,  sauf  à  imaginer  qu'elles  subissent  l'action  de 
forces  parallèles  dirigées  dans  un  sens  pour  les  masses 
qui  avaient  tout  à  l'heure  le  signe  +,  et  en  sens  opposé 
pour  les  masses  qui  avaient  le  signe  — . 

Lorsque  le  polvgone  a  v^w  nombre  impair  de  côtés, 
cette   distribution   alternative    des    signes    amène    deux 

Anii.df  M.icli('-nt,tc . ,  j*"  série,  i.  V.  (Novembre  1S86.)  i'i 
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masses  positives  aux  milieux  n  et  i,  qui  se  suivent  sur 
Je  contour  du  polygone;  partout  ailleurs  on  aura  d'nn 
côté  au  suivatit  une  variation  de  signe.  Lorsque  1<; 
nombre  ii  est  pair,  les  variations  de  signe  s'étendent  au 
périmètre  tout  entier. 

Clicrclions,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  centre  de  gra- 
vité de  l'ensemble  des  masses  qu'on  vient  de  définir. 

Décomposons  pour  cela  la  masse  ±  m,  appliquée  au 
milieu  du  côté  /r,  en  deux  masses  égales,  zt^/;/,  appli- 
quées l'une  au  sommet  Zr,  l'autre  au  sommet  A"  -H  i . 
Cette  décomposition  faite  pour  tous  les  côtés,  on  trou- 
vera, en  un  sommet  h  quelconque,  une  masse  ±^ //a 
provenant  de  la  décomposition  de  la  niasse  ±  m  située 
au  milieu  A,  et  une  masse  de  signe  contraire,  rp  4  '«• 
provenant  de  la  décomposition  de  la  masse  rp  ni  située 
au  milieu  A — i  ,•  les  deux  masses  partielles  se  détrui- 
sent et  donnent  au  sommet  h  une  masse  nulle.  Cette 
conclusion  s'applique  au  sommet  i  comme  à  tous  les 
autres  lorsque  le  nombre  n  est  pair;  car  alors  les  signes 
alternatifs  régnent  sur  tout  le  pourtour  du  polygone.  Il 
en  est  autrement  si  n  est  imjiair  :  le  sommet  i  sépare 
alors  deux  milieux,  i  et  Ji,  chargés  tous  deux  de  masses 
positives;  il  reçoit  deux  masses  partielles  égales  à  ~iii^ 
qui,  composées  ensemble,  forment  la  masse  m.  La 
somme  algébrique  de  toutes  les  masses  est  égale  à  o  dans 
le  cas  de  n  pair,  et  à  ni  dans  le  cas  de  n  impair.  On 
peut  formuler  ces  conclusions  comme  il  suit  : 

Dans  tout  polygone  fermé,  plan  ou  gauche,  cfun 
nombre  pair  de  côtés,  des  niasses  égales,  alternative- 
ment positives  et  négatives ,  appliquées  aux  milieux 
des  côtés  successifs,  se  font  équilibre  et  forment  un 
système  indifférent',  le  centre  de  gravité  de  leur  en- 
semble est  indéterminé . 


(  1î)9  ) 
Dans  tout  polygone  ferme,  plan  ou  gauche/ d'un 
nombre  impair  de  côtés,  des  masses  égales,  alternali- 
vement.  jyositives  et  négatives,  appliquées  aux  milieux 
des  côtés  successifs,  ont  pour  résultante  une  masse 
égale,  placée  au  sommet  du  poly gone  qui  appartient 
à  la  fois  aux  deux  côtés  consécutifs  chargés  de  masses 
de  même  signe;  ce  sommet  est  le  centre  de  gravité  de 
l'ensemble  des  masses  données. 

Ce  lliéorème  fournit  une  solution  simple  de  certains 
problèmes  sur  les  polygones.  Pour  en  développer  les 
eonséqiKînces,  nous  examinerons  successivement  le  cas 
de  n  impair  et  de  n  pair. 

Premier  cas  :   n  impair. 

Etant  donnés  dans  l'espace  n  points,  numérotés  de  i 
à  «,  on  demande  de  construire  un  polygone  fermé  de 
«côtés,  dont  les  n  points  donnés  soient  les  milieux  des 
côtés  successifs. 

On  cherchera  le  centre  de  gravité  G,  ou  centre  des 
moyennes  distances,  des  milieux  de  rang  impair,  i,  3, 

0,  ...,«;   on  y  imaginera    reunies  ■  masses  égales 

positives. 

On  cherchera  ensuite  le  centre  de  erravité  G'  des  mi- 


tD' 


lieux  de   rang  pair,    2,  4i  ^^i  •  •  •  5 '^ — M   O'^   J    réunir 


n  —  I 


masses  égales  négatives. 


Le  centre  de  gravité  général  sera  le  sommet  i  du  po- 
lygone. On  l'obtiendra  en  cherchant  sur  la  droite  GG'  le 
point  d'application  de  la  résultante  de  deux  forces. pa- 
rallèles, l'une  égale  à  ~^  appliquée  en  G,  l'autre  égale 
à  j  appliquée  en  G'  en  sens  contraire  de  la  pre- 
mière. Cela  revient  à  prolonger  la  droite  G'G,  du  côté 
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du  point  G,  d'une  longueur  Gi   égale  à  GG'.  Le 

coefficient de  GG'  est  toujours  entier,  puisque  n  est 


n 
impair. 


X<e  sommet  i  une  fois  déterminé,  tout  le  polygone 
s'en  déduit. 

Le  problème  admet  toujouis  une  solutiou  et  une 
seule  : 

Lorsque  les  milieux  donnés  sont  dans  un  même  plan, 
le  polygone  cherché  est  tout  entier  dans  ce  plan.  On  le 
voit  par  la  construction  du  sommet  i.  IMais  la  proposi- 
tion est  évidente  a  priori  ;  car,  si  le  polygone  était 
gauche,  chaque  coté  traverserait  le  plan  des  milieux,  et 
un  nombre  impair  d'intersections  empêcherait  la  fex'uie- 
ture  du  polygone. 

Si,  au  lieu  de  prendre  les  masses  m  alternativement 
positives  et  négatives,  on  les  prenait  toutes  positives, 
elles  s'ajouteraient  pour  donner  une  résultante  égale 
à  7im,  appliquée  eu  un  point  y,  centre  des  moyennes 
distances  des  milieux  des  côtés  du  polygone  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  centre  des  moyennes  distances  de  tous 
les  sommets.  Pour  obtenir  ce  point  y,  il  suffira  de  com- 
poser  les   mêmes    forces    parallèles ,  égales    à et 

h 5  que  nous  avons  considérées  tout  à  l'heure,  mais 

(mies  dirigeant  toutes  deux  dans  le  même  sens,  au  lieu 
de  les  diriger  l'une    en   sens   contraire  de  l'autre.  La 

force  — ^^  est  appliquée  au  point  G,  la  force •  au 

point  G'.  Le  point  d'application  y  delà  résultante  s'ob- 
tiendra en  partageant  GG'  dans  le  rapport  inverse  des 
composantes,  ce  qui  donne  la  proportion 

G  Y  _  n  —  I 

G' Y  71  -+-  I 


(   ->o.    ) 
On  a  de  inùiiu-,  puiscjiie  le  soiuiiirl  i  csl  h;  poiiild  ap- 
plication do  la  rcsullanlc  des  mêmes  forces  dirigées  en 
sens  dilléieiits, 


Dont 


9l  -  'L^Zl 
G'  1        rt  -1-  I 

9j.  -  9i 

G'i   ~  G'i 


de  sorte  que  le  sommet  i  et  le  point  -r  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  points  G  et  G';  et  l'on  a 
ce  tliéoj'ème  : 

Dans  tout,  poljgone  fermé,  plan  ou  gauche,  d'un 
nombre  impair  des  côtés,  le  sommet  i  est  conjugué  har- 
monique du  centre  de  gravité  de  tous  les  sommets  (ou 
de  tous  les  milieux  des  côtés)  pur  rapport  aux  centres 
de  gravité  des  deux  groupes  de  points  /especti^ement 
formés  par  les  milieux  des  côtés  de  rang  impaii',  et 
par  les  milieux  des  côtés  de  rang  pair. 

Chacun  des  sommets  du  polygone  peut  d'ailleurs  être 
regardé  comme  le  sommet  n°  i,  en  changeant  le  numé- 
rotage. Dans  chacune  de  ces  hypothèses,  le  centre  de 
gravité  général  y  reste  fixe;  la  droite  qui  joint  au  point  y 
un  sommet  du  polygone  contient  les  centres  de  gravité, 
G  et  G',  des  deux  groupes  de  milieux,  les  milieux  im- 
pairs et  les  milieux  pairs,  et  la  droite  mobile  GG'  est 
divisée,  au  point  fixe  y  et  au   sommet,  dans  le  rapport 

constant •   On   eu  déduit    que    le  rapport  - —  est 

1    >  I  1  ï  Gr' 

aussi  constant,  et  égal  a  ;.  et  que  Je  rapport  \ —  est 

égal  à Donc  : 

°  Il  —  I 

Les  centres  de  gravité  partiels  G  et  G'  des  masses 
-h  m  et  —  m  ^alternativement  placées  aux  milieux  des 
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calés ^  sont  les  soiiuneLs  de  deux  polj  gones  honiothé- 
t.iques  au  polygone  donné  ;  le  centre  de  similitude  est 
le  point  y,  centre  de  gravité  général  des  vinsses  pj'ises 
toutes  positivement,  et  placées  soit  au  milieu  des  côtés, 
soit  aux  sommets  ',  les  rapports  de  similitude  sont  res- 

respectiveniejit  et :  enfin  la  sindlitude  est  di- 

'^  /i  -t-  I       n  —  \         ' 

recte  pour  le  polygone  des  points  G,  inverse  })our   le 

polygone  des  points  G'. 

On  pourrait  dire  aussi  : 

Le  centre  de  gravité  des  milieux  des  côtés  de  rang 
impair,  i,  3,  5,  .  .  .  ^n  coïncide  avec  le  centre  de  gra- 
vité des  milieux  des  côtés  de  rang  pair^  2,4^6,  .  .  . , 
//  —  1 ,  composés  avec  le  sommet   i . 

Les  propriétés  des  centres  de  gravité  s'étendent  aisé- 
ment, d'après  les  mêmes  considérations,  à  la  géométrie 
des  polygones. 

Prenons  par  exemple  un  point  P,  arbitraire,  et  joi- 
gnons-le à  tous  les  milieux  i,  2,  3,  .  .  .,  «  des  côtés 
d'un  polygone  donné,  d'un  nombre  impair  de  côtés. 
Pour  distinguer  les  milieux  des  sommets  de  même  nu- 
méro, nous  donnerons  aux  milieux  des  numéros  accen- 
tués. Ils  seront  donc  représentés  par  les  numéros  i',  2', 
3',  .  .  . ,  n' .  Cela  posé,  nous  pouvons  regarder  les  droites 
de  jonction  Pi',  P2',  ...,  P«'  comme  représentant 
autant  de  forces  en  grandeur  et  en  direction.  Les  pro- 
positions qu'on  vient  d'établir  juontrent  que  la  résultante 
des  n  forces 

Pi',     —  Pa',     P3',     —  P4',     ...,     —  P(«— i)',     +P/i', 

parmi  lesquelles  les  forces  dirigées  vers  les  milieux  pairs 
sont  changées  de  sens,  est  égale  à  la  force  Pi,  repré- 
sentée par  la  ligne  de  jonction  du  point  P  au  sommet  i . 
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J^a  Jéinoiislralion  directe  de  celle  proposition  est  très 
facile. 

De  même,  appli(|uons  au  système  des  masses  -H  ni 
ot  —  /w  le  ihéorèiue  sur  la  somme  du  produit  des 
masses  par  les  carrés  des  distances  à  un  point,  ou  sur  le 
moment  d'inerlie  polaire  :  il  viendra  l'équation  fonda- 
mentale 

pT'  —  P^'"  +  pi''  —  pT''  -+-••• — P(«  — i/  -f-  P  «'^ 
=  II''  —  12''  -+-  i3'"—  14''  -f-.  . .—  i(/i  —  i)'  +  I  «'  +  P  I  . 

Nous  pouvons  appliquer  cette  équation  en  prenant 
successivement  pour  sommet  i  chaque  sommet  du  po- 
lygone. Appelons 

A,     B,     G,     ....     E 

les  sommets  successifs,  et 

a,     b,     c,     ....     e 

les  milieux  des  côtés 

AB,     BC,     CD,     ....     EA. 

Appliquons  le  théorème  en  prenant  d'abord  pour 
sommet  i  le  sommet  A,  puis  le  sommet  B,  puis  le 
sommet  C,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  sommet  E.  Il  viendra 
la  série  de  n  équations 

Va  -  V~b  -+-'Pc'  —  Vd  +...-+-  Pe" 

—  2      —  2      —  2      —  2  —  2      —  2 

=  ka  —  kb  -f-Ac  —  \d  -t-...-l-Ae  -H P A  , 

P6^— Pc^-f-Pf/V +  Pa" 

=  B6"  —  Bc  V  Bd^ -^Va  ^  Pb\ 

¥e'—  p7/-4-P6'^ 4-  Vcl' 

=  Ëê'  — Ëâ"-^E6'V ^Ed  ^VE\ 
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Faisons  la  somme,  membre  à  membre,  de  ces  ii  équa- 
tions. 

Ou  trouvera  dans  le  premier  membre  de  l'équaliou 
résultante  — '■ —  fois  chaque    terme  Va  avec  le  signe  -f-, 

et  fois  avec  le  signe  — 5  le  résultat  final  est  donc 

simplement  le  terme  Va  saus  aucun  coefficient,  et,  pour 
les  ti  termes  analogues,  on  trouve  en  définitive 

PaVpïVPcV...^  Pë'=SPâ', 

pour  le  premier  membre  de  l'équation  finale. 

Le  second  membre  contiendra  des  termes  de  diverses 
espèces  : 

1"  On  a  d'abord  la  somme 

PÂ"  -4-PB'  +  ...-t-  PË'=  ilPÂ" 

des  carrés  des  distances  du  point  P  aux  n  sommets; 
2"  On  a  ensuite  les  sommes 

des  carrés  des  moitiés  des  côtés,  qui  sont  égales  respecti- 
vement à 

et  qui  donnent  par  leur  ensemble  la  moitié  de  la  somme 
des  carrés  des  côtés,  ou  ^  S  AB   5 

Z^  Tous  les  autres  termes  enfin,  pris  les  uns  positive- 
ment, les  autres  négativement,  peuvent  être  réunis  dans 
une  même  somme.  Posons 

S=      Â6'— Âc^  + -)-Â^" 

—  2      —  2  —  2 
+  Bc  — Bf/  + —  Be 

—  2  — 2 
-4-G^  — —  Ga 

+ 

-+-Ë«"  — Ë6'-4-Ëc'— 
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CcLLo  soiuinc  S  est  la  somme  algél)iiquc  des  carrés  des 
dislances  de  chaque  sommet  aux  milieux  des  côtés  (jui 
n'aboutissent  pas  à  ce  sommet,  ces  carrés  étant  pris  al- 
ternativement avec  le  signe  -+-  et  le  signe  — ,  suivant 
que  la  différence  des  numéros  du  sommet  et  des  milieux 
considérés  est  impaire  ou  paire. 

On  a  donc,  en  définitive,  l'équation 

(i)  SP^'=  SPÂ'-i-iSÂB'  — S. 

Mais,  dans  chaque  triangle  PAB,  où  a  est  le  milieu 
de  AB,  on  a 

relation  qui,  appli(juée  successivement  à  tous  les  côtés, 
donne,  en  faisant  la  somme  et  en  divisant  par  2, 

PÂ^-F  PbV  PCV...^  PË^=      Pa^-i-PôV..  .+ Pe 

-l-Aa'-(-B6'-!-...-4-Ee 
ou  bien 

(2)  spÂ'=sPrt'-i-i2:ÂB\ 

Ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (1)  et  (2), 
il  vient,  après  réduction, 

3SÂB— S  =  o 

♦ 

ou  bien 

S  =  fSÂB\ 

et  Ton  a  ce  théorème  : 

Dans  tout  polygone  fer  nié  d'un  nombre  impair  de 
côtés,  la  somme  algébrique  des  carrés  des  distances 
des  milieux  de  chaque  côté  aux  sommets  non  contigus, 
ces  carrés  étant  pris  alternatix'ement  avec  le  signe  -f-  et 
le  signe  —  à  partir  du  côté  le  j)lus  voisin  de  chaque 
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niilieu  considéré,   est  égale   (lua:   -  de  la  somme   des 
carrés  des  côtés. 

On  en  déduit  comme  corollaires  les  propositions  sui- 
vantes : 

Dans  tout  polygone  régulier  d'un  nombre  impair 
de  côtés,  la  somme  algébrique  des  carrés  des  distances 
du  milieu  d'un  côté  à  tous  les  sommets  non  contigus, 
ces  carrés  étant  pris  altern ativenient  auec  le  signe  -f- 
et  le  signe  — ,  est  les  |  du  carré  du  côté; 

Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  mé- 
dianes est  les  j  de  la  somme  des  carrés  des  côtés. 

Second  cas  :   n  pair. 

Soit  en  second  lieu  un  polygone  fermé  d'un  nombre 
pair  n  de  côtés.  Prenons  à  part  les  milieux  des  côtés  de 
rang  impair,  i,  3,  5,  .  .  . ,  n  —  i ,  puis  les  milieux  des 
côtés  de  rang  pair,  ?.,  4,  (3,  .  .  . ,  n.  Ces  deux  groupes  de 

points  en  contiennent  un  même  nombre  —  ?  et  pour  que 

le  centre  de  gravité  général  des  masses  -{-m  et  — m 
soit  indéterminé,  il  faut  et  il  suffît  que  le  centre  de  gra- 
vité G  du  groupe  des  niasses  positives  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  du  groupe  des  masses  négatives;  le 
point  G  esl  en  outre  le  centre  de  gravité  de  tous  les  mi- 
lieux ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  tous  les  sommets. 
On  arrive  donc  à  ce  théorème  : 

Dans  tout  polygone  fermé,  plan  ou  gauche,  d 'un 
nombre  pair  de  côtés,  le  centre  des  moyennes  distances 
des  milieux  des  côtés  de  rang  pair  coïncide  avec  le 
centre  des  moyennes  distances  des  milieux  des  côtés  de 
rang  inipuii'  et  avec  le  centre  des  moyennes  distances 
de  tous  les  sommets. 


(  ^«7  ) 
Ccl  l'iioncé  généralise  le   ihéorèmc  relalirau  quadri- 
latère : 

Dans  tout  (fiiadrilalère  plan  ou  gauche,  les  milieux 
des  cales  successijs  sont  les  sommets  cl' un  parallélo- 
gramme, ce  qui  revient  à  dire  que  les  droites  qui  joi- 
gaeut  respectivement  les  milieux  des  côtés  opposés  se 
coupent  muluellement  en  deux  parties  égales. 

Si  Ton  donne  les  n  milieux  des  côtés  d'un  polygone, 
le  nombre  n  étant  pair,  et  qu'on  demande  de  construire 
le  polygone,  en  prenant  ces  milieux  dans  un  ordre  dé- 
terminé, il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible, 
qu'en  prenant  ces  milieux  de  deux  en  deux,  les  centres 
de  gravité  des  deux  groupes  de  points  que  l'on  obtient 
coïncident.  Quand  cette  condition  est  rem[)lie,  on  peut 
construire  le  polygone  d'une  infinité  de  manièies,  en 
partant  d'un  sommet  i  arbitrairement  clioisi.  S'il  en  est 
autrement,  il  n'y  a  pas  de  solution  possible. 

Prenons  un  point  P  quelconque  dans  l'espace.  Si  l'on 
joint  ce  point  aux  milieux  des  côtés  i,  2,  .  .  , ,  /z,  et  que 
l'on  considère  les  lignes  de  jonction  comme  représentant 
des  forces  en  grandeur  et  en  direction,  on  reconnaît  sur 
le  cliamp  que  V  ensejnble  des  forces,  agissant  alternati- 
vement dans  le  sens  de  la  droite  de  jonction  et  en  sens 
contraire,  c'est-à-dire  des  forces 

Pi.     — Pa.     P3,     —  P4,      ..-,     P(«  — x),     —Vn, 

se  J'ai t  équilibre;  en  d'autres  termes,  les  deux  groupes 

de  forces 

Pi,     P3,     P5,     ....     P(/i  — i), 
et 

P2,     P4,     P6,     ...,     P/i, 

o/it  la  même  résultante. 

Appliquons  aux  systèmes  des  masses  m  et  — tu  le 
théorème  sur  la  somme  des  carrés  des  distances.  11  vient 
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d'abord,  en  considérant  à  part  les  niasses  positives  ou 
impaires, 


Pi  +P3  +  P5  -^...^  P(  «  — I) 


=  Gi  -f-G3  -^...  — G(/i  — i) +PG  ; 
on  aura  de  même,  en  prenant  les  masses  négatives  ou 


—  •? 


P2'+P4  +PG  -+-...-f-Prt  =  Ga  4-G4  -+-...-^G{n)  -i- PG  . 
Si  l'on  retranche  ces  deux  équations,  il  vient 


Pi   —Pi  —P3  -P4  -4-...+ P(7i  — I)  —Pn 


=  Gi  — G-^  -I-G3  — G4  -^...-^G(/i  — ij  —Gn  , 

équation  dont  le  second  membre  est  indépendant  de  la 
position  du  point  P.  Par  conséquent  : 

Dans  toiU  poljgone  fei'iiié,  plan  ou  gauche,  d'un 
nombie  pair  de  côtés,  la  somme  algébrique  des  carrés 
des  distances  d' un  point  P  quelconque  aux  milieux  des 
côtés,  les  carrés  étant  pris  alternativement  avec  le 
signe  +  et  le  signe  — ,  est  constante,  quel  que  soit  le 
point  P. 

Cette  proposition  résulte  imnnkliatement  de  la  re- 
marque suivante  :  le  point  P,  quel  qu'il  soit,  peut  être 
regardé  comme  le  centre  de  gravité  du  système  indilïé- 
rent  formé  par  les  masses  -f-  m  et  —  ///,  placées  alterna- 
tivement au  milieu  des  côtés. 

Si  le  polygone  donné  est  régulier,  la  somme 

gT  —  Gâ"  + . . . 


est  identiquement  nulle;  il  en  est  donc  de  même  de  la 
e 

p7^— PâV..  . -r-  P ( /i  —  I )'  —  P7t"; 


somme  égale 
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de  soilc  que  la  soiiinu;  (1(!S  carrés  des  (li.slanc(!S  d'un 
point  V  (|iu'U<)M(|n{!  an\  milieux  iuipairs  est  la  même 
que  la  somme  des  carrés  des  dislances  du  point  P  aux 
milieux  pairs,  et,  comme  les  milieux  des  côtés  d'un  po- 
lygone régulier  sont  les  somuiets  d'un  polygone  réguliei' 
semblable  au  premier,  ou  peut  dire  aussi  cpie  la  somme 
des  carres  des  di'itances  du  point  P  aux  soi/imets  de 
rang  pair  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  pair 
de  côtés  est  égale  à  la  somme  /les  carres  des  distances 
du  point  P  aux  sommets  de  rang  pair. 

Généralisation  du  théorème  fondamental. 

Soit  ABCD  ...  F  un  polygone  plan  ou  gauclie,  d'un 
nombre  pair  décotes.  Prenons  sur  le  côté  Alî  un  point  a 
arbitraire,   puis  sur  le   côté  BC  un  point   A,  tel  que  le 

B6      .      ,     ,  B«     T 

rapport  r—-  soit  égal   au    rapport  ^p  ;  de  même  prenons 

r-i  ix  •  1         1  .     G  c        G  6 

sur  (^U    un   point    c  tel    (pion    ait   -^  =  5-^  ?  puis   un 

j  i-vT^      1        '  .    Df/        De  •      •    1 

point  a  sur  JJh,  tel  qu  on  ait  jr-p,  =  -—^ ,  et  ainsi  de  suite, 

en  renversant,  à  chaque  fois  qu'on  passe  d'un  côté  au 
suivant,  l'ordre  des  segments  homologues  tout  en  en 
conservant  le  rapport.  Cela  revient  à  dire  que  les  droites 
r«Z>,  bc,  cd.,  •  •  '  ■,  qui  joignent  les  points  de  jonction 
consécutifs,  sont  parallèles  respeclivement  aux  diago- 
nales AC,  BD,  DE,  ...   du  polygone. 

Si  l'on  appelle  k  le  rapport  -rrr^  on  aura 


Ba          Bb        De 
AB  ""'       Bc  ~  GD 

De 
""  DE  ~ 

\a                 Cb        Ce 
AB  ~  '  ~  BG  ~  GD  ^" 

Kf 

■  ~  FA 

F/ 
FÂ' 


Cela  posé,  si  l'on  applitpie  une  mass<'  -f-  m  aux  points 


(  3'«  ) 

a^c^  e^  .  .  . ,  do  deux  eu  deux  côtés,  et  uue  niasse  — ui 
aux  poiuts  h,d,  .  .  .,  /",  ou  pourra  décomposer  chaque 
masse  m  appliquée  à  un  côté  AB  en  deux  niasses,  l'une 
appliquée  en  A  et  égale  à  (i  —  k)m,  l'autre  en  B,  (;t 
égale  à  kni-^  et  chaque  masse  — nt  appliquée  à  un 
côté  BC  en  deux  niasses,  l'une  appliquée  en  B  et  égale 
à  —  Avn,  l'autre  eu  C  et  égale  à  — ((  —  k)/}i.  L'en- 
semble de  ces  masses  pour  tout  le  polygone  donnera 
zéro  à  tous  les  sommets;  et,  par  conséquent,  le  centre 
de  gravité  des  points  «,  c,  e,  ...  coïncide  avec  le  centre 
de  gravité  des  points  A,  6?,  ...,  f. 

Pour  le  quadrilatère,  par  exemple,  les  dioites  «c,  bel 
se  coupent  inutuellement  en  deux  parties  égales,  quelle 
que  soit  la  valeur  du  rapport  A  qui  délînit  la  position 
des  points. 

La  même  généralisation  peut  s'appliquer  aux  po- 
lygones qui  ont  un  nombre  impair  de  côtés,  mais  alors 
la  construction  des  points  <-/,  b,  c,  .  .  .,y^doit  s'arrêter 
dès  (jUGu  a  atteint  le  dernier  côté  du  polygone  donné. 
Dans  ces  conditions,  les  niasses  -+- ni  aux  points  a, 
c,  ...,/,  et  —  ni  aux  points  b,  d,  ...  amènent,  quand 
on  les  décompose  eu  niasses  appliquées  aux  sommets, 
une  masse  unique  égale  à  +  /«,  appliquée  au  premier 
sommet  A  ;  de  sorte  que  le  sommet  A  est  en  ligne  droite 
avec  le  centre  de  gravité  g  des  points  «,  c,  ...,/,  et  le 
centre  de  gravité  ^' des  points  Z»,  r/,  ...,  et  la  distance  A ^ 

est  égale  à  — ; — gg' ,  n  étant  le  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone. 

Cette  remarque  permet  de  construire  un  polygone 
de  n  côtés  {n  étant  impair),  si  l'on  donne  les  n  points  «, 
b,  c^  .  .  . ,  /"qui  partagent  les  côtés  dans  un  même  rap- 
port, en  renversant  l'ordre  des  segments  pour  chaque 
côté  successif. 


(  5"  ) 


LES  LIGMS  «ARYCE\TRIQLES; 

Pau  m.  E.  GESARO. 


1.  Appelons  harycentvi(iiie  d'une  courbe  (M)  le  lieu 
des  centres  de  gravité  des  arcs  de  la  courbe,  comptés  à 
partir  d'un  point  fixe.  En  faisant  varier  l'origine  des 
arcs,  on  obtient,  pour  une  même  ligne,  une  infinité  de 
barycen triques.  Supposons  d'abord  que  la  ligne  (M)  soit 
plane,  et  considérons  une  barycentrique  déterminée  (G). 
Si  X  et  j^  sont  les  coordonnées  du  barycentre  G,  relati- 
vement à  la  tangente  et  à  la  normale  à  (M),  en  !\I,  on  a. 
d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  l'article  Sur  les  lignes  de 
poursuite,  et  en  adoptant  les  notations  de  l'article  Sur 
V emploi  des  coordonnées  intj^ijisèques, 

ds  s  ds  s  ' 

car  le  point  G  poursuit  constamment  M,  avec  une  vi- 
tesse c|ui  est  à  celle  de  M  comme  la  distance  MG  est  au 
cliemin  parcouru  par  M.  Par  conséquent, 

d{sx)  _  sy  d(sy)  __        sx 

ds  p        '  '  ds  p 

Outre  le  centre  de  gravité,  il  v  a  une  double  infinité  de 
points,  dont  les  coordonnées  vérifient  ces  relations  :  ils 
constituent  le  système  de  poursuite  barycentrique  ou, 
plus  simplement,  le  système  barycentrique  dont  (M)  est 
la  ligne  fondamentale. 

2.  Soit  P  un  point  du  système,  et  désignons  par  a,  p 
ses  coordonnées.  Les  coordonnées  d'un  autre  point  Q 


(  5i2  ) 
pourront  prendre  la  forme 

X  =  OL ->;- u  cosM,         j' =  p -i-  «  sin  co, 

où  l'on  doit  chercher  à  déterminer  u  et  to,  de  manièi-e 
à  satisfaire  aux  conditions  (2).  On  trouve 

d{sii)  dio  I 

ds  '  ds  p 

La  dernière  égalité  montre  que  la  direction  PQ  est  inva- 
riable, et  la  première  nous  dit  que  la  distance  PQ  varie 
en  raison  inverse  de  s.  Il  en  résulte  que  le  système  ba- 
rycentrique  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  en  se 
rétrécissant  toujours,  de  manière  que  les  distances  mu- 
tuelles de  ses  points  varient  en  raison  inverse  du  chemin 
décrit  par  M  sur  la  ligne  fondamentale.  L'ensemble  des 
trajectoires  de  tous  les  points  du  système  sera  appelé 
faisceau  baiycefjlrif/ue  de  la  ligne  (JM),  relativement  à 
l'origine  des  arcs.  Par  exemple,  les  faisceaux  baiycen- 
triques  d'une  droite  D  sont  les  faisceaux  de  droites,  qui 
ont  leurs  centres  sur  D  et  sont  superposés  une  infinité 
de  fois  à  eux-mêmes. 

3.  La  clothoïde  est  une  ligne  plane,  dont  la  courbure 
varie  proportionnellement  à  l'arc.  En  coordonnées  in- 
trinsèques, son  équation  est  donc  p.v  =  r/-.  Cela  étant, 
voyons  s'il  est  possible  de  déterminer  une  ligne  dont  les 
centimes  de  courbure  fassent  partie  du  système  baryccn- 
trique.  Pour  que  les  conditions  (2)  soient  remplies 
lorsque  x  =  o,j)=p,  il  iaut  et  il  suffit  que  le  produit  p5 
soit  constant.  Donc  la  développée  de  la  clolJioïde  ap- 
parlient  au  faisceau  harycentrique  de  cette  ligne,  re- 
latif au  point  de  nulle  courbure  O.  Cela  nous  permet 
de  déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  arc  O.M  de 
clothoïde.  Soient,   en  effet,  G  le  centre  de  gravité  et  C 


(  rx.i  ) 

le  cenlrc  de  courbure  au  point  INl.  jNous  savons  que  la 
droite  CG  si;  déplace  parallèlement  à  elle-même  :  elle 
est  donc  parallèle  à  la  normale  à  la  courbe,  menée  par 
O;  car,  en  ce  point,  (j  se  confond  avec  O.  Par  cette  rai- 
son même,  dans  la  position  initiale,  la  distance  CG,  bien 
(ju'inlinie,  est  certainement  exprimée  par  p  :  elle  sera 
donc  toujours  mesTirée  par  p,  puisqu'elle  doit  varier  en 
raison  inverse  de  l'are.  En  d'autres  termes,  G  est  constam- 
ment situé  sur  la  circonférence  osculatrice.  Conséquem- 
ment,  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  clothoïde, 
compté  à  partir  du  point  de  nulle  courbure  O  jusqiî à 
un  point  quelcomjue  M,  est  un  point  de  la  circonférence 
osculatrice  en  JM  à  la  courbe,  situé  sur  le  diamètre  pej- 
pendiculaire  à  la  tangente  en  O.  On  démontre  aussi 
très  lacilement  que  la  distance  GM,  comptée  sur  la  cir- 
conférence osculatrice,  est  la  moitié  de  l'arc  de  clo- 
thoïde OM. 

4.  La  clothoïde  s'étend  sans  singularités  depuis  le 
point  de  nulle  courbure  et  s'enroule  autour  d'un  point 
asymptotique  à  courbure  inlinie,  centre  de  gravité  de 
toute  la  courbe  et  centre  du  faisceau  barycentrique.  La 
barycentrique  de  la  clothoïde,  au  contraire,  admet  une 
infinité  de  points  de  rebroussement,  situés  sur  la  clo- 
thoïde :  chacun  d'eux  jouit  de  la  propriété  d'être  simul- 
tanément extrémité  et  barycentre  d'un  arc  de  clothoïde, 
dont  l'autre  extrémité  est  toujours  le  point  de  nulle 
courbure.  A  partir  de  ce  point,  les  rebroussements  de 
la  barycentrique  se  succèdent  de  plus  en  plus  fréquem- 
ment et  partagent  la  courbe  en  une  infinité  de  boucles, 
dont  les  longueurs  vont  en  diminuant  comme  les  termes 
de  la  série  i ,  \Ji  —  i ,  y/3  —  y/a,  y/4  —  y/3,  ....  La  clo- 
thoïde est  douée  d'un  grand  nombre  d'autres  propriétés 
intéressantes.  Citons-en  une  :  Si  une  clothoïde,  de  pa- 

Ann.  dit  Maihérnai.,  3*^  série,  t.  V.  (iNovembre  1886.)  -50 


(  5i-1  ) 
rainèue  rï,  esL  appliquée,  par  simple  torsion,  sur  une 
sphère  de  rayon  «,  sa  torsion  varie  comme  la.  courbure 
de  la  développée  d'une  chainette  d'égale  résistance. 
Nous  devons  rappeler  ici  que  la  chaînette  d  égale  ré- 
sistance, étudiée  par  M.  E.  CoUignon,  est  représentée 
par  l'équation 


f(i. 


de  sorte  qu'elle  est  caractérisée  par  la  propriété  sui- 
vante :  Si  une  chaînette  d'égale  résistance  roule  sur 
une  droite,  le  centre  de  courbure  correspondant  au 
point  de  contact  décrit  une  chainette  ordinaire,  qui  ad- 
met pour  directrice  la  droite  considérée.  On  sait,  en 
outre,  que  la  voûte  sans  surcharge,  proposée  par 
Yvon  Yillarceau,  s'obtient  en  renversant  une  chaî- 
nette d'égale  résistance.  Enfin,  il  est  évident  que,  lors- 
qu'une clothoïde  roule  sur  une  droite,  le  centre  de 
courbure,  correspondant  au  point  de  contact,  reste  sur 
une  hjperhole  équilatère,  asyniptotique  à  la  droite  con- 
sidérée. 

o.  On  distingue  aisément  le  centre  de  gravité,  dans 
la  double  infinité  des  points  satisfaisant  à  (2).  Il  suffit 
d'intégrer  ces  équations,  en  supposant  .r  =  0,^  =  0, 
pour  5  =  0.  La  question  se  ramène  immédiatement  ;i 
l'intégration  de  l'équation 

d(sz) 

p  — -, \-  isz  -^  os  =z  o. 

'as  ' 

OÙ 

z  ^=  X  -\-  iy,         i-  -1-1  =  0. 

Si  l'on  fait  sz  égal  au  produit  de  deux  fonctions,  dont 
on  dispose  convenablement,  on  trouve,  en  intégrant  et 
en  supposant   z  =  o   povir  5  =  0,  une  équation  qui  se 


(  5i j  ) 


(Ictlonblc  ru 

(  3  )         -^  =  ç  cnsO  —  T,  «in  0.         j>'  =  —  ;  sin  0  -+-  r,  cosO, 


ou  1  (in  a  nosc 


.'o      P   ' 

(4)  '    —  ■«;  =   /     ^cosOrf.v, 

'  «'n 

—  «r,  =   /     5  «inO  (/5 

•   0 

Si,  par  exemple,  os  =  a-^  les  équations  (4)  donnent 
d'abord 

0  =  -^  ,  ;  =  —  ?  sin  0,  r,  =  —  c  (  /  —  cos  0  )  ; 

puis,  par  substitution  dans  (3), 

3"  =  —  p  sin  6.        y  =z  -^Al  ■ —  cos  1  ). 
ce  qui  confirme  b's  propriétés  énoncées  précédemment. 

6.  Quand  on  a  trouvé,  au  moyen  des  formules  (3), 
les  valeurs  de  x  et  7^  en  fonction  de  s,  on  obtient,  en 
éliminant  cette  variable,  l'équation  de  la  ligne  que  le 
centre  de  gravité  semble  décrire  par  rapport  aux  axes 
mobiles.  Mais,  si  l'on  veut  connaître  la  trajectoire  ab- 
solue du  centre  de  gravité,  dans  le  plan  de  (M),  on  doit 
recourir  aux  formules  (i).  On  trouve  aisément  que  les 
coordonnées  intrinsèques  de  la  barjcentrique  clierchée 
sont  données  par  les  formules 

Ainsi,  dans  le  cas  de  la  cloilioïde,  on  a 

6  .    0 


fj  sin 

2 


0/6 
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Il  faudrait  éliminer  9  entre  ces  égalités  pour  obtenir 
l'équation  intrinsèque  demandée.  Si  l'on  veut  éviter  une 
intégration,  on  peut  dire  que  la  barycentrique  de  la  clo- 
thoïde,  relativement  au  point  de  nulle  courbure,  est  une 
développante  de  la  courbe  représentée  par  les  équations 
simultanées 

a  si n Ci                      «(acscoso  —  3  sincs) 
s=  -^,  p=  '■ '—— ^• 

2^v^  4ç*^v? 

7.  On  généralise  aisément  les  considérations  qui  pré- 
cèdent, en  supposant  que  la  ligne  (M)  soit  matéi'ialisée 
suivant  une  certaine  loi,  c'est-à-dire  que  chacun  de  ses 
éléments  soit  chargé  d'un  poids  g  ds,  où  fj  est  une  fonc- 
tion déterminée  de  s.  La  propriété  de  la  Lranslalion 
parallèle  du  système  de  poursuite  subsiste  toujours; 
mais  la  'variation  des  distances  mutuelles  des  points  du 
système  se  laisse  régir  par  d'autres  lois.  On  obtient,  en 
général, 

u  =  e   -'     ^  . 

En  particulier,  pour  tj  =  i,  on  voit  que  le  produit  su 
est  constant,  et  l'on  retrouve  ainsi  les  résultats  qui  pré- 

cèdent.  Si  r/  =  -,  le  point  G  est  appelé,  d'après  Steiner, 

barjcentre  de  courbure  de  l'arc  s.  Ce  point  est  très 
facile  à  construire  lorsqu'il  s'agit  des  courbes  définies 

par  l'équation  générale 

p  =  es". 

On  a,  pour  /«  =  i ,  la  spirale  logarithmique;  pour 
«= — I,  la  clothoïde;  pour  /z  =  o,  le  cercle;  pour 
n  =  r,,  la  déueloppafite  de  cercle;  etc.  Pour  toutes  ces 
courbes,  si  l'on  veut  avoir  le  barjcentre  de  courbure 
d'un  arc  compris  entre  l'origine  O  et  un  point  quel- 
conque M,  on  doit  chercher  d'abord  les  points  G,  D,  qui 
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correspoiideut  à  M  sur  la  développée  cl  sur  la  dévelop- 
pante de  (M)  :  Le  harycentie  de  courbure  de  l'arcOM 
est  l'intersection  des  perpendiculaires  abaissées  respec- 
tivement des  points  M,  C  sur  les  droites  OD,  OM.  En 
particulier,  tout  arc  de  spirale  logarilliniique,  ayant  une 
extrémité  au  pôle,  admet  ce  point  pour  barycentre  de 
courbure.  Enfin,  si  l'on  veut  que  (G)  soit  la  développée 
de  (M),  on  doit  prendre 


s  dz 
'7=  — 


ds 


Les  systèmes  de  poursuite,  relatifs  à  ce  cas  particulier, 
se  déplacent  parallèlement  à  eux-mêmes,  comme  cela 
arrive  en  général  5  mais  les  distances  mutuelles  de  leurs 
points  varient  proportionnellement  au  rayon  de  courbure 
de  la  trajectoire  fondamentale. 

8.   Pour  la  recherche  des  barycentriques  des  lignes  à 
double  courbure,  les  formules  fondamentales  sont 

ds  s  ds  s  ds  s  ' 

et,  par  suite,  on  a 

d{sx)        sz 


(6) 


ds      ~    p        '"' 
d{sy)  _  sz 

ds  r 

d(sz)  _       SX       sy 

ds      ~        p  r 


La  triple  infinité  de  points,  remplissant  ces  conditions, 
constitue  le  système  barycentrique  de  la  ligne  (M).  Si 
a,  [3,  Y  sont  les  coordonnées  de  l'un  de  ces  points,  les 
coordonnées  de  tout  autre  point  du  système  sont 

x=^'x.-\-\u,        y  = '^ -\~  IJ.U,         z  =  y-h-^u, 


(  '^«^  ) 

où  l'on  doit  déterminer  la  distanee  u  et  les  cosinus  di- 
recteurs ).,  p.,  V,  de  manière  que  les  équations  (6)  soient 
vérifiées.  Pour  cela,  il  faut  que  l'on  ait 

ds  p 

d(i}.su)        vsii 
ds  r 

d{'jsu)  Xsu        usa 

ds  p  r 

Ces  équations,  multipliées  respectivement  par  )wf«,  ^su, 
'^su,  et  additionnées,  montrent  que  le  produit  su  est 
constant.  Par  suite, 


d\    V  d\L  V  C?V  X  [JL 

ds         p  ds         r  ds  p 


—  ? 


c'est-à-dire  que  la  direction  (A,  [jl,  vj  est  invariable.  Le 
système  barycentrique  d'une  ligne  à  double  courbure  se 
transporte  donc  parallèlement  à  lui-même  dans  l'espace, 
pendant  que  les  distances  mutuelles  de  ses  points  varient 
en  raison  inveise  du  chemin  parcouru  par  le  point  M 
sur  la  trajectoire  fondamentale. 

9.  Enfin,  les  formules  (5)  permettent  de  calculer  les 
rayons  de  courbure  de  la  barycentrique,  en  fonction  des 
coordonnées  x,  j.,  z^  du  centre  de  gravité,  que  l'on  sup- 
pose connues;  car  il  est  facile  de  les  déterminer  au 
moyeu  des  équations  (6)  et  des  conditions  x  =  7  =  z  =  o 
pour  5  =  0.  On  a  d'abord 


(7)  So=  f 


5 


u^  =z  x--\- y-- 
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Ensuite  les  eosiiius  direcleui's  de  la  Laiigeiile  à  ((j)  sont 


—  — -        / —  _  z 

II'  ~       a 

On  en  déduit 


oa 

1-2  --   C2 

TCs 

XV 

OC 

Is  "^ 

xz 

ds 

U^         ' 

u-> 

En  élevant   au  carré  et  en  ajoutant,  on  obtient  sans 
peine,  comme  expression  du  premier  rayon  de  courbure, 

(8) 


s  \/y'^  -T-  z'^ 


En  outre,  les  dernières  formules  montrent  que  les  co- 
sinus directeurs  de  la  normale  principale  sont  donnés 
par  les  égalités 


ff  =  — 


u  \/y-^  -f-  z^  u  sjy^  M-  z"- 

et,  par  suite,  ceux  de  la  binormale  sont 

z  Y 

l  =  o,         m  = ==-  .  n  =  — —  • 

D'après  cela,  le  plan  osculateur  à  (G)  passe  par  la  tan- 
gente à  (M).  Enlin,  on  a  aussi 


5/               y 

ds           ?s/y'-\-z^ 

om            xy               y 

ds         j'-^~-'   p^y^^z^ 

on            xz               y 

c(s         y^-^z-^    p^^2h_^2 

et,  par  suite, 

le  rayon  de  torsion  est 

•0) 

/•,)  =  — '■ • 

(     0  20    ) 

Par  subslilution  de  x,  j^,  . .  . ,  en  fonction  de  s,  dans 
les  formules  (7),  (8),  (9),  et  par  élimination  de  \,  on 
parvient  aux  équations  intrinsèques  de  la  courbe  (G). 
D'ailleurs,  il  est  évident  que  les  formules  précédentes 
sont  applicables  à  toutes  les  courbes,  qui  appartiennent 
au  faisceau  barycentrique  de  la  trajectoire  considérée. 


EMELOPPES  DES  COTÉS  Wm  CARRÉ  IWARÎABIE  DO^T 
DEIX  SOUMETS  DÉCRIVENT  OEIJX  DROITES  RECTAXGU 
LAIRES; 


Par  m.  J.-B.  POMEY. 


Soient  Ojc,  Oj^deux  axes  rectangulaires,  et  ABCD  un 
carré  invariable  de  grandeur,  dont  le  côté  AB  =  a\  les 
sommets  A  et  B  glissent  sur  Ox  et  Oj.  On  demande 
l'enveloppe  de  AB  et  celle  de  BG. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires 
en  A  et  B  aux  axes.  Ce  point  est  le  centre  instantané  de 
rotation.  Ses  projections  M,  N,  P,  Q  sur  les  côtés  du 
carré  sont  les  points  où  ces  côtés  touchent  leurs  enve- 
loppes. 

Les  points  A  et  B  décrivant  des  droites  Ox,  Oj^,  le 
centre  géométrique  des  accélérations  est  situé  en  O,  et 
cela  permet  de  construire  le  rayon  de  courbure  des  enve- 
loppes. 

Remarque.  —  Les  points  C  et  D  décrivent  des  épi- 
cycloïdes,  car  le  lieu  du  centre  instantané  de  rotation 
est,  dans  le  plan  xOj^  le  cercle  x-  -j-j  -^  a-,  et,  dans 
le  plan  variable,  c'est  le  cercle  décrit  sur  AB  comme 
diamètre,  de  sorte  que  le  mouvement  du  carré  est  celui 
qui  lui  serait  imprimé  par  un  engrenage  de  La  Hire,  par 


(    -^21     ) 

le  roulement  dans  un  cercle  dr.  rayon  a  iVun  cerile  de 
rayon  moitié  (  -  )• 

Désignons  par  x,j  les  segments  OA,  OB  inlcrceplés 

sur  les  axes  par  la  droite  variaLle  AB,  on  aura,  pour 

équation  de  AB, 

X        Y 

1 :=  I. 

En  différentiant  cette  équation  et  l'équation 

on  obtient 

Xdx       ydy  _ 


d'où  l'on  tire 


,         X  dx  -hydy  =  o; 


2^      Y 

/3 


Extrayant  les  racines  cubiques,  employant  la  lormule 


a 


?    V^^'-^r- 


et  élevant  à  la  puissance  |,  on  obtient  aisément 

X»  -i-  Y3  =  a\ 

pour  équation  du  lieu  du  point  M. 

Si  l'on  pose  2a  =  b  et  qu'on  remarque  que  le  seg- 
ment A'B'  intercepté  sur  NQ  par  les  axes  est  égal  à  ^, 
on  obtient  pour  enveloppe  de  NQ 

2  11 

Le  lieu  du  point  N  est  une  trajectoire  orthogonale  des 
droites  A'B',  Posant  cette  fois  x  =  OA',  j  =  OB',  on  a 
pour  équation  de  A'B' 

X       Y 

1 —  =1 

X       y 


(  5.2  ) 

avec 

x'^-+-  y-  =:  b'^. 

Si  X,  Y  sont  les  coordonnées  d'un  point  qui  déciil 
une  de  ces  Irajectoiies  orthogonales,  nous  aurons 

^  _  rf X  _  y/Jx-^  +  ^/Y-^ 
X  y^  b 

i.                I          I    ,          X  Y  .,.,,,. 

Portant  -  et  -  dans h  —  =  i,  il  vient  1  etiualion 

X       y  X         y  ^  ^ 

différentielle  suivante  : 

b\' 


X-l-  YY': 


v/i  -H  Y'2 

Il  s'agit  de  l'intégrer.  Ou  l'intègre  par  diflércnliation 

eu  posant 

Y'=  tanga. 

Ce  cliaugetnent  de  variable  donne 

X  -t-  Y  tanga  =  b  sin  a. 

Différentiant,  il  vient 

(1% 

dX  +  dY  tanga  +  Y  =  b  cosa  dot.. 

cos-  a 

On  a  d'ailleurs 

f/ Y  =  tanga  <3?X, 
d'où 

(i)  Y  =  6cosa  —  Xcota, 

et  .substituant  dans  l'équation  précédente,  on  obtient 
l'équation  différentielle  linéaire 

c/X       „  cos  a       ,  .   „ 

-^ X  —. —  -f-  o  cos  a  sm^  a  =  o. 

«a  sina 

Intégrant,  il  vient 

X  =  sina(G  —  asin^a)         ("ia  =  b); 
d'où,  en  remplaçant  X  par   son  expression   en  y.  dans 


(  523  ) 
1  équation  (i), 

T  =  cosa(6  —  C-Hrtsin^a)         (2«  =  6). 

X,  Y  sont  ainsi  exprimés  en  fonction  du  paramètre  a. 
Pour  C  =  a,  il  vient 

X  =  a  sina  eus- a,         Y  =  a  cosa(i  -+-  sin^a). 

Si  je  prends  OBA  :^  a  et  que  je  clierclie  directement 
les  coordonnées  du  point  N  comme  projection  de  E 
sur  BC,  j'obtiens  précisément  ces  formules. 

Pour  éliminer  a,  j(;  pose  sina  =r:  ii,  et,  au  moyen  des 
équations  transformées, 

X  Y  

(2)  -^U(l  —  U^),  -    =   k/l—  M2(i_i_if2) 

an 

je  tonne  — -,^^ ?  il  vient 

Xï-f- Y2 

(3)  3u^—u —--h  1=0. 

«  X 

Et  d'ailleurs  la  première  des  équations  (2)  est 

(4)  11^ —  U-h  —  =  o. 

Je  multiplie  (3)  par  — u,  (4)  par  +  3,  j'ajoute  et  j'ai 

X^-i-  Y-  3X 

(  5 )  u^  ^ — ^7 4  î«  H — -  =0. 

'  aX  a 

J'élimine  u  entre  (3)  et  (5),  d'après  la   formule   qui 

donne 

(ab' —  ba')  {bc' —  cb')  =  {ac' —  ca')- 

pour  résultant  de 

ax'^-^  bx -^- c  =  o,         cC X- -\- b' X -X- c' ^  ct. 


(     J2] 


J'ai  ainsi 

~ \     aX  a  ) 

ou,  cil  développant, 

(X-i+Y2)2(X2+Y2-«2)_yrx2-2Y2+/|y'l  =o. 

Il  en  résulte  une  courbe  de  la  forme  suivante  : 


La  courbe  a  quatre  points  de  rebroussenient  là  où  elle 
rencontre  sa  développée,  qui  est 


111 
X3  + ys  =  bi. 


La   valeur  de    l'angle   a  correspondant   ne   paraît   pas 

simple. 

La  courbe  a  la  forme  indiquée  à  l'origine  ;  car,  pour 

X-=  o,  il  vient 

Yi=o. 

Pour  compléter  cette  étude,  j'ajouterai  les  remarques 
suivantes  : 


(  ^^^5  ) 

Soit  F  li;  niilicii  do  OE  t!t.,  par  suilc,  le  niilicii  de  AH. 
Soit  ET  la  taiigcnlc  en  E  au  cercle  décrit,  i]r  ()  connue 

Fie-  2- 


y 

B 

\^T 

0 

A 

II 

X 

centre  avec  0E=  AB  =  a  comme  rayon.  Je  décris  sur 
FE  =  -  comme  diamètre  un  cercle  qui  touche  ET  en  E. 

On  a 

angleTEM  =  angleTEF  -h  angleFEM, 

angleFEM  =  angleFEB  —  angleBEM, 
et,  en  appelant  a  l'angle  EO  j:,  il  vient 

angleTEM  =  -  -+-  Fa—  (^^  —  a")!  =  aa; 

d'où,  en  appelant  H  le  point  où  Ox  est  coupé  par  le 
cercle  de  rayon  OE, 

arc  EH  =  arcEFM. 

Ainsi  le  point  M  décrit  une  liypocycloïde.  Il  est  tou- 
jours en  coïncidence  avec  le  point  décrivant  d'un  cercle 

de  rayon  -  tangent  intérieurement  à  un  cercle  de  rayon  a 

dans  lequel  il  roule,  si  ce  point  décrivant  part  de  H. 

Comme  on  a  MP  =  «,  on  voit  encore  que  l'enveloppe 
de  AB  et  celle  de  CD  sont  les  développantes  d'une  même 
développée  (courbes  parallèles).  L'enveloppe  de  CD  est 
aisée  à  construire  :  on  voit  géométriquement  qu'elle  a 
deux  points  doubles  et  deux  rcbroussements. 
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CliciTlions  le  rayon  de  courl)ure  en  M  de  l'enveloppe 


l'"ii:.  3. 


de  AB.  Les  coordonnées  du  point  M,  en  fonction  du  pa- 
ramètre vaiiable  EGA  =  a.  sont 


Car  on  a 


,r  =  a  cos''  3t,         y  =  a  sin^  a. 

X  =  pioj.BM  (sur  Ox), 
BM  =  proj.BE  (sur  BM), 
BE  =  proj.AB  (sur  BE), 

Fis.  4. 


. K/ 


«>l 


FX     A 


les  trois  droites  faisant  avec  leurs  projections  le   même 
ant;le  qui  est  1  angle  EGA  =:  a. 


(  ^^7  ) 

-T—  =^  —  ia  tus- 7.  sinot. 

— —  =       Jasin-acosa 
d'j. 


dx-  -!-  dy- 


(  —  I    =  R2  —  32  sii^î  -(  ons^  a, 


t/a2 

l{  (''laiil  le  rayon  de  cour])urc^  d'où 

R  =  3  ME. 

Soit  MG  =  3  ME  et  soit  K  le  point  de  OE  qni  se  pro- 
jette sur  iME  en  G.  On  a 

EK=EO  =  a         et         0K=2a. 

Dr  plus,  on  a 

an£rleKEG=  MEF=  2  a— -, 

2 

et.  dans  le  (u-rcle  déi  rit  snr  ER  eomme  diamètre, 

arc  KG  =  -  {  \'j.  —  -)=a(2a  —  -)• 

Soit  LOx  =y  •  On  a 

4 

arcKL  =  2«  (a-  -^  .=  a  (2a  -  ^), 

d'où 

arc  KG  =  arc  KL; 

donc  le  point  G,  centre  de  courbure  de  l'envelopjje 
de  AB,  est  entraîné  dans  uu  mouvement  liypocycloïdal 
par  un  cercle  de  rayon  a,  roulant  dans  un  cercle  de 
rayon  a.  a.  Le  point  décrivant  est  un  point  du  petit 
cercle  qui  coïncide  avec  le  point  de  contact  des  deux 
cercles  roulants  quand  ce  point  de  contact  vient  sur 
la   hissecti'ice  de  l'angle  rOx.   Donc,  par   rapport   aux 
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bissccLriccs  des  angles  des  axes,  l'équation  de  eette  dé- 
veloppée est 

2  2.  2 

C'est  le  même  lieu  que  celui  du  point  E  qu'on  aurait 
fait  tourner  de  45".  C'est  une  développante  de  cette 
courbe  que  le  côté  CD  a  pour  enveloppe.  Par  rapport 
aux  bissectrices  de  jOo:  prises  comme  axes,  on  aura 
donc  pour  équations  d'un  point  de  cette  enveloppe  de  CD 

X  =^  sina(C  —  2asin-a), 

y  =  cos a(  4 «  — ■  C  -h  'la  sin-  a  ), 

a  étant  un  nouveau  paranièlre,  C  une  constante  à  déter- 
miner. 

Par  rapport  aux  anciens  axes,  les  équations  du  lieu 
du  point  P  sont 

X  =  sin^  a  -+•  cos  a^  Y  =  cos'  a  -f-  sin  a, 

OU 

X  sin  a  -4-  Y  cos  ce  =  i-H  sin  a  cos  a, 

X  cos  a —  Y  sin  a  =  cos^a  —  sin^a. 

Mais  cela  suffit,  et  nous  n'essayerons  pas  d'éliminer  a. 

Toutefois  remarquons  que  le  premier  système  ré- 
solu en  X,  Y  s'obtient  directement  en  considérant  la 
position  du  point  P  obtenue  comme  projection  du  centre 
instantané  de  rotation  et  faisant  a  =  i  pour  plus  de  sim- 
plicité. Les  secondes  équations  s'en  déduisent  aisément. 
Et  il  est  à  noter  que  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  pre- 
mière par  rapport  à  a.  Si,  réciproquement,  on  avait  pris 
d'abord  l'équation  de  la  droite  CD  et  qu'on  eût  cherché 
son  enveloppe  parla  méthode  ordinaire,  c'est  le  deuxième 
système  que  l'on  eut  obtenu  d'abord. 

Si  l'on  cherche  quelle  est,  de  toutes  les  droites  passant 
par  le  point  iVI,  celle  pour  la(|uelle  le  segment  AB  inter- 
cepté par  les  axes  rectangulaires  Ox,  Oj^  (;st  un  minimum, 


(  >>:h)   ) 
la  solution  est  fournie  par  la  tangcnle  à  la  coui-hc'  appar- 
tenant à  la  famille  définie  par  l'écpiation 


■r 


pour  laquelle  a  varie,  qui  passe  par  le  point  _M  ;  el,  par 
suite,  si  X,  Y  sont  les  cooidonnées  de  ce  point,  la  gran- 
deur du  ininimuni  est 


1  2     3 


Gela  est  évident  si  l'on  observe  que  le  point  M  peut 
être  considéré  comme  le  point  de  rencontre  de  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  menées  par  ce  point  à  la 
courbe 


sur  laquelle  il  est  situé.  Or,  pour  cette  courbe,  les  seg- 
ments interceptés  par  les  axes  sur  les  tangentes  sont 
constannnent  égaux  entre  eux  et  leur  longueur  est  a. 
Donc  la  variation  de  longueur  du  segment  intercepté 
par  les  axes  sur  une  droite  pivotant  autour  de  M  tombe 
au  second  ordre  d'infiniment  petit  auprès  de  la  position 
de  la  tanarente  en  M  à  la  courbe 


qui  y  passe.  C'est  donc  pour  cette  position  qu'on  obtient 
le  minimum. 

Si  nous  considérons  maintenant  l'aire  balayée  par 
la  droite  AB  dans  son  mouvement,  nous  voyons  aisé- 
ment que,  tandis  que  le  segment  variable  AM,  compris 
entre  la  courbe 


et  l'axe  des  .r,  décrit  une  fois  l'aire  intérieure  S  de  l'hypo- 
cvdoïde,    le    second    segment    MB    la   décrit    Ini-mrine 

ytnn.  (Je   Mai/icrrifit..   3''  sorie,  t.   V   (  Novcnihri'   i8SG).  .r'j 


(  53o  ) 
aussi  une  fois,  de  sorte  que  Taire  totale  balayée  par  la 
droite  AB  est  2  S.  Or  l'aire  élémentaire  balayée  par  AB 


«■-  d'x    ,^ 
est iJonc 


-f 


271 


J^27l 
'      Ja  =  27:  (car  AB  tourne  de  2-)^  donc 
0 


2  T.  a-        I 
i  2 


L'aire  de  l'enveloppe  de  BG  se  trouve  aussi  aisément, 

car  on  a 

BN  =  a  sina  cosa; 

d'où,  pour  l'aire, 

'        -  liN   <r/a  —    /         —  sin-acos^a  <^x 

/,27r  q  p'hTl  c, 

—  sin2  2ar/a=-    /        —  sin^S  f/3 

J/,471: 
r  ^ 
0   I 


«2   I  —  COS9, 3      ^^  __  T.  a-  _  7: «2 
[6  -2  '  8  vs-^ 


SIR  l^E  F0XCT10\  Ol'î  A  IXE  LîGÎVE  D'IXFLMS; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


On  considère  souvent  en  ^Analyse  et  l'on  rencontre 
dans  la  théorie  du  potentiel  des  fonctions  qui  sont  dis- 
continues le  long  de  lignes. 

Je  me  propose  de  former  ici,  a  priori,  une  fonction 
qui  a  une  ligne  d'infinis. 

A  cet  effet,  soit  w  une  variable  imaginaire.  J'envisage 


la  série  double  doiil  le  t(!Mno  géiiéi'al  est 


{X  -,-  wj)-^+- 


X  et  y  devant  prendre  toutes  les  valeurs  entières  posi- 
tives et  négatives,  et  a  étant  un  nombre  réel  positif. 

Je  vais  montrer  d  abord  que,  si  to  est  imaginaire,  la 
série  est  convergente. 

Les  points  ([ui  sont  les  afFixes  des  quantités  imagi- 
naires a.  ■+-  (.0  Y  sont  les  sommets  d'un  léseau  de  paral- 
lélogrammes dont  les  côtés  sont  i  et  co. 

Si  /•  représente  la  distance  de  l'origine  à  l'un  quel- 
conque de  ces  sommets  (l'origine  étant  naturellement 
exclue  du  nombre  de  ces  sommets),  la  série  des  modules 
pourra  être  désignée  par 


Je  dis  qu'elle  est  convergente. 
Soient  : 

A  un  des  parallélogrammes  5 
S  sa  surface  ; 

(It  un  élément  de  son  aire; 
u  la  distance  de  l'origine  à  di-^ 

r  la  distance  de  l'origine  au  sommet  de  A,  qui  eu  est  le 
plus  éloigné. 

On  aura,  en  étendant  l'intégration  <à  tous  les  éléments 
c/t  de  A, 

/■-^  >  —    fcl. 


Cela  posé,  nous  pouvons  négliger,  dans  la  série 


1 


illélograninies  A 
nombre  fini  qui  ne  sont  pas  coniplèlenient  extérieurs  à 
un  cercle  de  rayon  R,  dont  le  centre  est  à  l'origine. 
Alors  la  divergence  ou  la  convergence  de  la  série  ne 
pouvant  être  altérée  par  cette  suppression,  et  le  signe  de 
sommation  ne  se  rapportant  qu'à  des  sommets  exté- 
rieurs à  ce  cercle,  j'aurai 


l'intégrale  est  prise  ici  à  l'intérieur  de  tous  les  parallé- 
logrammes qui  sont  tout  à  fait  extérieurs  au  cercle  R,  et 
l'on  aura,  a  fortiori, 


si  l'on  étend  en  plus  l'intégrale  aux  portions  extérieures 
au  cercle  R  des  parallélogrammes  que  ce  cercle  coupe, 
de  manière  que  dès  lors  l'intégrale  est  étendue  à  toute 
la  portion  du  plan  extérieure  au  cercle  R, 

L'intégrale  peut  se  calculer  aisément  en  prenant  pour 
élément  d'aire  l'aire  compiise  entre  deux  cercles  décrits 
de  l'origine  comme  centre  avec  u  et  a  -h  du  pour  rayon 

On  a  ainsi 


Donc  on  a 


du    _        "2  ''^  /    '  \  *°  _    ^  "^ 


■^      I  l     9.7: 
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Si  donc  cj  est  imaginaire,  la  série  en  queslion  est  con- 
vergente. 

Mais,  si  to  est  réel,  S  est  nul,  et  le  raisonnement  pré- 
cédent tombe  en  défaut.  IJe  plus,  x  -f-  mj  s'annule,  si  co 
est  eommensurable,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  xet 
de  7  ,  la  série  diverge  alors  comme  ayant  une  infinité  de 
termes  infinis,  parce  que  leurs  dénominateurs  sont  nvils. 
Et,  si  10  est  incommensurable,  un  raisonnement  direct 
connu,  ou  un  résultat  tiré  de  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues,   nous    apprend    que    x -{- toy    peut   être    rendu 

moindre  que  -  pour  des  valeurs  convenables  infiniment 

grandes  de  x  et  de  j '^  la  série  diverge  donc  encore, 
comme  ayant  un  nombre  infini  de  termes  infiniment 
grands.  iSotre  série  double  a  donc  bien  une  ligne  d'in- 
finis qui  est  l'axe  des  quantités  réelles. 


^OTE  SIR  L'IXTÉGRALE  f  ^,l\yi  > 

Par  m.  Victor  de  STRÉKALOF. 


Pour  trouver  l'intégrale   /  - —  "_.  ,  ?  M.  J.-B.  Pomey 

propose  (dans  les  Nouvelles  annales,  3^  série,  t.  IV, 
p.  193)  un  procédé  particulier  qui,  étant  entièrement 
artificiel,  nous  semble  outre  cela,  pour  le  but,  excessive- 
mentlong.  Cependant,  l'intégrale  dont  il  s'agit  se  trouve 
simplement  et  brièvement  de  la  manière  suivante  : 
En  posant  z  =  tango,  on  aura 


(  534  ) 
et,  par  conséquent. 

Or 


d'où 
Donc 


/  cos^ç»  do  =  f  coso  d{^\no)  =  sintp  coso  -^  /  sin^çp  do 
=  sin  o  cos  o  -f-  «p  — ■  /  cos^  o  do  ; 


2/  cos-cp  do  =  sin'p  cosç  -i-  cp  -i-const. 

r       dz               z^- 
ï   I -— r  = -f-  arc  tansr^  -f-  const. 


mn  SIR  LA  DEYÎATI0\  DA\S  LELLJPSE; 

Par  m.  IMaurice  d'OGAGNE. 


Les  variations  de  l'élément  que  nous  avons  appelé  la 
dévintioïi  en  un  point  d'une  ellipse  peuvent  être  étu- 
diées par  un  procédé  tout  élémentaire  qui,  outre  l'avan- 
tage de  parler  très  clairement  à  l'esprit,  a  celui  d'éviter 
l'emploi  d'une  différentiation  pour  la  recherche  du 
maximum.  Voici  quel  est  ce  procédé  : 

La  formule  (i)  de  notre  Note  peut  s'écrire 

^  (a  —  b")  sinao 

(1  )  tango  =  '  '  - 


a-v-  b  —  (a —  b)  cosacp 


Portons  sur  une  droite  les  segments  OA  =  ia, 
0B  =  2^,  et  sur  AB  comme  diamètre  décrivons  un 
cercle,  dont  C  est  le  centre.  Nous  avons  OC  =  a  +  Z>, 
BC  =  a  —  h.  Si  donc  nous  prenons  sur  la  circonférence 

du  cercle  C  le  point  M  tel  que  MCB  =  acs,  nous  avons, 
en  abaissant  de  M  sur  OA  la  perpendiculaire  MP,  et  en 
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joignant  le  point  M  au  point  O, 

.AIP  =  («  —  6)  sinao,         PC  —  (a—  b)  cosao, 

tan-MOP  =  -=—  = j '- — - — ^ =  tanso, 

OF        a  —  b  —  {a  —  6jcosao  ° 

donc 

iilOP  =  0. 

Cette  construction,  bien  simple,  permet  de  suivre 
avec  une  extrême  facilité  les  variations  de  o  répondant 
aux  variations  de  's,. 

Le  maximum  de  o  est  évidemment  donné  par  le 
point  31,,  tel  que  0!M(  soit  tangente  au  cercle  C.  Pour 
ce  point,  on  a,  CM,  étant  perpendiculaire  à  O.M,, 

.    ,        CMi       a  —  b 

sinoi=  -  --  = j. 

OC        a  —  b 

C'est  la  formule  (3")  de  notre  Aote,  obtenue  ici  sans 
calcul. 

On  voit,  en  outre,  que  la  déviation  maxima  est  cotii 
pléme/itaire  du  double  de  l'anomalie  excenti'ique  cor- 
respondante. 


NOTE  SIR  LA  THEOUiE  DES  SERIES; 

Par  m.  E.  CAHEX, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  à  l'École  de  Cluny. 


Dans  une  série  à  termes  positifs  zfo,  «i  i  •  •  •  i  "/o  sup- 
posons que  -^^^1   lorsque  ii  croit  indéfiniment,   tende 

vers  I  par  valeurs  inférieures  à  i . 

Duhamel  a  donné  un  procédé  pour  décider  de  la  con- 
vergence ou  de  la  divergence  d'une  telle  série  :  on  pose 

-Jl—l  =r  — ,  et  l'on  cherche  la  limite  de  n'j.,f 
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Si  celle  Hmiie  est  ^  i,  la  série  est  convergente; 

Si  celte  limite  est  <^  i,  la  série  est  divergente; 

Si  celte  limite  est  =  i,  la  règle  de  Duhamel  ne  s'ap- 
plique pas. 

\oici,  dans  ce  cas,  une  règle  qui  complète  celle  de 
Duliamel. 

On  pose  n-3.,i=  i  +  ^„  ;  ^^  a  pour  limite  o,  et  l'on 
cherche  la  limite  de  n^^n-  Si  cette  limite  est  différente 
de  -h  ce,  la  série  est  divergente. 

Soient,  en  ellét,  /  celte  limite  et  k  un  nombre  ^ /. 
On  aura,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  w, 

n'^n<  k,         d'où         p„<  -• 


Par  suite 

k 

i-^^n 

OU 

?i  a^j  <  n- 

n 

et 

^  l 

k 

^n 

~~"  n 

-^«^' 

De  là  on  tire 

\ 

I 

I 

n-a^ 

k' 

n        n- 

a  fortiori 

r 

I 

1 

-^x„         ^_ 

I 
n 

k        A-2 
n'^        ri" 

H... 

ou 

Un 

I  -+- 

r 
1 

<'-i) 

c'est-à-dire 

««-t-I 

. 

n  —  X: 

n  —  k  -^  ï 
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Si   l'on    considère   la    série   dont    le    terme    général 

,  cette  série  est,  comme  on  sait,  divergente. 


"'~  n  —  k'  "'  "" •^"'^' ^ 

Donc,  puisque      ''"^'  ^  -7-"'  l^série  «0?  "!•>  ••••.  «/o 
est  aussi  divergente. 


Premier  exemple.  —  Supposons  que  le  rapport 


Un 

se  mette  sous  la  forme  d'une  fraction  rationnelle  en  n, 
telle  qu(! 

ii.i    ~  n'  —  A  n"' -1  —  B  n'-'^  -r- . . .  ' 

expression  qui  tend  vers  i  lorsque  n  croit  indéfiniment. 
On  a,  par  un  calcul  facile, 


n'- 

^  An>-i  — Bn>— 2  — ... 

n'- 

(X 

-f-  arif-^  —  bn'-'-  — . . . 

—  a)n>^-i  -^(\i  —  b  )n}'-2 ^ . . . 

(A 

n>>  -1-  an)-^  —  bn'-^  -^ .  .  . 
—  a)  n>  —  (  B  —  6 )  «'•-•  — . .  .  . 

//a,^  tend  vers  A  —  a. 

La  règle  de  Duhamel  montre  que  ; 
Si  A  —  rt  ^  I ,  la  série  est  convergente  ; 
Si  A  —  «  <<  I ,  la  série  est  divergente  -, 
Si  A  —  rt  =  I ,  on  a 

_  f  B  — 6)ra>--i  — ... 


(B  — è)n>. 


n3„ 


7).— 


La  limite  de  «  j3«  est  B  —  b.  Donc  la  série  est  diver- 
gente. Cette  règle  est  de  Gauss. 

Second  exemple.  —  Soit  la  série  dont  le  terme  gé- 
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néral  est 

Un-hi  =  (.2  —  v/t')  (2  —  {'e).  .  .{i  —  '^e), 

ce  terme  général  tend  vers  o.  En  ellet,  on  a 

n 
Donc 

n 
le  terme  général  est  donc 

<(-O(-0-(-i^  -  <i 

il  tend  vers  o. 

Le  rapport  —!Lïl  r=z  2  —  \  e,  il  tend  vers  i; 

*  «/- 

\/<?  —  I 


I  = 


2  —  '\/e  2  —  y/e 

I      f 
n\\J e —  t)  '     \  .•>.  ?i 


Il         1.2  «■- 


2  ^  \  e 

ni-n  tend  vers  15 

II  3    I 

„    1 . 2  «       "  '  '  1  11 


III  I 

n        i.i  11^       '  '  '  n 

3 

7lp„=    • 1 


«ij„  tend  vers  -•  Donc  la  série  est  diveriiente. 
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CIKCOMÉKEXCE  TA^r.E\TE  A  TROIS  CIRCO^FÉKE^CES 
ET  SPHÈRE  TA\«E\TE  A  QUATRE  SPHÈRES; 

Par  m.  a.  A. 


I.  Soient  A,  B,  C  les  trois  circonférences  données; 
considérons  les  sphères  dont  ces  circonférences  sont  les 
grands  cercles. 

Soit  ii  une  sphère  tangente  à  ces  trois  sphères;  trans- 
formons la  ligure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  \e  pôle 
étant  un  point  quelconque  de  l'axe  radical  et  la  puissance 
étant  la  puissance  elle-mèuie  du  pôle  par  rapport  aux 
trois  sphères. 

Q  se  transforme  suivant  une  sphère  0'  tangente  aux 
trois  sphères  données  et  les  nouveaux  points  de  contact 
sont  les  transformés  des  anciens. 

Donc,  étant  donnée  une  sphère  particulière  tangente 
aux  trois  sphères,  nous  pourrons  en  trouver  une  infinité 
par  cette  transformation.  Comme  sphère  particulière 
nous  prendrons  un  plan  tangent  aux  sphères,  plan  que 
nous  pouvons  construire  facilement,  car  sa  trace  sur  le 
plan  des  trois  centres  est  un  axe  de  similitude. des  cir- 
conférences données  A,  B,  C. 

De  tout  ce  qui  précède  nous  déduisons  que  : 

Les  points  de  contact  d' une  sc/ie  de  sphères  tangentes 
à  trois  sphères  sont  respecti'^enient  sur  trois  plans 
passant  par  l'axe  radical  et  par  la  polaire,  jyar  rapport 
à  chacune  des  sphères,  d'un  axe  de  sinalitude  des 
circojiférences  sections  des  sphères  par  le  plan  des  trois 
centres. 
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D'où  la  conslruction  de  Gergoniie  pour  la  solution  de 
notre  premier  problème  : 

Déter minez  le  centre  radicale  et  un  axe  de  similitude 
des  trois  circonférences  A,  B,C-,  prenez,  par  rapport 
à  chacune  d  elles,  les  pôles  /;,  q^  r  de  cet  axe  ;  les  droi- 
tes Sp,  S<7,  S/'  rencontrent  respectivement  A,  B,  C  aux 
points  de  contact  cherchés.  t 

II.  Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  sphères  données. 
Appliquant  la  remarque  ci-dessus  à  trois  de  ces  splières, 
on  trouve  immédiatement  que  les  points  de  contact  de  la 
sphère  demandée  sont  sur  quatre  droites  issues  du  centre 
radical  et  passant  par  les  points  d'intersection  des  polaires, 
par  rapport  à  chaque  sphère,  des  axes  de  similitude 
des  sphères  prises  trois  à  trois  (^ces  points  sont  précisé- 
ment les  pôles  des  plans  de  similitude^ . 

D'où  la  construction  suivante  : 

Déterminez  le  centre  radical  S  et  un  plan  de  simili- 
tude des  quatre  sphères  A,  B,  C,  D  ;  prenez,  par  rapport 
à  chacune  d'elles,  les  pôles  p^  q  ^  r,  t  de  ce  plan  ;  les  droi- 
tes Sp,  Se/,  S/',  St  rencontrent  respectivement  A ^  B,  C, 
D  aux  points  de  contact  cherchés. 

Comme  il  y  a  huit  plans  de  similitude,  il  y  a  en  tout 
seize  solutions. 

Il  y  a  analogie  complète  entre  les  deux  constructions. 


BIBLIOGRAPIUË. 


Cours  DE  (jrÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE  DE  L  'EcOLK   PoLYTECH- 

jviQUE,  comprenant  les  Eléments  de  la  Géométrie  ciné- 
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matique;  par  M.  A.  Mannheim,  colonel  d'Artillerie, 
professeuf  à  l'Iù-ole  Polytechnique.  Deuxième  édition, 
i-evue  et  augmentée.  Paris.  Gautliier-^'iliars,  1886. 
Gr.  in-B",  avec  206  iigures  dans  le  texte.  Prix  :   17'"". 

AVERTISSEMENT   DE   l'aUTEUH. 

Depuis  la  première  Edition  de  cet  Ouvrage,  j'ai  publié  en 
1882,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  deux 
articles  (i)  relatifs  à  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive. 

J'ai  proposé  d'introduire  dans  les  Eléments  les  procédés  pra- 
tiques employés  par  les  Ingénieurs  :  les  plans  de  projection, 
et  par  suite  la  ligne  de  terre,  n'interviennent  que  par  leurs  di- 
rections. Ce  système  a  été  immédiatement  adopté  dans  plu- 
sieurs lycées  de  Paris,  en  Russie,  en  Belgique,  en  Portugal,  etc., 
et  je  l'ai  naturellement  suivi  dans  cette  nouvelle  Édition. 

Le  plan  général  de  mon  Cours  ressort  clairement  de  la 
Table  des  matières.  La  Géométrie  cinématique  {^)  est  exposée 
en  plusieurs  Parties  donnant  lieu  chacune  à  un  certain  nombre 
d'applications.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'après  avoir  étudié 

(')  Ces  articles  ont  été  réunis  dans  une  brochure  intitulée  :  Premiers 
éléments  de  la  Géométrie  descriptive.  Cette  brochure  a  été  traduite 
en  lanijue  russe  par  M.  le  professeur  Liguine,  de  l'Université  d'Odessa. 

(^)  Lorsqu'à  paru  la  première  Édition  de  cet  Ouvrage,  M.  Resal  a 
inséré  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  une 
Note  sur  les  différentes  branches  de  la  Cinématique,  dont  je  ci- 
terai ce  passage  :  «  M.  .Mannheim,  par  rie  nomlii'cuses  et  intéres- 
»  santés  applications,  a  montré  que  l'emploi  des  propositions  élé- 
»  mentaires  de  la  Géométrie  cinématique  constitue  une  méthode 
»  nouvelle  d'une  véritable  originalité. 

»  La  Géométrie  cinématique  de  ^f.  JMannlicim  n'est  pas  simple- 
»  ment  la  partie  géométrique  de  la  Cinématique  telle  qu'on  l'étudiait 
»  jusqu'ici.  Elle  considère  en  outre  les  figures  mobiles  de  formes 
»  variables,  comprend  aussi  la  recherche  des  propriétés  relatives  aux 
I'  figures  de  forme  invariable  pour  lesquelles  le  déplacement  n'est  pas 
»  absolument  défini. . .. 

»  Comme  dans  cette  courte  Note  je  n'ai  eu  pour  objet  que  de  fixer 
->  quelques  définitions,  je  n'insiste  pas  sur  la  valeur  du  Livre  de 
>i  M.  Mannheim.  Qu'il  me  soit  pourtant  permis  de  dire  que,  à  mon 
»  point  de  vue,  ce  beau  Travail  établit  un  point  de  repère  important 
»    dans  l'histoire  de  la  Scienrc    » 
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le  déplacement  d'un  plan  dans  l'espace,  j'arrive  à  construire  la 
normale  à  la  surface  de  l'onde  et,  par  suite,  je  trouve  les  points 
coniques   et   les   plans  tangents   singuliers  de  cette  surface. 

On  doit  remarquer  que  j'ai  conservé  à  la  Géométrie  ciné- 
matique le  rôle  prépondérant  que  je  lui  avais  donné  et  qui 
m'avait  permis,  avantage  très  précieux,  d'apporter  Vunité  de 
méthode  dans  les  démonstrations . 

Cette  Edition  contient  de  nouvelles  applications  de  Géomé- 
trie cinématique  extraites,  comme  presque  tous  les  Supplé- 
ments, de  mes  travaux  personnels;  elle  renferme  en  outre  des 
modifications  nombreuses  et  d'importantes  additions. 

Ainsi,  j'ai  ajouté  l'étude  du  conoïde  de  Pliicker,  cette  sur- 
face du  troisième  ordre  si  utile  dans  la  théorie  des  déplace- 
ments d'une  figure  assujettie  à  quatre  conditions;  j'ai  introduit 
dans  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  le  point  que  j'ai 
appelé  point  représentatif  d'un  élément  de  surface  réglée, 
dont  le  premier  j'ai  fait  usage,  et  qui  m'a  permis  d'exposer  très 
simplement  cette  théorie.  Etc. 

Comme  on  le  voit  par  le  titre  de  mon  Cours,  les  leçons 
proprement  dites  comprennent  les  Eléments  de  la  Géométrie 
cinématique;  mais  ce  Livre,  dans  son  ensemble,  peut  tenir 
lieu  d^un  Ouvrage  spécial  de  Géométrie  cinématique,  grâce  à 
ses  nombreux  Suppléments  et  aux  indications  bibliographiques 
qui  sont  données  lorsque  les  questions  traitées,  ou  à  étudier, 
auraient  exigé  trop  de  développements. 

Théorie  des  équatiojvs  et  des  jwéquatioks  du  puemier 

ET    DU    SECOND   DECRÉ  A    UNE    IKCOKINUE,     à    l'ilSagC    des 

aspirants  au  baccalauréat  ès  sciences  et  au  baccalau- 
réat de  l'Enseiguenient  spécial,  des  candidats  aux 
Ecoles  du  Gouvernement  et  des  élèves  des  Ecoles 
normales;  par  M.  A.  Tart.inville,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  agrégé  des  Sciences  nia- 
lliématiques,  Professeur  au  lycée  Saint-Louis.  Paris, 
librairie  du  Journal  de  Mathémaiiq aes  cléinentaires; 
1886'.  Grand  in-4*'  de  21 4  pages.  Prix  :  3'^'',5o. 

En  parcourant  cet  Ouvrage,  on  voit  que  le  principal  but  de 
l'Auteur  a  été  d'amener  fjraduellement  l'élève  à  la   discussion 
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complète  dos  problèmes  du  second  dci^ré.  Toulcs  les  difficiillrs 
que  l'on  peut  rencontrer  ont  été  prévues  et  de  nombreuses 
applications,  choisies  avec  soin,  facilitent  l'intelligence  des  mé- 
thodes. Quoique  l'yVuteur  n'ait  pas  la  prétention  d'avoir  fait 
partout  du  nouveau,  cependant  certains  Chapitres  lui  sont 
propres.  Citons,  notamment,  le  Chapitre  sur  la  comparaison 
(les  racines  de  deiiT  équations  du  second  de  gré,  non  résolues. 

Théorie  et  cokstuuc.tioxN  de  e'appakeil  hki.icoïmai,  des 
ARCHES  BIAISES',  par  Julcs  de  la  Qournerie,  rédigées 
par  M.  Ernest  Lebon.  Texte  et  planches.  Paris, 
Gautliier-Villars  ;  .  886.  Prix  :  V'. 

Cet  important  travail,  destiné  à  former  un  Supplément  au 
Traité  de  Stéréotomie  de  Leroy,  est  la  rédaction  du  Cours 
sur  les  Arches  biaises  hélicoïdales,  professé  par  Jules  de  la  Qour- 
nerie à  l'École  Polytechnique  et  au  Conservatoire  des  Arts  et 
Métiers.  M.  Ernest  Lebon,  d'après  le  désir  exprimé  par  M.  de 
la  Gournerie,  a  rédigé  les  idées  émises  par  ce  savant,  et  a 
composé  les  figures  de  deux  belles  Planches  qui  accompagnent 
l'Ouvrage.  On  sait  que  I\L  E.  Lebon  a  été  remplaçant  de  M.  .1. 
de  la  Gournerie  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  et  qu'il 
y  a  enseigné  la  théorie  et  la  construction  des  arches  biaises. 
Dans  l'Ouvrage  que  M.  Gauthier-Villars  vient  d'éditer  avec 
luxe,  rien  de  ce  qui  est  nécessaire  à  l'appareilleur  n'a  été  omis, 
et  la  partie  théorique  est  développée  avec  des  démonstrations 
simples;  les  épures  sont  dessinées  à  une  grande  échelle,  avec 
netteté  et  clarté,  et  contiennent  tous  les  détails  pratiques.  Les 
tracés  sont  ceux  qu'ont  adoptés  les  ingénieurs  les  plus  autorisés, 
et  les  noms  de  leurs  auteurs  sont  toujours  cités. 

Pour  donner  une»idée  de  la  valeur  de  cet  Ouvrage,  nous 
indiquons  ses  principales  divisions  :  Principe  de  la  direction 
des  pressions.  —  Théorie  de  l'appareil  hélicoïdal.  —  Appareil 
hélicoïdal  exact,  tracé  de  l'épure,  taille  par  équarrissement  et 
taille  directe.  — Appareil  hélicoïdal  simplifié,  tracé  de  l'épure 
et  taille. 

Elementi  t)i  Geometiua  projettiva,   di   G. -F.  Monte- 
verde,  professore  stiaoïdinario  nella  T\.  Univer.sità  di 
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(ieiiova.  Texte  et  figures.  Gènes,  L.  Beuf;  1886.  Prix  : 
10  francs. 

Cet  Ouvrage,  destiné  à  la  jeunesse  des  écoles,  est  divisé  en 
trois  Livres. 

Danslepremier,rAuteur  expose  l'objet  de  la  Géométrie  projec- 
tive,  la  règle  des  signes,  les  formes  géométriques  fondamentales, 
le  principe  de  dualité,  la  théorie  du  rapport  anharmonique  et 
les  propriétés  du  quadrilatère  complet. 

Dans  le  deuxième,  l'Auteur  donne  les  propriétés  projectives 
des  figures  de  l'espace,  la  théorie  de  l'homographie  et  celle  de 
l'involution. 

Le  troisième  renferme  la  classification  des  coniques,  les  théo- 
rèmes généraux,  la  génération  et  la  construction  des  coniques 
satisfaisant  à  des  conditions  données,  la  théorie  des  quadriques, 
la  résolution  des  problèmes  qui  se  ramènent  au  second  degré. 
Les  deux  derniers  Chapitres  du  Livre  sont  relatifs  à  l'introduc- 
tion des  éléments  imaginaires. 

L'Ouvrage  est  facile  à  lire  et  l'exécution  typographique  en 
est  soignée;  on  peut  seulement  regretter  que  les  figures  aient 
été  réunies  dans  un  Atlas  séparé,  au  lieu  d'être  intercalées  dans 
le  texte. 
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RÉSOLITIOX',  E\  iXOMBRES  EA'TIERS  ET  SOIS  SA  FORME  LA 
PLUS  GÉNÉRALE,  DE  L'ÉQUATION  CIBIOIE,  IIOMOGÈXE,  A 
TROIS  INCONNUES  (M; 

Par  m.   DESBOVES. 


1.   Notations.  —  L'équation  générale  peut  s'écrire 

(I) 


+  /ZY2-f-  ^XZ-2-)-  AZX2-4-/rXY2-h  /YX2==  o  ; 


(x,  y,  z)  en  étant  une  solution  quelconque,  on  représen- 
tera le  résultat  de  la  substitution  de  x^y^  z  dans  son 
premier  membre  par  F(x,  ^  ,  z^  ou  plus  simplement  F; 
nous  poserons  aussi,  comme  Caucliy, 

d^_  dF_  r?^  _  , 

dx  "  "?'  f/j  "  /■'  dz  ^  '^^ 

De  plus,  si  l'on  remplace  dans  F,  cp,  y  et  6,  les  varia- 
bles X,  j'^  z  respectivement  :  i°  par  o,  h,  — y-,  2°  par 
—  '1^  o,  C3  ;  S'^pary,  — o,  o,  les  résultais  correspon- 
dants seront  représentés  par  F,,  cp,,  y,,  '!>,  ^  Fo,  'fo^  '/21 
<!>2  5  F3,  03,  ys,  'i>3.  On  pose  encore 


).  = 

I 

/d'-F 

,v- 

!-^  = 

\\ 

fd^'F 
V  dx^ 

J;2 

d^F     .        d^'F 


yvy  +   y- 

flfj'  <j?^  '-  '         dz- 

id^F     ,         rf2F 

est];  -j-   

fl?a7  dz  '  '         f/^- 


Cû- 


_         fZ2F  2(/iiF  r/2F     , 

■2  \  dx^  dx  dv   '  dy-    ' 


(•)  Cet  article  peut  être  considéré  comme  un  complément  du  Mé- 
moire de  Cauchy  sur  la  même  question  :  seulement,  pour  que  le 
sujet  fût  complètement  traité,  j'ai  reproduit  deux  systèmes  de  for- 
mules trouvées  par  l'illustre  géomètre,  mais  en  simplifiant  les 
démonstrations. 

y/rt«.  de  Machémat .,  3*"  série,  t.  V.  (Décembre  1886.)  oO 
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2.   Nous  allons  d'abord,  comme  le  fait  Cauchy,   ré- 
soudre le  problème  suivant  : 

ProblIlme  I.  —  Connaissant  une  première  solution 
(jc,  j,  z)  de  l'équation  (i),  trouver  des  formules  qui 
fassent  connaître  une  seconde  solution  (X,  1 ,  Z). 

0,  w,  (',  t  étant  des  variables  quelconques,  on  pose 

(2)         ^  —  xçi  ^  u,  Y=7p-i-(-',  Z  =  zp-^t. 

Alors,  si  Ton  substitue  dans  l'équation  (i)  pour  X,\  ,Z 
les  expressions  précédentes  et  que  l'on  développe  le 
premier  membre,  d'après  le  théorème  de  Taylor,  en 
considérant  u,  v^  t  comme  les  accroissements,  on  a 

i/f/F  ^F  rfF    \(2) 

1  \  dx  dy  dz    j 

ou,  comme  (x,  y^  z)  est  une  solution  de  l'équation  (1), 

^    '  ''■  I  /^F  6/F  rfF    \(2) 

«-!--,- t- -t- -t;  /  1      p-i- F(m,  i',  ^)  =  0. 


l  2  \(r/j7  dy       '     flfx 

On  peut  réduire  l'équation  précédente  à  une  équation 
du  premier  degré  en  p  en  égalant  à  zéro  le  coeflicient 
de  0-,  ce  qui  permet  d'exprimer  l'une  des  variables  u^  v^  t 
en  fonction  des  deux  autres  5  mais  le  calcul  peut  être 
simplifié  en  réduisant  les  trois  variables  à  deux  seule- 
ment, comme  je  l'ai  fait  pour  les  équations  du  second 
degré  (  '  ).  Supposons,  par  exemple,  m  =  o  :  alors  l'équa- 


(')  Voyez  le  Mémoire  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  (3'  série, 
t.  III,  i884). 


(  ^4-  ) 

liuii  (,5)  devient 

^,,     /r/F  f/F    \    ^       \  fdV  f/r    \(2' 

(4)     (^-.-^-/jp.+  -^_.4--^/)     p^-F(o,.,0  =  o. 

Oi',  en  égalant  à  zéro  le  coeftieient  de  p-  dans  l'é(|ua- 
tion  précédente,  puis  la  résolvant  par  rapport  à  p, 
on  a 

dy  F(o,  (\  t^ 


dF     '  '  i  /dF  dF 

dx 


■2  \dj  '         dz    ) 


et,  en  remplaçant  dans  la  seconde  des  équations  précé- 
dentes t.  par  sa  valeur  tirée  de  la  première,  si  Ion  se 
sert  des  notations  (1),  on  obtient 


<;F, 


I       (dy  dy  d^     \ 


ou  encore 

pF, 

Si  l'on  substitue  maintenant  cette  valeur  de  o  dans  les 
formules  (2)  où  l'on  a  fait  u^=  o,  il  vient 

(5)  X  =  ^Fj,         Y  =  rF,  — 'i-À,         Z^^Fi-^yÀ. 

Si  l'on  fait  ensuite  successivement  ç"  =^  o  et  i  =  o  dans 
les  formules  (2),  on  aura  deux  systèmes  de  formules  qui 
donneront  les  mêmes  solutions  que  le  premier^  ce  sont 
les  suivantes  : 

(6)  X  =  .rFo^'i;jL.         Y  =  >'F2,  Z=cFo  — -^;jl; 

(7)  X  =  ^F3-7.v,  Y=jF:,-cpv,         Z^^F.,. 

Remarque  I.  —  On  a  les  identités 


.ro, 


(8)  ■^?2-+-JZ 


Z'Jn 


X'. 


3+r7;■»^-  :;63: 
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Ru  edet,  j:,  j,  z  élant  trois  variables  quelconques  et 
»,  v^  t   trois  autres  variables    remplaçant,    respective- 
ment, dans  F,  x,  y^  z,  on  a  identiquement 


dF  dF  dF        \   IdF  dF 

du  dv  dt         1  \ax  dy 


dF    \(2) 


Or,  si  dans  cette  identité  on  remplace  u^  t',  t  respecti- 

dF          dF  ,  •'        j        ' 

vement  par  0,-^7? ^)  on  a  Ja  première  des  éga- 
lités (8)  ;  les  deux  autres  se  démontrent  de  même.  On 
peut  donc  dans  les  formules  (5),  (6)  et  (7)  remplacer  )., 
[JL,  V  par  les  premiers  membres  des  équations  (8).  On 
obtient  ainsi  les  formules  de  Cauchy,  telles  qu'il  les  a 
données  5  mais^  comme  on  le  verra  par  la  suite,  la  forme 
que  nous  avons  adoptée  est  préférable. 

Remarque  II.  —  (x,  y,  z)  étant  une  première  solu- 
tion de  l'équation  (i),  une  seconde  solution  (X,  Y,  Z) 
satisfait  à  l'équation 

■^^  dx~^       dy    '        dz 

En  effet,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  des  équa- 

,    ,  .  dJF    dF     dF     .,     . 

tions(2),  respectivement  par -J-) -^>  —r:-,  il  vient 


dF           dF       ^dF 

dx            dy    '        dz 

1     dF           dF           dF\              dF 

-\''Tx^y^y-^'i[zY'^''-d-x-^ 

dF 

dF 

dy 

-'Tz 

Or  le  premier  terme  du  second  membre  est  nul  à  cause 
de  l'homogénéité  de  F,  et  le  second  ternie  est  aussi  nul 
parce  que  le  coefficient  de  p-  dans  l'équation  (3)  est 
égal  à  zéro,  que  l'une  des  variables  zf,  v,  L  soit  ou  non 


égale  à  zéro. 


3.  Les  seconds  membres  des  équations  (5),  (6)  et  (7) 
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sont  des  polynômes  du  septième  degré  en  x,  j  ,  z-^  mais 
nous  allons  démon Irer  qu'on  peut  remplacer  les  trois 
systèmes  par  un  système  équivalent  qui  donne  X,  Y,  Z 
exprimés  par  des  polynômes  du  quatrième  degré  en 
X,  Y,  z.  Pour  le  faire  voir,  nous  nous  appuierons  sur  le 
tliéoi'ème  suivant  : 


on 


Théorème  1.  —  Les  polynômes  F,,  Fj,  F3,  si  V 
tient  compte  de  Véquation  (i),  soJit  respectivement 
divisibles  par  x-,  j-,  s-,  et  il  en  est  de  même  de 
\  [J-,  V. 

Je  dis  d'abord  que  l'on  a  les  six  relations 

z^F.2  —  r^F3  =  y^-o'^, 
x^F3  —  z^Fi  =  z^-lk, 

\  x^Fs  —  z^Fx  =  x^y-j. 
Démontrons,  par  exemple,  la  première.  On  a 

j-3Fi=  F{x'b  —  x'b,y<^,  —yy)  =  F{x<l>  —  xii,yo,  z<}^-i-xo), 

et,  si  l'on  développe  le  second  membre  d'après  le  théo- 
rème de  Taylor,  en  considérant  —  X'ii  et  xzi  comme  les 
accroissements,  il  vient 

y^Fi=  <l^F  —  x^^<D  -^x>\)^a  -f- a^^d/ij. -;- aj^Fa- 

Comme  la  somme  des  trois  premiers  termes  du  second 
membre  est  nulle,  la  première  relation  est  démontrée. 
Les  autres  se  démontreraient  de  même.  Cela  posé,  on 
voit  que  les  trois  premières  relations  (10)  expriment  que 
F,,  Fo,  F3  sont  respectivement  divisibles  par  x-,  j-,  z-. 
D'autre  pai^t,  si  l'on  égale  les  seconds  membres  de  celles 
des  équations  (10)    dont  les  premiers  sont  identiques. 
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on   a 

Or  ces  équations  expriment  que  ).,  jj.,  v  sont  respective- 
ment divisibles  par  x-,  j)'-,  z-  et  que  les  trois  quotients 
sont  égaux.  Alors,  en  désignant  par  —  le  quotient  com- 
mun, on  a 

(il)  À=J72^^  j^^^o-j;:.  v  =  z27r. 

lieinnrque.  —  En  tenant  compte  des  relations  (i  i),  on 
voit  que  les  équations  (lo)  se  réduisent  à  deux,  aux  deux 
suivantes,  par  exemple, 

(12)  JK'Fi  —  x'^V^=z  x-y--r.'\,         x'^V-^ — z^V y=^  x'^z'^icf. 

En  e(î,et,  si  l'on  remplace  dans  les  équations  (10) 
A,  u,  V  par  les  valeurs  ar-TC,  }  -?:,  ^-tt,  on  voit  d'abord 
que  ces  équations  se  réduisent  aux  trois  premières  dont 
deux  sont  les  équations  (12)  et  la  troisième 

(13)  ^3F2_j3F3  =  j2-2^,^. 

jMais  cette  dernière  est  la  conséquence  des  deux  autres-, 
car,  si  l'on  élimine  F<  entre  les  équations  (12),  il  vient 

—  ^3  ^3  Fo  -f-  a-3  j3  F3  =:  3^2  j2  z"-  (  J  /  -H  ^  -|/  )  =  -  a^^  j2  z"- O , 

et,  en  divisant  par  a:'  les  deux  membres,  on  retombe 
sur  l'équation  (i3).  Il  est  aisé  maintenant  d'arriver  aux 
formules  demandées.  Remarquons  d'abord  que  les  for- 
mules (5),  api'ès  qu'on  y  a  remplacé  \  par  jc-tz,  peuvent 
s'écrire 

x- 

\  X- 


(  .^s.  ) 

el  les  formules  (12) 

,  .  Fi  .  F9  Fi  F-j 

(i5)  y  -\ —T.'l  =  X -=-,  z-\-h-y=x—- 

V       /  ^    ^i  ■  y2  X-  '■  z- 

Si  l'on  reuiplace  enliu  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions (i4)  les  quantités  entre  parenthèses  par  les  valeurs 
que  donnent  les  équations  (i5),  après  avoir  supprimé 
un  facteur  commun  x^,  on  a 

(•6)  x=^:,      X  =  %  .  Z  =  % 

X-  y-  z- 

ce  sont  les  formules  demandées  qui  sont  du  quatrième 
degré,  comme  nous  l'avons  annoncé,  puisque  F,,  F2,  F3 
sont  des  polynômes  du  sixième  degré  en  ^,j>',  ^• 
Cauchy  est  arrivé  aux  formules 

x^-X  _  j^Y  _  z^ 
Fi     '"fT  ~^' 

mais,  comme  il  ne  les  a  pas  mises  sous  la  forme  (16), 
il  paraît  probable  qu'il  ne  connaissait  pas  le  théo- 
rème I. 

-4.  application  des  formules  (16).  —  Soit  d'abord 
l'équation 

(17)  «X3^.6Y3-i-cZa-^fZXYZ  =  o. 

On  a 

Fi=  bidcz^-^dxyyi  —  ciSby^-^dxzy 

=  'i.jbc(cz^ —  by^){by^-¥-  cz^-h  dxyz)  —  d^  x^ 
=  {bj^  —  cz'^)  (lyabc  -\-d^)  x^; 
d'où 

— ^  =  ( 27 abâ -h  d^)x  { by^  —  cz^). 
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Un  calcul  analogue  donne 

F-2 

—  =^{i']  abc  ^  d^)y{cz^  —  ax'^), 
Ji 

F? 

—  ■={'X']abc  ^  d^)zi^ax^ — by'^). 

Appliquant  alors  les  formules  (i 6)  et  supprimant  le 
facteur  in  abc -\- d-^ ,  on   a 

SX  =  ^  (  by^  —  c  5^  ) , 
\  =y{cz^  —  ax^), 
(  il  =  z{ax^ — by^). 

Soit  encore  l'équation 

(19)  aX^H- cZ3-i- A-XY2  =  o. 
On  obtient  les  formules 

^  X=^k-ixy^, 

(20)  /  Y  =  aya^a?*-!- i8a/r j^-j'- — k-y'*, 
(  Z  =  ■i.kyz{^ax^-^ky'^). 

o.  Nouvelle  méthode  pour  arriver  directement  aux 
formules  (16).  —  Cette  méthode  repose  sur  le  théorème 
suivant  : 

Théouème  II.  —  (x,  y^  z^  est  une  solution  double 
du  système  des  deux  équations  (i)  et  (9)  dans  lesquelles 
X,  Y,  Z  soJit  considérés  comme  les  inconnues. 

On  entend  par  là  que,  si  l'on  élimine  une  quelconque 
des  trois  variables  X,  Y,  Z  entre  les  deux  équations  (t) 
et  (9),  l'équation  résultant  de  l'élimination,  qui  con- 

Y     Z     Y 

tient  une  seule  inconnue,  l'un  des  rapports  ^j  ^j  j, 

admet    la    solution    double    correspondante    -,    -_,  ^^^ 
Supposons,    par   exemple,   qu'on    élimine  Z   entre    les 
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équations  (i)  et  (9),  je  dis  que  l'équation  en  ^  admet 

comme  racine  double.  En  ellet,  si  l'on  désigne  par  m  le 

Y  .     .        Z 

rapport  ^  ^^  qu'on  élimine  ^  entre  les  équations  (i)  et 

(9),  on  a 

F  (  >li,  /n<\i,  —  my  —  cp)  =  o, 

et,  si  l'on  développe  le  premier  membre  d'après  le  tliéo- 
pème  de  Taylor,  en  considérant  —  cp  comme  l'accroisse- 
ment, il  vient 

Ordonnant  ensuite  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  m,  on  a 

(21)     Fim^-i-  (ij^tpj  —  cp'L,)  m^-t-  {■^y^,  —  y;'^i)  m  —  Fj  =  o. 

Or  la  première  dérivée  du  premier  membre  de  cette 
équation  est  3F,  m-  -f-  2  ((];cp,  —  cp'},  )m  -f-  '}'/2 —  '/!\^-)  ^^-^ 
si  l'on  y  remplace  ^•y^_  —  y^'j/o  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (21),  on  a 

2  Fi  ms  -H  (  (l;co  I  —  's<hi  )  jfi^-  +  F, 

! f-J , 

ni 

OU  encore,  en  substituant  —  à  m  et  à  x'F,  sa  valeur 
tirée  de  la  première  des  équations  (12), 


d<\i 
('  )  '\  {<]^,  jïi'i^,  —  in/J,  -77  (4'>  "^^>  —  "^Z)  représentent  respecti- 
vement les  résultats  de  la    substitution,  dans   4'  et   -77  '  de  ij/,  a/m|, 
—  m/  respectivement,  à  a;,  y,  s. 
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II  faut  donc  prouver  que  l'on  a 

(22)  3j'Fi  —  x-i\i--\- X  ('h'jii — o'^,)  =  o. 

Or,  c'est  ce  que  l'on,  voit  immédiatement  en  remplacaut 
3Fi   par  la  quantité  '^lyj  —  y^]>(  qui   lui  est  identique, 
puisque  F,  est  une  fonction  homogène  de  o,  ^,  —  y. 
En  effet,  l'équation  (22)  peut  alors  s'écrire 

ii{x oi  ^  'liyj  —  x-Tz)  —  4'(-^?  +J'X)  =  °' 

et,  comme  la  première  des  équations  (  8  ),  dans  laquelle 
on  remplace  ).  par  x-tc,  montre  que  xOi  -\~  jy^K  —  x-r^ 
est  une  quantité  égale  à  — z'h^  et  que  d'ailleurs  xcp  -h j'y 
peut  être  remplacée  par  — z<h^  on  a  bien  une  identité. 
Le  théorème  II  étant  démontré  et  (x,j)',  s)  désignant 
comme  précédemment  la  solution  donnée,  et  (X,  Y,  Z) 
la  solution  c[ue  l'on  veut  obtenir,  nous  identifierons  le 
premier  membre  de  l'équation  (tii)  divisé  par  Fi  et 
celui  de  l'équation 


ou 


("- 

iy 

("'-^ 

^¥) 

/?i2_i_ 

\x\- 

=  0, 


Or,  si  l'on  identifie  les  deux  derniers  termes  des  équa- 
tions  (  il)  et  (  23),  on  a  -=r^  ==•——,  et  si,  au  lieu  d'éli- 
miner Z  entre  les  équations  (i)  et  (9),  on  avait  éliminé  Y, 
on  aurait  trouve  de  même  -j^ —  =  -r^—  Un  a  donc 

"fT  ~  TT  ~  F3  ' 

d'où  l'on  déduit  les  formules  (16). 

Y 

Reniarquc.  —  On  pourra  obtenir  les  valeurs  de  :^  et 

^  en  résolvant  deux  équations  du   premier  degré  à  une 
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iuconmu*.    En    e(ïct,   après    avoii-    supprimé    la    racine 

double-   dans  l'équation   (aS),  on  aura  une  équation 

1 Y  .      Z 

de  premier  degré  qui  donnera  :ç:  •  On  aura  ensuite  t^^  en 


Y 


ar  la 


résolvant  l'équation  (9)  après  y  avoir  reiiqilacé  y  P 
valeur  obtenue.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

X3-4-  Y3— 7Z3=o. 

Prenons  comme  solution  donnée  la  solution  (  2,  — i,  1), 
l'équation  (21)  est  alors  5m^  +  16/7/--4- 4  "'  —  16  =  0, 
et,  en  divisant  le  premier  membre  de  cette  équation  par 
m-  -h  4"^  "+~  4i  fl^iJ  t!st  le  carré  de  (//i  +  2  ),  on  a  à  ré- 
soudre l'équation  ^ni  —  4  =  o^  d'où  ^  =  |-  On  a  en- 
suite 

Z  _  3 

Y--  5' 

et  l'on  obtient  finalement  la  solution  (4,  5,3). 

6.   Indication  de  la  marche  à  siiiure  pour  calculer  tz, 

-4'  -4'  -4-  —  Considérons  d'abord  7:.  On  a 

x'-     y-      z'- 

2X         f    r     (dy   .        dy      \  /     d'h        .   dy 

On  détermine  d  abord  les  deux  di  tïerences  ~  'l /'  7 , 

dy  '        dz  '^ 

y  -^  —  '^i    ft  ^t  o^^  l'^''  multiplie  respectivement  par  'l 

et  y.  Le  développement  contient  des  termes  en  x^,  x-,  x 
et  des  termes  indépendants  de  x.  Pour  vérifier  que  2  A 
est  divisible  par  x^  et  calculer  t:  en  môme  temps,  on 
prouve  d'abord,  en  tenant  compte  de  l'équation  (i),  que 
le  polynôme  indépendant  de  x  peut  être  remplacé  par 
un  polynôme  divisible  par  x,  et  l'on  ajoute  au  quotient 
de  ce  polynôme  par  x  celui  rpii  est  obtenu  en  divisant 


8/c-^ 

^3+546c2 

JK^i -4- 72  6ce 

J>-2  ^3  _|_  y^  Jjcj^ 

6ce- 

-^  12  ce/ 

-12^2/ 

-iiep 

—    6e3 

-4-I2C/2 

^\ie^b 

-+- 1 2  bef 

y'*z  -H18  62e 

'  -6/3 

-  66/2 

^54  62c 
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par  X  les  termes  qui  contiennent  x  à  la  première  puis- 
sance. Il  ne  reste  plus  alors  qu'à  montrer  que  le  poly- 
nôme ainsi  formé  est  divisible  par  x.  Le  calcul  s'achève 
ensuite  aisément.  J'indiquerai  ici  seulement  la  première 
partie  du  calcul. 

En  désignant  par  A  la   somme  des  termes  indépen- 
dants de  x,  on  a 

-    -   -  -  -    -  -    -  ^3-2 


y- 


En  mettant  d'abord  ^/\bcjz  en  facteur  dans  quatre 
termes,  on  a 

54  bcyz{cz'^  -\-  Byz^-^/zy"^-^  by^), 

ou,  en  remplaçant  le  second  facteur  par  sa  valeur  tirée 
de  l'équation  (i), 

—  5^bca:yz(ax^~i-  ky'^-\-  Ixy  -\-  gz'^-k-  hxz  -t-  dyz). 

On  continue  de  grouper  les  termes  quatre  à  quatre  et  l'on 
opère  comme  pour  le  premier  groupe.  On  trouve  ainsi 
que  le  polynôme  A  peut  être  remplacé  par  un  polynôme 
divisible  par  x.  Alors,  si  l'on  supprime  le  facteur  x,  on 
voit  que  le  résultat  demandé  est  le  produit  des  deux 
polynômes 

ax"^ -f-  ky^ -T-  Ixy  -¥-  gz'^  -t-  hxz  -i-  dyz, 


6/2 
186c 


72+   6  e/ 
—  54  bc 


y 


6e2 
18C/2 


P  "P  T^ 

Calcul  de  -4»  — I'  -4"  —  On  procédera  comme  pour 

x^    y^     Z'  '^  ^ 

le  calcul  de  71,  c'est-à-dire  que  l'on  commencera  par  faire 
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(les   groupemeiîLs   de    quatre    lennes   ayant   un    ("aelcur 
coumiun. 

7.  Cherchons  maintenant  à  quelle  condition  le  sys- 
tème des  équations  (i)  et  (9)  a  une  racine  triple;  c'est 
ce  qu'indique  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Pour  que  les  équations  résultant 
de  r élimination  cVune  des  variables  X,  Y,  Z  entre  les 
équations  (i)  et  (9)  aient  chacune  une  racine  triple, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  condition  —  =  o  soit  remplie. 
(On  suppose  qu'aucune  des  trois  variables  ^,  j,  z  n'est 
nulle.) 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  l'équation  (21)  lésul- 
tant  de  l'élimination  de  Z  entre  (i)  et  (9),  cette  équation, 

qui  a  déjà  la  racine  double -?  admettra  la  même  racine 

comme  triple,   si  la  seconde    dérivée   de    son   premier 
membre  est  nulle,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

3  F]  j)i  -1-  J/'^i  —  o'hi  =  o, 


ou,  en  remplaçant  m  par 


y 


Or  l'équation  (22,  n"  o)  montre  qu'alors  oti  doit  avoir 
.r-Tt'l  r=  o  ;  on  obtiendrait  de  même  j'^-  r^'o  =  o,  -""'/  =  o. 
Il  est  d'abord  évident  que  la  condition  -  =  o  est  suf- 
fisante; elle  est  de  plus  nécessaire.  En  effet,  si  elle 
n'était  pas  remplie,  comme  x^j,  z  ne  sont  pas  nuls,  on 
aurait  o  =  o,  y  =  o,  '1^  =  o,  et,  par  suite,  \  =  o,  u.  =  o, 
V  =  o  ou  x'-T.=z  o,  j'-7r=  o,  2-7:=  o,  et.  comme x,js  z 
ne  sont  pas  nuls,  on  retombe  nécessairement  sur  la  con- 
dition unique  7:  =  o. 

8.   Nous  allons  maintenant  chercher  à  quelle  condi- 


(  558  ) 
lion  les  formules  (5)  ot  les   lormules  équivalentes  sont 
inapplicables,  et,  à  cet  ellet,  nous  démontrerons  le  théo- 
rème suivant  : 

Théoiœme  IV.  —  Pour  que  h-s  forniulf^s  (5)  et  les 
formules  équivalentes  (6),  (^7  )  et (^16)  soient  inapplica- 
bles, c'est-à-dire  pour  que  la  solution  (X,  Y,  Z)  obte- 
nue par  ces  formules  soit  identique  à  la  solution 
(x,  j,  2;),  il  faut  et  il  suffit  que  Von  ait  Tl  =1  o.  (On 
suppose  ici,  comme  pour  le  théorème  IV,  qu'aucune  des 
variables  X,  7,  z  n'est  nulle.) 

Considéions,  par  exemple,  les  formules  (y).  Si  l'on 
y  remplace  F,  par  a:-Qi  et  ).  parTî.r-,  elles  deviennent, 
a[)rès  la  suppression  du  facteur  commun  x, 

Il  est  d'abord  évident  que  la  condition  tz  =  o  est  suffi- 
sante, puisque,  si  elle  est  remplie,  les  formules  précé- 
dentes donnent 

Je  dis  maintenant  qu'elle  est  nécessaire.  En  elîet,  si  l'on 
n'avait  pas  —  =  o,  on  devrait  avoir  di  =:  o,  y  =  o,  ce  qui 
entraîne  A  =  o  ou  x-tz::=:  o.  Mais,  comme  j:  n'est  pas 
nul,  on  a  nécessairement  tî  ==  o. 

On  serait  encore  arrivé  à  la  même  conclusion  en 
exprimant  que  chacune  des  équations  résultant  de  l'éli- 
mination de  l'une  des  variables  X,  Y,  Z  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (9)  a  une  racine  triple  (th.  IV,  n°  8).  En 
effet,  l'équation  (21)  et  les  autres  équations  analogues 
ne  peuvent  donner  que  la  solution  connvie  {x-ij,  ")• 

9.  Interprétation  de  la  condition  -  =  o.  —  Nous 
considérerons  deux  cas  particuliers.  Soit  l'équation 

(24)  aX3+  èY3-+-  cZ3-+-  f/XYZ  -f-  XXYZ  =  o; 


(25) 
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TT  =^(  ly  abc  -f-  d'^ ).rrz 

-\-  /c{ç)acx- 5  -{-  d^xy'^  —  3 cdyz-  —  3 cky^ z )  =  o. 

Faisons  d'abord  h  =  o,  d  =  o,  dans  les  t;([ualions  (  :^4) 
et  (20),  on  aura 

(26)  aX3-HcZ3H-/:XY2==  o, 

(  27  )  "iax-  —  ky^  —  o. 

(On  a  supprimé  dans  r.  \c.  l'acteur  c:,  puisque,  comme 
il  a  été  convenu,  on  suppose  cpi'aucune  des  variables 
.r,j',  z  n'est  nulle.) 

De  l'équation  (sy)  on  tire 


X 


y/Sa/f 


y  ia 

On  voit  que,  si  on  laisse  les  coefdcients  indéterminés 
dans    l'équation  (26),  la  solution    triple   n'existe    pas, 

puisque   le  rapport  -  est   irrationnel    en   général  5    mais 

nous  allons  établir  les  conditions  pour  que,  dans  la  so- 
lution triple,  JC,  y,  z  soient  entiers,  u  étant  un  nombre 
entier,  posons 

(28)  3aA-  =  t'2; 

on  a  alors 

(2g)  -    =±  -  ■ 

Si,  maintenant,  on  remplace,  dans  l'équation  (26), 
X  et  A"  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (28)61(29), 
on  obtient 

z  .  9.V 


y  y-ica^- 

et,  en  posant,  u  étant  un  nondjre  entier, 
(3o)  car-  =  4  «3, 
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on  a 

y         « 
Ainsi  la  solution  triple  est 

(  wp',  ±  au,  av). 

Voyons  maintenant  ce  que  devient  l'équatiou  (26). 
Si  l'on  y  remplace  A"  et  c  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (28)  et  (3o),  on  a 

a3X3-4-3ap2XY2-u4M3;;3=  o, 
ou,  en  multipliant  par  2  les  deux  membres, 

{aX-^vYy-^{al^  —  vYy-\-{iuZY=o. 

On  voit  sans  peine,  sous  cette  forme,  que  l'équa- 
tion (26)  n'admet  pas  d'autre  solution  que  la  solution 
triple  que  nous  avons  trouvée. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  A"  <st  nul  dans  l'é- 
quation (24).  Alors  les  équations  (24)  et  (2$)  de- 
viennent 

(3i)     aX3-4-èY3-j-cZ3-i- JXYZ  =  o,         ( 27 aôc -t- <:/3)=  o. 

Dans  la  dernière,  on  a  supprimé  le  facteur  commun 
xyz.  La  seconde  des  équations  (  3 1)  ne  contenant  aucune 
des  inconnues  a:,  j-,  s,  il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  la 
racine  triple  ;  interprétons  néanmoins  la  condition  qu'elle 
exprime.  Supposons  d'abord  que  a,  b,  c  soient  égaux 
à  I  :  alors  Téquation  de  condition  donne  d  =z —  3  et  la 
première  des  équations  (3i)  devient 

X3+ Y3  +  Z3— 3XZ  =  0 
ou 

(X  -i-  Y  +  Z)(X2-f-  Y2  +  Z2—  YZ  —  XZ  —  XY)=  o. 

Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  la  condition  t:  =  o  exprime 
que  le  premier  membre  de  l'équation  donnée  est  décom- 
posable  en  deux  facteurs,  entiers  et  rationnels. 


(  '^'^^  ^ 

Le  cas  où  «,  h,  c  m;  sont  pas  toujours  égaux  à  i  se 
ramène  au  précédent,  en  posant 

u  =  y/rt  X,      \  =.  p'b  V,      T  =  yFz. 

Le  premier  membre  de  réquatlon  donnée  est  encore 
déeomposable  en  deux  facteurs  entiers  et  rationnels  par 
rapport  à  X,  Y,  Z,  seulement  les  coefficients  sont,  en 
généra],  incommensurables. 

10.  ]Nous  avons  établi  (n"^  2  et  3)  des  formub\sdues  à 
Caucliy,  qui  font  connaître  une  deuxième  solution 
(X,  Y,  Z)  quand  on  en  connaît  une  première  (x^y,  z). 
Nous  les  appellerons  désormais  formules  de  première 
espèce  pour  les  distinguer  d'autres  formules  également 
dues  à  Cauchy  et  que  nous  appellerons  formules  de 
seconde  espèce.  La  recherche  des  nouvelles  loiuiules  est 
l'objet  du  problème  suivant  : 

Problème  IL  —  Trouver  des  formules  (jui  donnent 
une  troisième  solution  (X,  \,  Z),  lorscjue  deux  autres 
(x,  )',  s),  (a.',j',  z' )  sont  connues. 

On  part  des  équations  (2)  et  (3),  comme  dans  le  pro- 
blème I5  mais,  au  lieu  de  laisser  d'abord  u,  ^,  t  indéter- 
minés, on  fait  u  =  x' ,  v  =^ y ■>  ?  =  ^.  De  plus,  on  rem- 

,  ,         1-,  .         .5,     ifdV  d¥  dF    \(2) 

place,  dans  i  équation  (^0),  -  (  -j-  u  -h    -  v  -]~  -j^  t  j      par 

l'expression  qui  lui  est  identique,  comme  il  u   déjà   été 

,.        ,         .     ,.  dF  dF  dF    ^        , 

dit,  c  est-a-dire  par  x  -, 'r-  Y  —r  H-  '  -,—  •  Les  équations 

'-  du       ^    d\-  az  ^ 

(2)  et  (3  )  deviennent  alors 

X  =  ,r  p  -r-  x'\         Y  =  J'/  —  y'-         Z  =  zp  -^  z', 

/   ,dF  ,  dF         ,  dF  \  dF  dF  dF 

\      dx       -^    dy  dz  j  '  dx       "^    <iy  dz 

Tirant  maintenant  de  la  dernière  la  valeur  de  0  et  la 
substituant  dans  les  trois  autres,  on  a  les  formules  de 

Aiin.  (le  MathérnaC,  3'  série,  t.  V.  (Décembre    188G.)  06 


(32) 


(  56.  ) 
seconde  espèce 

X  =  x(x~        /  —       -  —\ 

~      \     dx'      -^   dy'  ^  "  dz'j 

,  dF  ,  d¥         ,  dF 

dx  dy  dz 

.  {     d^   ,        dF_       ^  rtT^\ 
■     \     dx'  '^•^  dy'       "  dz' / 
,(   ,d¥  ,d¥         ,d¥\ 

-y^^d^-^y-^-^^dz} 

_  (     d¥_  cW^  dF 

"  \     dx'  dy'       "  dz' 
_„,(  ,dF         ,dF^         ,dF\ 
^  \     dx  dy  dz  J' 

Remarque.  —  Les  formules  (Sa)  cesseraient  d'être 
applicables,  si  (a:',j',  z')  était  la  solution  déduite  de  la 
solution  {x,  y,  z)  à  l'aide  des  formules  (5)  ou  des  for- 
mules équivalentes.  En  effet,  (x',  j',  z')  est  la  solution 
que  nous  avons  désignée  par  (X,  Y,  Z)  dans  ces  for- 
mules, et,  comme  l'équation  (9,  n°  2)  est  satisfaite,  on  a 

,  dF         , dF         , dF 

X   -, 'r-y  -. ^  z  -J-  =  o. 

dx  dy  dz 

Alors  les  formules  (32)  donnent  pourX,  Y,  Z  les  va- 
leurs de  x,j.,  z  multipliées  par  un  même  facteur,  c'est- 
à-dire  que  l'on  retombe  sur  la  première  solution. 

i  1 .  Applications  des  formules  (Sa). 

1°  On  peut  supposer  dans  les  formules  (Sa)  que  l'on 
donne  aux  variables  x',  j',  z'  correspondant  à  l'une  des 
solutions  {x\j\z')  des  valeurs  numériques  détermi- 
nées-, on  a  alors  des  formules  qui,  comme  les  for- 
mules (16),  donnent  X,  Y,  Z  en  fonction  des  variables 
X,  r,  z  correspondant  à  une  seule  solution  donnée 
(x^y,  z).  Les  fonctions  sont  du  second  degré  en  jc,j)s  z 
au  lieu  du  quatrième-,  mais  aussi  il  faut  observer  que 
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les  foniuiles  deviendraient  illusoires  si  l'on  v  faisait 

ou  Lien  encore  si  {x\j',  z')  était  la  solution  déduite 
de  {x,  7,  s)  à  l'aide  des  formules  (i6)  ou  des  formules 
équivalentes. 

2°  Si  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  l'une  des 
variables  à  zéro  dans  l'équation  (i)  admet  des  valeurs 
entières  pour  les  deux  autres  variables,  si,  par  exemple, 

on  a 

x'  ^  /n,        J''=  n,         -î'=  o, 

on  pourra  remplacer,  dans  les  formules  (Sa),  x\  y'iz' 
respectivement  par  //i,  «,  o  et  l'on  aura  encore  X,  Y,  Z 
par  des  formules  du  second  degré  en  .r,j',  z.  Dans  le 
cas  où,  en  faisant  successivement  chacune  des  variables 
x' ^  j' ,  z'  égale  à  zéro,  les  équations  du  troisième  degré 
correspondantes  auraient  leurs  trois  racines  commensu- 
rables,  on  aurait  neuf  formules ,  de  sorte  qu'à  une 
solution  ix^j^  z)  correspondraient  neuf  solutions  :  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  l'équation 

X3-^  2Y3^  lioXVZ  —  i8  \Z2—  ZX2 

—  XY^  —  ZY^—  9XZ2 -  2 YX2  =  _  9Z^. 

Cette  équation  admet  la  solution  (1,  1,1)  et  à  celte 
solution  correspondent  les  neuf  solutions 

(i,i,2_),     (3,1,2),     (0,1,2),     (6,3,5),     (6,3,7), 
(2,1,0),     (1,0,1),     C3,o,  i),     (3,0,1), 

dont  deux,  comme  on  voit,  sont  identiques. 

12.   Simplification  des  formules  (Zi)  dans  le  cas  de 

r  équation 

aX^-^b Y3 -^  c Z3 ^-  d X YZ  =  o. 

On  remarque  d'abord  que,  dans  le  ras  ac  tiu-l,  les  loi- 
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mules  (32)  peuvent  s'écrire 

X  =  3  6ry(.rj'  — j>.7-') 

-7-  3czz'{crz' —  zx')-h  d{x-y' z' —  x'^yz  ), 
,   Y  =  "^axx  {yx  —  xy') 

^  "^    '       -^3czz'iyz'—zy)^d(j'-x'z'—y^xz), 

z  =  3axx'(zx'  —  xs') 

-f-  ■ibry(zy  —  yz')-b-d{z'-x'y'-  —  z'^xy). 

D'ailleurs,  des  deux  équalions 

ax^  -+-  by  -^  cz^-i-  dxyz  =  o, 

aa^'^-f-  6/'3-i-  cz'^-\-  dx'y' z'  =^  o, 
on  lire 

ci y^  -'3  —  -3 ^'3 -)  _)_  dyy' (72 x' z'  —  y'- xz  ) 


(30      •' 

'   -        c( z^'x'^  —  x^z'^)—'dxx'(x-y'z'  —  x''^yz) 
o  =  


/3  . 


x-y  •*  —  yi X  ■^ 

et  si  l'on  substitue,  dans  la  première  des  équations  (33), 
pour  a  et  b  les  valeurs  (34)?  on  a 

\3c(  zr' —  xz')(yz' —  zx')-^  d{xy'  —yx')-]  (x'^y'z' —  cc'-yz) 
K^^)        '    ~~  x-y'--^  xyx'y' -^y'^x''^ 

Or  la  valeur  de  Y,  dans  les  équations  (33),  se  déduit  de 
celle  de  X  en  y  changeant  b  en  a  et  permutant  Ji:,j'',  ainsi 
que  x',  y\  et,  comme  le  changement  àeb  en  a  se  fait  dans 
les  formules  (34)  par  les  mêmes  permutations,  on  déduira 
la  valeur  de  Y  de  celle  de  X  donnée  par  l'équation  (35), 
en  faisant  dans  cette  dernière  les  permutations  indi- 
quées. Par  là,  comme  ou  le  voit  aisément,  le  facteur 
x-^z'  —  .r'-y^  change  seul  et  devient j-x':;' — y'-xz: 

on  a  donc 

X       x-y'z  — x'^yz 
V        y'^x'z' — y'-xz 

On  trouverait  de  même 

Z  ^  z^'x'y—z'-xy 
y        v'-x  z' — r'-xz 
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On  obliciil  doiu-  iinaleinent  k-s  formules  cleinaiulées 

(36)  Y=r-x'z'-r'-^a-z, 

'.  z  =  -^-j^'y —  ^'-^y- 

J'avais  déjà  obtenu  ces  fortiiules  par  la  niélliode  des 
idenlilés  dans  le  cas  où  d  esl  nul  ('  V,  mais  _M.  Svlvesler 
les  a  données  sans  démonstration  dans  le  cas  plus 
général. 

13.    Cas  où  l'équatioJi(i)  est  syniélrique  par  rapport 
à  deux  des  variables,  X,  Y  par  exemple. 
Ou  a  alors 

b  =  a,         g  =  e,         h^^  f\         l  =^  k 

et  les  solutions  {x,j,z\  (a/,'}'',  ^')  peuvent  alors  s'é- 
crire aussi  (x,  j',  3),  (jc',  j)',  z').  Mais  les  formules  (Ss) 
n'étant  pas  symétriques  par  rapport  à  x^j  ou  J:',j)  ',  on 
comprend  que  l'on  trouve  plus  d'une  nouvelle  solution. 
Or,  si  l'on  combine,  deux  à  deux,  les  quatie  solutions 
précédentes,  on  a  six  groupes  des  solutions  données; 
mais,  si  l'on  exclut  la  solution  (i, — 1,0)  et  que  l'on 
considère  (a,  ^,  y),  (  ^3,  a,  y)  comme  une  seule  solution, 
on  n'obtiendra,  en  général,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
que  deux  solutions  distinctes.  Dans  le  cas  où  (x,_}  ,  s), 
(x',j)^,  z' )  seraient  deux  solutions  déduites  l'une  d^ 
l'autre  à  l'aide  des  formules  (16  )  ou  des  form.ules  équiva- 
lentes, on  ne  trouverait  plus  qu'une  solution  nouvelle. 

Faisons  d'abord  application  de  ce  qui  précède  à  l'é- 
quation X^-}-Y^=7Z^.  Si   l'on  permute  d'abord  .r,  7 


(')  Voir  le  .Mémoire  inséré  dans  les  .\ouvelles  Annales,  2^  série, 
t.  XVIII,  p.  23;  1879.  IVous  indiquerons  désormais  les  nombreux 
renvois  à  ce  Mémoire  par  les  mots  en  usage  ioco  citato. 
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flans  les  formules  (36'),  ou  aura  les  suivantes 

(3y)  l    Y  =  x^x' z'  —y'^-yz, 

\   Z  =  Z'x'y'  —  z'^xy. 

lleniplaeoiis  maintenant,  dans  les  formules  précé- 
dentes, .r,  } ',  z  par  2,  —  i,  i  et  ^',j>',  z'  par  4)  5,  3,  la 
deuxième  solution  étant  déduite  de  la  première  à  l'aide 
des  formules  (18),  on  trouve  la  solution  ( — ly,  |73,38). 

Si  l'on  avait  ipris  pour  point  de  départ  la  solution 
(2,  —  1,1)  et  la  solution  ( — 1236,  i265,  i83),  qui  est  la 
troisième  solution  déduite  des  formules  (18),  on  aurait 
trouvé  les  deux  solutions  distinctes  ( — 1206,  1260, 
i83),  ( —  65882,  902J1,  40049),  mais  dont  la  première 
est  déjà  connue. 

M.  Lucas  a,  le  premier,  déduit  la  solution  ( — 7,73,88) 
de  nouvelles  formulcîs  qu'il  a  fait  connaître;  mais  ces 
formules  sont  inutili-s  au  point  de  vue  de  la  résolution 
des  équations  cubicjues  ;  car,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
elles  sont  la  conséquence  immédiate  des  formules  de 
Caucliy  de  première  et  de  seconde  espèce.  Il  suffit  en 
elfet,  pour  retrouver  les  formules  de  M.  Lucas,  de  rem- 
placer, dans  les  formules  (87),  x\j'^  z'  par  les  expi^es- 
sions  que  donnent  les  formules  (18,  n"  4). 

1  i.  Dans  ce  qui  précède,  je  n'ai  fait  que  simplifier  ou 
compléter  des  résultats  déjà  obtenus  par  Cauchy;  mais 
ici  commence  la  partie  entièrement  neuve.  Je  vais 
d'abord  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Lorsqu'une  équation  cubique,  liomo- 
gè/ie,  à  trois  variables,  peut  être  résolue  en  nombres 
entiers,  et  qu'on   en  connaît  une  solution  (x,j',  c),  on 


(39) 
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peut  toujours  ramener  sa  résolution  à  ccf/ecVune  (uj na- 
tion hiquadraliijue. 

Commençant  un  calcul  semblable  à  celui  du  n"  2,  on 
pose 

(38)  X  =  prr-4-if,         Y=^p7-+-t',         Z  =  pz. 

Alors,  si  l'on  substitue  dans  l'équation  (i)  les  valeurs 
précédentes  de  X,  Y,  Z,  on  a 

et,  si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  p,  il  vient 
l  )       'iX^dx  dy    ) 

\  ^\dx"''^dy^/ 

égalant  maintenant  la  quantité  sous  le  radical  au  carré 
d'une  nouvelle  variable  w,  on  obtient  entre  les  trois  va- 
riables u,  t^,w  l'équation  biquadratique 


(40) 


l-?.\dx  dy     I     J 


,\(dY-        dF     ,-^.  ^         , 


D'ailleurs,  la  formule  (Sg)  devient 

ifdP      ^dP^    y 
2  \<r/a7  c/^'     / 


\c?a7  dy 

et,  en  substituant  la  valeur  précédente  de  p  dans  les  for- 
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mules  (38).  on  a 


X 


I  fdV  dV     \(2)   ,       1 

j  fd¥  dP     \ 

Les  formules  (4*)  sont  les  formules  demandées. 
L'équation  (4o)  peut  d'ailleurs  être  toujours  résolue 
en  nombres  entiers,  ear  on  y  satisfait  en  prenant 

/  dF 

■  ^\dx  dy     / 

On  aurait  aussi  immédiatement  une  autre  solution  si 
l'équation  F(«,  v^  o  )  admettait  une  solution  entière 
(«i',  w');  car  on  pourrait  prendre 

Enfin,  on  peut  encore  obtenir  directement  et  dans 
tous  les  cas  une  autre  solution  de  l'équation  (4<0'  i^i^is 
en  se  servant  de  deux  solutions  (j?,  j",  ^),  (X,  Y,  Z)  de 
l'équation  (i).  En  elïet;  on  déduit  des  formules  (4^) 

V         7  /f/F  dP    \ 

\.Z  —  LX  ^=  1  UZ  (    —j-    Il  -r-    — ,—   V     ) 

\  dx  dy     j 

i  -•  —  Z  r  =  2C'^      -y-  «  H — Y-  •'    j 
\  a  r  dy     j 
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d'où 

X^  —  Zx 


X  z  —  Z -)■        V 
Je  dis  que  l'on  peut  prendre 

(44)  if  =  X^  —  Zjt,        v^Xz  —  Zj'. 

Eu  efîet,   m    désignant   une    indéteruiiaée,    on    peut 

écrire 

îf  =  /?i  (  X  ^  —  Z  .r  ) ,         i^  —  /«  (  Y  j  —  Z^'  ) . 

Alors,  en  substituant  pour  n  et  t>  ces  valeurs  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (4o),  ce  premier  membre 
prendra  la  forme  in^  q-  et,  par  l'exlraction  d'une  racine 
carrée,  on  aura  w  =  m-  q.  Or,  en  substituant  dans  les  for- 
mules (4i)pour  u,  V,  ivles  valeurs  précédentes,  m^  dis- 
parait comme  facteur  commun  5  on  peut  donc  prendre 
les  valeurs  de  z/,  adonnées  par  les  formules  (44)  et  l'on 
aura  q  pour  valeur  correspondante  de  vv. 

Remarque.  —  La  solution  donnée  par  les  for- 
mules (4^)  lie  conduit  pas  à  de  nouvelles  solutions  de 
l'équation  (1)  \  car,  si  l'on  prend  w  avec  le  signe  — ,  on 
voit  que  X,  Y,  Z  sont  respectivement  égaux  à  x,  j'",  z 
multipliés  par  un  même  nombre,  c'est-à-dire  que  l'on 
retrouve  la  solution  (j^,  j)',  -),  et,  si  l'on  prend  w  avec  le 
signe  H-,  on  obtient  la  solution  insignitiante  (o,  o.  o).  On 
arriverait  aux  mêmes  conclusions,  si  l'on  avait  pris  la 
solution  donnée  par  les  formules  (43).  Mais  il  n'en  est 
plus  de  même  quand  on  fait  usage  des  formules  (44)- 

Faisons  application  de  ce  qui  précède  à  l'équation 

(45)  X3-^Y3— 7Z3  =  o. 
L'équation  (4o)  est  alors 

(4O)  —  4  "'  —  l'i.U'V-  —  4  W^^'  —  s6»t^3  —  v'*  =  à  W-. 

En  formant  l'équation  {^C)),  on  a  changé  ^v  en  3  iv ;  on 
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devra  donc  faire  le  même  changement  dans  les  for- 
mules (40»  (42)  et  (43).  On  part  de  la  solution 
(2,  — i^  i)  de  l'équation  (45),  et,  à  l'aide  des  for- 
mules (42)  et  (43)  moditiées  comme  on  vient  de  le  dire, 
on  calcule  les  deux  solutions  (i,  — 4:  i4)>  (i>  — i?  1) 
de  l'équation  (4^)-  De  ces  deux  solutions  elles-mêmes  on 
déduit  la  solution  (i,  — 7,  29)  de  la  même  équation  en 
se  servant  de  formules  qui  seront  données  dans  un  pro- 
chain Mémoire  sur  les  équations  biquadratiques.  Alors, 
si  l'on  remplace  dans  les  formules  (40i  *^"  ^'*^^^  change 
w  en'i  w,  les  quantités  m,  p»,  w  par  les  valeurs  i,  —  ^,  29, 
on  trouve  les  deux  solutions  de  l'équation  (45),  (5,  4?  3), 
(73,  —17,  28). 

On  peut  encore  employer  les  formules  (44)'  Si  l'on 
prend  les  deux  solutions  (2,  — i,  i),  (4,  5,  3)  de 
l'équation  (45),  ces  formules  donnent  u  =  —  1 ,  ^  =  4^  et, 
par  l'équation  (46),  on  a  w  =  7.  Alors  les  formules  (4i) 
donnent  les  deux  solutions  de  l'équation  (4^), 

(—1256,  1265,  i83),      (—65882,90271,40049). 

Cesdeuxsolutions  ont  déjà  été  déduites  des  formules  (36) 
et  (37).  On  pourra  aisément  s'en  rendre  compte. 

lo.  Une  question  se  présente  maintenant  :  peut-on 
trouver  l'équation  cubique  dont  la  résolution  se  ramène 
à  celle  d'une  équation  biquadratique  donnée  ?  Mais,  dans 
l'état  actuel  de  la  Science,  il  suffu'a  de  résoudre  la  ques- 
tion dans  le  cas  où  l'équation  biquadratique  est  de  la 
forme 

(47)  AX}-^BY|  ==GZf, 

avec  la  condition  C  =  A  4-  B;  car  cette  forme  comprend 
toutes  les  équations  biquadratiques  dont  on  a  obtenu  la 
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soluliou  complèle.  On  est  ainsi  conduit  à  se  proposer  le 
problème  suivant  : 

Problème  III.  —  Etant  donnée  V c.ijuation  (4")  dans 
laquelle  C  est  égal  à  A  -h  B,  trouver  l'équation  cubique 
homogène  dont  la  résolution  s'y  ramène. 

On  remarque  d'abord  que,  si  l'on  pose  CZ,  =  Z', 
l'équation  (47)  peut  s'écrire 

(48)  AGXJ^-BGYt  =  Z'2. 

Prenons  maintenant  l'équation  cubique  suivante  qui 
ne  contient,  outre  les  variables  X,  Y,  Z,  que  les  deux 
indélenninées  e  et  y, 

(49)  e(X-4-Y)Z-^+2/Y2Z-(X-Y)(X2-f-Y2)  =  o. 
En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  Z,  on  a 

^^^>  ^  =  .(X-^Y) 

Si  maintenant  on  écrit  que  la  quantité  sous  le  radical 
dans  la  formule  précédente  est  égale  au  carré  d'une 
indéterminée  Z',  on  est  ramené  à  résoudre  l'équation 
biquadratique 

qui  est  de  même  forme  que  l'équation  (48)7  puisque 
dans  toutes  les  deux  la  somme  des  coefficients  de  XJ  et 
de  Y\  est  égale  à  un  carré  et  que  le  coefficient  du  carré  de 
la  troisième  inconnue  est  égal  à  i.  On  prendra  alors,  dans 
l'équation  (49)1  e  =  AC,  f=C,  et  la  résolution  de 
l'équation  cubique 

(52)     AG(X-^Y)Z2-^-2GY2Z— (X  — Y)(X2-^Y2)  =  o 

sera  ramenée  à  celle  de  l'équation  biquadratique  (48). 
Cela  posé,  si,  dans  la  formule  (5o),  on  remplace  X,  ^ 
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par   Xi,  Y|,   le  radical  par  Z',  el  e,  f  par  AC,  C,  on 

aura 

-CYfrhZ' 

ACcX,-i-Y,)' 
Ou  a  d'ailleurs 

X  =  Xi,         Y  =  Yi; 

on  peut  donc  écrire 

X  =  ACX.(X,-Y,), 

Y  =  ACYi(Xi+Yi), 
Z  =  -  GYf  =h  Z', 

ou  encore,  après  avoir  remplacé  Z'  par  CZ,, 

/  X  =  AX,(X,+YO, 

(53)  Y=AY,(X,-^Y,), 
(  Z=-(YfdzZ,). 

Les  formules  (53)  sont  les  formules  demandées. 

Faisons  une  application  de  ces  formules  à  l'équation 

(54)  3Xi-2Yt  =  Z?, 

qui    est    une   de   celles   qui    ont    été    résolues    par   le 
P.  Pépin. 

L'équation  (ja)  est  alors 

(55)  3(X-^  Y)Z2+2Y2Z  — (X— Y)(X2-f- Y2)  =  o, 
et  les  formules  (53  )  deviennent 

j  X  =  3X,(X,  +  Y,), 

(56)  Y  =  3Y,(Xi^Y,), 
(  Z=-(Yfz-Z,). 

Si  l'on  prend  d'abord  X,  =  Y,  =  Zi=i,  les  for- 
mules (58)  donnent  les  solutions  évidentes  (i,  i,  o), 
(3,  3,  i);  mais,  si  ensuite  on  prend  X|  =  33,  Y,  =  i3, 
Z,  =:  1871,  on  a,  par  les  mêmes  formules,  les  deux  so- 
lutions (yg,  39,  37),  (709,  299,  —  340). 
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Remarques  diverses.  —  J.  La  mc-lhodo  employée 
pour  la  résolution  Je  l'équation  (02)  peut  s'étendre  à 
toute  é(|uation  cubique,  lioniogèue  à  trois  variables,  qui 
ne  contient  pas  la  troisième  puissance  d'une  des  incon- 
nues. On  passera  ensuite  de  là  à  l'équation  (i)  par  la 
méthode  de  Gauss  modifiée  comme  je  l'ai  fait,  page  9  du 
Mémoire  de  1879  (^Nouvelles  Annales). 

II.  La  résolution  du  problème  III  est  actuellement 
plus  importante  que  la  solution  du  problème  inverse 
qui  ramènerait  la  résolution  d'une  équation  biquadra- 
tique  à  celle  d'une  équation  cubique,  puisque  jusqu'ici 
aucun  géomètre  n'a  démontré  qu'il  avait  oblenu  la  solu- 
tion complète  d'une  équation  cubique,  tandis  que  l'on 
connaît  la  solution  complète  de  plusieurs  équations 
biquadratiques  ('). 

III.  Il  est  curieux  qu'on  n'ait  pas  encore  obtenu  pour 
les  équations  cubiques  d'autres  formules  que  celles  de 
Caucliy,  de  première  et  de  seconde  espèce.  Toutes  les 
tentatives  pour  trouver  d'autres  formules  ont  été  vaines  : 
on  a  vu  ici  môme  que  des  Ibrmules,  cjue  M.  Lucas 
croyait  nouvelles,  sont  la  conséquence  des  formules  de 
Caucliy. 

16.  Je  me  propose  dans  ce  dernier  paragraphe  de 
montrer  coiument  on  peut  quelquefois  trouver  des 
solutions  d'une  équation  cubique,  homogène  à  ti'ois 
variables,  au  moyen  de  celles  d'une  équation  cubicjue 
de  même  espèce,  et  en  même  temps  j'obtiendrai  des  iden- 
tités d'où  l'on  déduiia  des  cas  de  possibilité  de  l'équa- 


(')  Le  P.  Pépin  a  le  premier,  dans  divers  Mémoires,  donné  la  so- 
lution complète  de  plusieurs  équations  biquadratiques  à  coefficients 
numériques. 
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tion  proposée,  A  ce  dernier  point  de  vue,    le    présent 
article  peut   être   considéré  comme  une   suite  de  celui 
de  iS'yp  que  nous  avons  déjà  ci  lé  plusieurs  fois. 
Je  vais  d'abord  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Lorsque  l'équation  (i)  ne  contient 
que  le  cube  de  Vune  des  inconnues  et  que  l'équation 
obtenue,  en  égalant  cette  inconnue  à  zéro,  a  au  moins 
une  solution  entière,  si  l' on  connaît  une  solution  [pc^y,  z) 
d'une  autre  équation  cubique  convenablement  déter- 
minée, on  pourra  trouver  une  solution  (X,  Y^  Z)  de 
V équation  proposée  par  des  formules  du  troisième 
degré  qui  donneront  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,  y,  z. 

On  a  vu  [loco citato,  p.  5)  que  l'on  peut  trouver  une 
infinité  de  solutions  de  l'équation 

(57)  X2 -+- AXY  +  BY2  =  V^ 
à  l'aide  des  formules 

(58)  j  Y  =  3^27-+-3Aa-j2+(A2— B)j3, 
(  \  =  x^-^  \xy-\-  B j2  (  1  ). 

C'est  ce  résultat  qui  va  nous  servir  de  point  de  départ. 
Soit 

(39)  aX3-4-6Y3  +  X:XY2H- ;YX2:=cZ3 

l'équation  proposée,  et  supposons  que  l'équation 

(60)  «X3-+-6Y3H-/rXY2-H;YX2==  o 

admette  la  solution  entière  (m,  n).  En  divisant  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (Sg)  par  «X  —  mY,  on  la 


(')  On  ne  les  obtient  pas  tontes  :   ce  sont   d'autres  formules  qui 
donnent  la  solution   complète. 
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met  sous  la  i"orme 

(i  {nX  —  mY)[an^\--h(arn  ■+■  ln)nXY 

OU,   en  multipliant  les  deux  membres  par  a^  et  posant 
7ZrtX  =  X', 

Soient  maintenant 
(63)  Z  =  z\,         X'—  maY  =  ca'^{nzy. 

En  remplaçant,  dans  l'équation  (62),  Z  etX' —  ma  Y 
par  les  expressions  que  donnent  les  formules  (63),  cette 
équation  devient,  en  supprimant  un  facteur  commun, 

X'2  +  (  awi  -T-  In ) X'  Y  -f-  rt  ( am'-  -4-  hnn  -f-  An^  )  Y^  =  V^ , 

et  l'on  est  ainsi  amené  à  résoudre  une  équation  de  la 
forme  (07).  En  employant  les  formules  (58),  on  a 

X'=  a:^ —  3a(a/?i2_i_  inin  -+-  kn-)xy'^ 

-T-  a(am  -+-  ln){ain'^ -^  Inin  -t-  kn^)y'^, 

Y  =  Zx^y  -f-  3(«/?i  -r-  ln)xy- 
■+■[{1'^—  ak)n^-^  almn]y^, 

Y  =  x'^  +  (  am  -î-  In  )  xy 
-{-  a{arn-  -+-  linn  -i-  kn-)y'^. 


(64) 


et,  par  suite,  d'après  la  première  des  formules  (63), 

Z  =  z^X'  -^  i  am  -i-  In)  xy  -i-  a{a?n^-r-  Inin  -+-  A/i-)jk-]. 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  P,  Q,  R  les  seconds 
membres  des  équations  (64),  qu'on  remplace  X'  par 
/iaX  et  qu'on  multiplie  par  na  les  deux  membres  des 
formules  qui  donnent  Y  et  Z,  on  aura,  en  supprimant 
na  dans  les  premiers  membres, 

(65)  X  =  P,         Y=:«aQ,         Z  =  na^R. 
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Cela  posé,  si  l'on  remplace,  dans  la  secojKledes  équa- 
lions  (63),  X'  et  Y  par  les  valeurs  P  et  Q,  on  a  l'écpia- 
tion  du  troisième  degré 

(G6)  P  —  /7iaQ  =  ca^7iz)^. 

(X,  \  ,  Z),  (x,  JK,  ^)  étant  respectivetnent  des  solutions 
des  équations  (Sp)  et  (66),  on  voit  que  X,  Y,  Z  sont  des 
fonctions  du  li-oisiènie  degré  de  x, j,  z  données  par  les 
formules  (65)  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

Remplaçons  mainumant,  dans  l'équation  (09),  X,Y,  Z 
par  les  valeurs  que  donnent  les  équations  (65)  ;  on  aura 

aP3-i-  6(naQ)3-+-  kP^naQy-t-  lP'-na()  =  aaic(nzyR^, 

et,  si  l'on  nu't  dans  l'équation  précédente,  à  la  place  de 
a-c(nz)'\\i\  valeur  P  —  inaQ  que  donne  l'équation  (66), 
on  a  l'identité 

\  aP^^b(naqy-+-/^P(?iaqy~{- lP^?iaQ 
^'^■'  \       =  a(P -/«aQ)R3. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorè;me  \I.  —  Lorsque,  le  premier  membre  de 
l'équation  (09)  étant  égalé  à  zéro,  on  a  ainsi  une  équa- 
tion qui  admet  une  solution  entière  {m,  n),  cette  équa- 
tion peut  être  résolue  en  nombres  entiers  toutes  les  fois 
(jue  c  est  égal  à  la  fonction  du  troisième  degré  repré- 
sentée par  a(P  —  ma(^). 

Appliquons  les  théorèmes  V  et  VI  à  l'équation 

(68)  X3-f-Y3=cZî. 

On  a 

m  =  —  1 ,  n  =  I ,         /  =  o,  /  =  (I  ; 


(  ^77  ) 
alors  les  ('(iiiations  (65)  cl  {66)  Jc\  ieiiiicMit 

/  X  =  .r^ —  3.r)'2_f-j-3^ 
(Gg)  '    Y  =  3x^-y—3xy'^, 

(    Z  =  z{a;^ — xy-T-y-), 
(70)  x^-\-Zx-y  —  Q)xy--\-y'^=  c  z^. 

et  les  formules  (69)  permettent  de  passer  d'une  solution 
de  l'équation  (70)  à  une  solution  de  l'équation  (68  V  On 
a  d'ailleurs  l'identité 

\  {x^  —  "i xy-  -T-  j'3  )^  -i- (  3 x-y  —  3 xy-  Y 

I       =  (  .r^  -r-  3  x'-y  —  6  xy-  -t-  j)''  )  (  ^-  -+-  xy  -i-  y-  )^, 

qui  démontre  que  l'équation  (68)  peut  être  résolue  en 
nombres  entiers  lorsqu'on  a 

c  =  j"3  _!_  3  a~2  y  —  6  xy^  -\-  y^. 

L'identité  (71)  n'est  autre  que  l'identité  (4^)  {loco 
citato,  p.  18). 

0]i  peut  donner  une  solution  plus  générale  des  deux 
questions  précédentes.  Pour  éviter  les  longues  écritures, 
j'expliquerai  la  méthode  en  prenant  pour  exemple  l'é- 
cpiation  (68);  mais  on  verra  bien  qu'elle  s'étend  à 
l'équation  plus  générale  (09). 

Si  l'on  pose,  suivant  la  notation  déjà  adoptée, 

P  :=  073 —  "^  jry- -h-  y-^ , 
Q  =  3ary(.r  — 7), 
R  =  3-2  —  xy  -1-  y-, 

l'identité  (71)  peut  s'écrire 

(-1)  P3+ Q3  =  rP_i-Q;R3, 

et  l'on  a  d'ailleurs 

(73)  P--Q  =  c^^ 

Afin,  de  Mathémat.,   3*  série,  t.   \'.  (Décembre  1886.)  i"] 
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Posons  eiKîore 

(74)  y==aî_a;i-f 


1-"    î 


a,  [3  représentant  des  nombres  entiers.  Si  l'on  multiplie 
alors  les  deux  membres  de  l'équation  (72)  par  y',  on 
pourra  l'écrire 

(75)  (y3p)3+(,^3Q)3=.^3(p+.^3Q)(,^R)3. 

Or,  d'après  l'identité  (3)  [loco  citato,  p.  4)i  on  a 

YR=(aa7  —  |3j)2 

-(a^-Pj')[?^  +  (^-13)/]+[?^+(a-?)7^], 

et,  si  l'on  pose 

(76)  :xx—'^y  =  x\         p.r+(a—  p)j=y, 
il  vient 

(77)  yR  =:ar'2— a^y+yî. 

D'ailleurs,  des  deux  équations  (76),  on  tire 
(a  —  3).r'— Sy'  !x>'' — 3^' 

(78)  -r^^ 4^ — ^.      r=  ^   ^^    ♦ 

Si  maintenant  on  remplace,  dans  l'identité  (75),  a:,j' 
par  les  valeurs  précédentes,  qu'on  désigne  par  P,,  Qj  ce 
que  deviennent  alors  y'P,  y'Q  après  la  suppression  des 
accents  de  x\y' ,  puis  enfin  que  l'on  remarque  que, 
après  cette  suppression,  à  cause  de  l'équation  (77), 
yR  peut  être  remplacé  par  R,  l'identité  (70)  deviendra 

(79)  P?-^Qî  =  (Pl^-Q.)T^R^. 

D'autre  part,  si  l'on  multiplie  par  v^  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  (73),  on  a 

(80)  P,-f-Qi=CY3x;3, 

et,  en  remplaçant,  dans  l'identité  (79),  P|  H-  (^t  par  la 


(   '>79  ) 
valeur  (jiie  iloniit'  rc'qualion  (^80),  on  obtient 

(81)  ri^q\==c{f-\\z)\ 

En  même  temps  on  a  les  formules 
(8a)  X  =  P,.         Y  =  Q,,         Z^'i-^Wz, 

les  valeurs  de  Pi,  Qi  étant 

P,  =(a3— 3a2p -t-p3)a73-i-9ap(a— p)^"^^ 

—  3(a3— 3ap2_,_p3)3y2_|_(a3— 3a2p-f.  ^3)^^,3^ 

Qi=3[— (a  — ,3)]a3^3-1-(a3— 3a32^-p3)^^2^ 
_(a3—  3a2^  -h  p3)^72_(a  _  ^)a^j3. 

Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  l'on  a 
a  =  i,  j^  =  i,  et,  par  suite,  v  =  3.  L'équation  (80)  et 
les  formules  (82)  deviendront 

(83)  x^—3x'-y-i-y3=3cz^, 

(84)  j   ¥  =  2373— 3372JK  — 3arK2-4-2j^ 

'      Z=3^(:f2 ar^_^jr2)_ 

Ainsi,  on  passe  d'une  solution  de  Téquation  (83)  à 
une  solution  de  l'équation  (68)  au  moyen  des  for- 
mules (84)-  Ce  résultat  particulier  avait  déjà  été  obtenu 
par  M.  Lucas. 


AGRÉG\TIO\  DES  SCIPCES  MATHÉMATIQUES 
(COACOIRS  DE  1886). 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  un  cercle  et  deux;  points  P  et  Q  situés  sur 
un  de  ses  diamètres;  on  joint  les  points  P  et  Q  aux  ex- 
trémités A  et  B  d'un  diamètre  du  cercle  par  les  droites 
PA  et  QB  qui  se  coupent  au  point  M;  on  ffiit  tourner  le 
diauièlre  AB,  et  l'on  demande  : 
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MA 


1°  D'étudier  la  variation  du  rapport   tttt   et   de    con- 
struirela  ligure  lorsque  ce  rapport  a  une  valeur  donnée^ 


0."  D'étudier  la  variation  de  l'angle  AMB  et  de  con- 
struire la  ligure  lorsque  cet  angle  a  une  valeur  donnée-, 

3°  A'  et  B'  étant  les  seconds  points  d'intersection  des 
droites  MA  et  iMB  avec  la  circonférence  du  cercle  donné, 
de  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  MA'B'. 

Mathéniatiq ues  spéciales . 

Étant  donnés  dans  un  plan  une  droite  D,  un  point  O 
sur  cette  droite,  et  une  droite  D',  on  demande  : 

i"  De  former  l'équation  générale  des  coniques  qui 
touchent  la  droite  D  au  point  O  et  qui  ont  la  droite  D' 
pour  directrice  ; 

2°  De  montrer  que  deux  de  ces  coniques  passent  par 
un  point  quelconque  P  du  plan.  Déterminer  la  région 
où  doit  se  trouver  le  point  P  pour  que  ces  deux  courbes 
soient  réelles  et,  dans  ce  cas,  en  reconnaître  le  genre. 

3"  Les  deux  coniques  du  faisceau  considéré  qui  passent 
en  un  point  P  se  coupent  eu  un  second  point  P';  cal- 
culer les  coordonnées  du  point  P'  en  l'onction  de  celles  du 
point  P^  et,  eu  supposant  que  le  point  P  décrive  une 
ligne  C,  trouver  quelle  doit  être  la  forme  de  l'équation 
de  cette  ligne  pour  que  le  point  P'  décrive  la  même 
ligne. 


Analj'se  ci  ses  applications  ^éoinet/'i(/ues. 

Théorie.  —  Démontrer  que,  quand  n  augmente  iu- 
déliniment,  la  fraction 


«(-"t)(-?)(-^) 

tend  vers  une  limite  F  (a)  qui  est  une  fonction  bien  dé- 
terminée de  a,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires de  cette  variable. 

Montrer  que,  si  l'on  donne  à  a  une  valeur  positive, 
la  fonction  r(<7)  est  égale  à  l'intégrale  eulérienne 


r 


XO—i  g-x  dx. 


.Montrer  que,  pour  une  valeur  quelconfjue  de  «,  on  a 
les  relations  suivantes  : 

r(a-i-g  =  rtr(a),  V{a)V{i—a)=    .  '"  _• 


^J pplication.  —  On  désigne  par  p  et  q  deux  quantités 
réelles  et  l'on  propose  : 

1°  î)e  calculer  le  module  de  T[(ji)\, 

2"  De  montrer  que  Y  (^p  -{-  qi  )  tend  vers  zéi'O  lorsque 
ij  devient  infini,  la  quantité  p  restant  comprise  entre 
—  30  et  un  nombre  positif  fini  ; 

3"  De  calculer  l'intégrale    /     Yi\-^^i)dj. 


Mé 


icanique. 


Lu  solide  homogène,  sur  lequel  n'agit  aucune  force 
extérieure,  a   la    forme   d'un    parallélépipède   rectangle 
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dont  les  arêtes  ont  respeclivenient  pour  longueurs  «,  art, 
4«;  il  est  d'abord  en  repos,  mais  il  peut  se  mouvoir  li- 
brement dans  l'espaee. 

Une  sphère  homogène,  animée  d'un  mouvement  tle 
translation  uniforme  dont  la  vitesse  U  est  parallèle  aux 
arêtes  moyennes  du  parallélépipède,  vient  choquer  ce 
solide  en  un  point  M  situé  sur  l'une  de  ses  faces  F, 
perpendiculaire  à  ses  arêtes  moyennes. 

La  masse  du  parallélépipède  est  représentée  par  1 1  et 
celle  de  la  sphère  par  4i  It^s  deux  corps  sont  parfaite- 
ment élastiques. 

Cela  posé,  on  demande  : 

i"De  déterminer  les  conditions  initiales  du  mouve- 
ment que  les  deux  solides  prendront  après  le  choc  5 

2"  D'étudier  le  mouvement  que  prendra  ultérieure- 
ment le  parallélépipède  dans  le  cas  particulier  où  le 
point  M  coïncide  avec  l'un  des  sommets  de  la  face  cho- 
quée F. 

Calcul. 

Sur  un  cylindre  droit,  dont  la  base  est  un  cercle  de  5'" 
de  rayon,  on  a  tracé  une  hélice  qui  coupe  les  généra- 
trices du  cylindre  sous  un  angle  de  3o''.  Calculer,  avec 
l'approximation  que  comporte  l'emploi  des  Tables  à  sept 
décimales,  la  longueur  du  plus  petit  arc  de  l'hélice  con- 
sidérée, tel  que  les  tangentes  menées  à  la  courbe  aux  ex- 
trémités de  cet  arc  se  rencolitrent. 

Epure. 

On  donne  :  1"  un  paraboloïde  de  révolution  autour  d'un 
axe  vertical  OZ;  2"  deux  cylindres  circonscrits  à  la 
sphère  qui  touche  le  paraboloïde  en  tous  les  points  du 
parallèle  dont  le  plan  passe  par  le  foyer  F  du  parabo- 
loïde. 
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Les  axes  des  cylindres  sont  horizonlaux  el  chacun 
d'eux  fait  uu  angle  de  /\5"  avec  le  plan  vertical  de  pro- 
jection. 

L'espace  intérieur  au  paraboloide  étant  considéré 
comme  plein,  on  demande  de  représenter  la  partie  de 
ce  solide  qui  est  extérieure  aux  deux  cylindres.  Les  plans 
de  projection  sont  opaques. 

L'axe  OZ  est  à  o'",io  en  avant  du  plan  vertical;  la 
cote  du  sommet  du  paraboloide  est  égale  à  o'",  20,  celle 
du  foyer  F  à  o"',  18. 
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